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Nadie nos podrá expulsar del paraíso que Cantor ha creado. 

David Hilbert 

En resumen, los números transfinitos de Cantor disocian entre sí las dos estructuras 

fundamentales de la clase lógica y la relación asimétrica, que se fusionan en un solo todo 

en la construcción de los números enteros finitos. (. . .) Por lo tanto, sólo hay una manera 

de evitar los callejones sin salida a donde nos conduce el realismo de lo infinitamente 

pequefío: considerar con Leibniz -magníficamente interpretado por L. Brunschvig- al 

infinito como la expresión del dinamismo mismo de la construcción operatoria. 

Jean Piaget 
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Resumen 

El propósito de esta investigación dirigida es cómo el planteamiento de Pia

get, en torno a la construcción del infinito, podría contribuir a la mediación pe

dagógica del profesorado para facilitar el desa~rollo de dicho concepto en el au

la de secundaria. Para ello se partió de las experiencias personales, didácticas 

y curriculares de un grupo docente que participó en esta investigación de corte 

cualitativo. 

Esta investigación está compuesta por seis capítulos. El primer capítulo.com

prende la introducción, el problema y su justificación. El segundo capítulo con

siste en los objetivos general y específicos. En capíhllo 3 se desarrolla el marco 

teórico conformado por el estado de la cuestión y los referentes teóricos del con

cepto de infinito matemático, donde se destaca la construcción del concepto de 

infinito desde Piaget. En el cuarto capítulo se explica la metod?logía que se llevó 
-

a cabo con el enfoque fenomenológico. En el capíh1lo 5 se expone el análisis de 

resultados de esta investigación. Por último, en el sexto capítulo se exponen las 

consideraciones finales de la investigación. -
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Capítulo 1 

Introducción 
• 4 

Como contribución a la formación académica y didáctica de los investigado

res, surgió la _inquietud de profundizar acerca del aporte de Jean Piaget (1894-

1980), considerando.que los experimentos elaborados a través de sus investiga

ciones acerca de la construcción de los conocimientos involucraron directa ~nente 

conceptos matemáticos y físicos. Aunado a esto, las contribuciones de él a la his- · 

toria de las ciencias, por medio de los métodos histürico-crítico y psicogenético 

de la epistemología genética, resaltaron la importancia de estudiar la construc

ción histórica, social e individual de dichos conceptos. 

Según Piaget (1978), la construcción del número es fundamental· para ent~n

der cómo y cuándo se construie el concepto de infinito matemático a través de 

lo acontecido a lo largo de la historia. El número aparece como la síntesis entre la 

inclusión de las clases y la seriación (esto es: cardinalidad y ordinalidad), o sea, 

como una combinación nueva pero a partir de caracteres puramente lógi~os {Pié\

get, 1970, p .17). La teoría de Piaget se centra en la génesis de la formación de los 

conceptos y la evolución de los mismos a traves de la equilibración de las estruc

turas cognitivas. Como ejemplos: el espacio no se reduce solo a la experiencia per

ceptiva y su construcción sigue un orden teórico (intuiciones topológicas, espacio 

proyectivo y finalmente una métrica) (Piaget, 1970, p.18); en cuanto al tiempo, las 
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

simultaneidades y las duraciones se subordinan a los efectos cinemáticos (Piaget, 

1970, p.20). 

Dubinsky (2000) señala que Piaget no tuvo formación en matemáticas, aun

que se expresa de él de la siguiente manera: "me parece que cuando describe 

cómo es un matemático cuando trabaja en matemáticas, buscando ideas y resul

tados nuevos, Piaget entiende muy bien y lo que describe está muy cerca de mis 

experiencias." (p. 55). 

De esta manera, la investigación de la construcción del concepto de infinito 

matemático a partir del constructivismo piagetiano es un referente para la com

prensión de cómo se debe enseñar en torno a este concepto. 

En segundo lugar, se aplicaron técnicas cualitativas de recolección de datos 

(entrevistas en pi:ofundidad, grupos focales) con docentes de educación costarri

cense que hayan impartido lecciones de secundaria en instituciones públicas, con 

una doble finalidad: conocer las nociones que tienen sobre el infinito m~temático 

y luego, indicar los tipos de estrategias didác~icas que han utilizado o utilizan en 

sus clases cuando imparten contenidos afines al infinito. 

En tercer lugar se trianguló la información obtenida a partir del enfoque de 

metodología fenomenológica con el enfoque piagetiano sobre la construcción de 

estructura·s cognitivas, con el opjetivo de analizar y reflexionar los hallazgos con 

lo planteado en la fase de búsqueda e investigación bibliográfica. 

Finalmente, los result~dos de la investigación permiten contrastar los aspeetos 

de análisis que se es_tablecieron· a través de las categorías y se ofrecen reflexiones 

para que un docent~ las pueda c<:>nsiderar al momento de enseñar temas asocia-
. . . 

dos a la noción del infinito. 
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1.1. El problema y su justificación 

La influencia de Piaget se observa en el desarrollo de estudios sobre génesis 

del pensamiento que tuvieron como referente temas de las matemáticas como 

cantidad, volumen, simetría, reversibilidad y otros, lo cual condujo a un impacto 

importante de la teoría piagetiana en el ámbito de la didáctica. Al respecto Barriga 

(1998) expresa que 

De suerte que hoy en día el campo de la educación matemática consti

tuye un ámbito con una didáctica específica; los diversos grupos que 

se dedican a él en diferentes países siguen líneas que deben mucho al 

pensamiento piagetiano. (citado en Castorina y otros, 1998, p.136) 

Piaget apor~a significativamente, desde la epistemología genética, a la en

señanza de las matemáticas actual, y él mismo abogó por una educación ~a

temática que partiera de la equilibración de las estructuras cognitivas, lo cual 

puede verse ejemplificado en el texto "La enseñanza de las matemáticas"(Piaget 

y otros, 1965), en el que participaron matemáticos puros y pedagogos, preocupa

dos p.or cómo se ensefi.aba esta materia en las aulas europeas. 

Por otra parte, el programa de estu~io~ de Matemática ef.l Cost~ Rica, presenta 

como eje central, la resólución de problemas, tema que también ha sido discutido 

en décadas anteriores. Al respecto, Barriga (1998) destaca que 

el tema de la resolución de problemas ha sido, relativamente una cons

tante en el debate didáctico de los últimos cincuenta años, sin embar

go, fueron las aproximaciones piagetianas las que concedieron impor

tancia significativa al análisis del contenido que enfrenta un estudian

te como generador de interrogantes en él. (citado en Castorina y otros, 

1998, p.128) 



4 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

Piaget mostró que los métodos de la epistemología genética resolvían el pro

blema entre matemáticos formalistas, intuicionistas y constructivistas en cuanto a 

la naturaleza de los objetos e ideas matemáticas, y es lo que desarrolló con textos 

tales como "Ensayo de lógica 9peratoria"(1977) e "Introducción a la Epistemo

logía Genética: l. el pensamiento matemático"(1978). En este último libro Piaget 

hace una extensa exposición sobre la construcción de las estructuras matemáti

cas, utilizando tanto la metodología psicogenética como la histórico-crítica. En 

esta construcción, se identifica la construcción del número y, particularmente, la 

del infinito matemático, tema de esta investigación. 

A través de la revisión bibliográfica y de la experiencia de los investigadores, 

se muestra que la enseñanza y aprendizaje del infinito trae consigo muchas di

ficultades para el estudiantado, particularmente dos: primero, la diferenciación 

entre infinito potencial y actual, pues uno se relaciona con las intuiciones del in-

dividuo y el otro es precisamente contraintiuitivo (Piaget (1978), Waldegg (1996), 

Villal;Jona y Roa (2016), Garbin (2005), Vera, Pinilla y Roa (2010), Belmonte y Si~

rra (2011), D' Amore(2011)). La segunda situación es el uso de intuiciones en la 
.. · 

enseñanza de este concepto, porque son obstáculos didácticos para la construc-

ción del infinito actual (Waldegg, 1996). 

El problema que se plantea en esta invesligac!ón consiste en cpmo el plantea-
. 
mi~nto de Piaget, en to:no a la construcción del infinito podría contribuir a la me-

diación pedagógica del profesorado para facilitar el desarro_llo de dicho concepto 

en el aula de secundaria. Para esto, se determinan cuáles experiencias· previas tu

vie_ron algunos docentes que laboran en la educación s~cundaria co~tarricense en 
- . . . . 

la construcción de dicho concepto. 

Así, ante este abordaje del tema, surgen los siguient~s cuestionamientos· para 

el desarrollo de la investigación: ¿cuál es el aporte de la epistemología genética de 

Piaget en la construcción del concepto de infinito? ¿Cómo éontribuye el apordaje 

teórico de Piaget de ese concepto al proceso de enseñanza y aprendizaje de oicha 
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noción? Más aún, ¿cuál es el aporte del aparato teórico piagetiano al docente de 

matemática en el ámbito costarricense, en la enseñanza del concepto del infinito? 

El infinito es un concepto que se construye desde la infancia del estudiante_ 

cuando se hacen referencias al mundo físico. En la actualidad, la tecnología ha 

impulsado que la palabra "infinito" no sea ajena al ámbito cotidiano del indivi

duo, pues en videojuegos y en series de televisión, películas y medios masivos de 

comunicación se menciona dicho término. La construcción del concepto de infi

nito es de carácter formal y lo que se busca es una aproximación a la noción con 

el fin de aportar a la enseñanza de los temas matemáticos que están vinculados 

directamente con él. 
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Capítulo 2 

Objetivos 

2.0.1. General 

Analizar el aporte de la teoría piagetiana en la construcción del conocimien

to matemático para la enseñanza del concepto de infinito desde la experiencia de 

aprendizaje de los docentes de matemáticas. 

2.0.2. Específicos 

1) Describir la constrúcció-!1 del infinito en la teoría piagetiana para definir aspec

tos claves de su enseñanza. 

2) Analizar los e~.ementos curriculares que _permiten-el aprendizaje del cóncepto 

de infinito en la educación secundaria costarricense. 

3) Identificar el concepto de infinito en la enseñanza de la matemática de educa

ción secundaria costarricense y algunos elementos de su didáctica. 

4) Reflexionar con el personal docente participante-acerca de sus experiencias en 

la construcción del concepto matemático de infinito y la teoría piagetiana. 

7 



Objetivo general 

Analizar el aporte de la 
teoría piaget\ana en la 
construcción del 
conocimiento matef'!"lático 

parn la enseñanza del 

concepto de infinito desde 

la experiencia de 

aprendizaje de los 
docentes de matemáticas. 

Objeti.vos específicos 

l. Describir la construcción del 
infinito en la teoría piagetiana 
para definir aspectos claves de su 

enseiíanza. 

2. Analizar los elementos 
curricu lares que permiten el 
aprendizaje del concepto de 
infinito en la educación 
secundaria costarricense. 

3. identificar el concepto de 
i

0

nfinito en la eMseñanza de la 
matemática de educación 
secundari¡¡ costarricense y 
algi.mos elementos de su 
didáctica. 

4. Reflexionar con ~I personal 

docente participante acerca de 

sus experiencias en la 
construcción del concepto 
matemático de infinito y la teor-ía 
piagetiana. ' 

Metas. 

-Conceptual ización teórica desde I~ 
perspectiva piagetiana de conceptos 
matemáticos involucrados en la 
construcción de! infinito 

matemático. · 

- Presentación del aspecto forma l 
del infinito desde las matemáticas. 

-Descripción de habilidades y 
contenidos del programa de 
estudiqs del MEP que involucran 
explícita e irr1plícitamente el 
concepto de infinito. 

-Descripción de las experien tas de 
aprendizaje de Jos docentes 
participantes con r·especto al 
infinito. 

-Refli:xión con el per·sona! docente 

participante sobre sus experiencias 

de aprend izaje y experiencia 
profesiona l,.. 
-Realimentación entre los 
investigadores y docentes para la 
valoración del aporie de la teoría 
'piaget¡ana en la enseñanza del 

infinito. 

Actividades 

- lectura de textos piagetianos en los qué se 
menciona el concepto de infinito matemático. 
- Descripción de la construcción del concepto de 
número como antesala del concepto del infinito 

matemático desde la epistemología genética de 

Piaget. 

- Revisión y análisis de bfblíografía acerca de Ja 
axiomatización del infinito desde la Lógica y ia 
Teoría de conjuntos. 

-Análisis de habilidades y contenidos desarrollados 
por el programa de estudios del MEP. 

-Entrevistas a profundidad con los docentes 
participantes. 

-Grupos focales con los docentes participantes. 

-Triangulcción de la información bibliográfica con 
los datos:" ;información. 



Capítulo 3 

- o 

Marco teórico 

El marco teórico en este trabajo abarca dos secciones: estado de la cuestión y 

referentes teóricos. En el primero se resaltan puntos importantes de investigacio

nes en to¡-no a la temática del concepto de infinito, y en el segundo se hace una 

exposición de la historia y de la formalización del concepto de infinito, de los 

fundamentos de! programa del MEP y de los principales conceptos de la Episte

mología Genética, así como la construcción del número y del infinito desde dicha 

óptica. 

· El progr_ama de estudios del MEP es el principal referente de los docenfes de 

matemáticas -en su labor educativa en las aulas y en este se destaca el uso de la 

historia de la matemática ~orno eje transversal para la enseñanza efectiva de es~a 

materia; las investig~ciones descritas en este capíhilo, así como la reseña histórica 

que re~orre el infinito-ina.temát~co revelan los obstáculos que tuvo la humanidad 

para culminar en la formalización de dicho concepto. La explica_ción de Piag~t 

desde la epistemología genética recopila todos estos aspectGs para_ compararlos 

con la historia propia del individuo particular en su trayectoria, lo cual es funda

mental para que se realice la abstracción reflexiva sobre el concepto de infinito, 

que no es más que la comprensión de dicha noción. 

9 



10 CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO 

3.1. Estado de la cuestión 

En este apartado se realizará una descripción de los antecedentes con respecto 

a las investigaciones en torno al concepto de infinito matemático. El esquema 

siguiente muestran las modalidades clásicas del infinito matemático, la cual sirve 

de guía para entender los estudios acerca de este concepto. 

f'(ltencial 

está 

Asociado al acto de 
contar sucesivamente 

Infinito 
matemático 

A.ctua! 

• Asociado a la 
cardinalidad de conjuntos 

Figura 3.1: El infinito matemático. Elaboración propia. 

~aldegg (1996) realizó un estudio basado en las concepciones de los alumnos 

vinculadas a los conjuntos infinitos, esto para identificar obstáculos didácticos en 

el estudio del infinito actual. Para esta autora el estableciJJliento de una biyección 

entre un conjunto infinito y uno ·de sus subconjuntos propios es el obstáculo epis

temológic~ más difícil de superar para la comprensión de los conjuntos infinitos. 

Para ello elaboró un análisis en el desarrollo histórico para determinar que 

las concepciones de los conjuntos finitos impiden fuertemente la acep

tación del criterio de la biyección para establecer una comparación de 

confuñtos infinitos y entonces avanzar así hacia la aritmetización dºel 

infinito. (Waldegg, 1996, p.5) 

A partir de dicho estudio, de carácter estadístico, Waldegg (1996) concluyó que 
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hay factores que tienen gran influencia sobre la comprensión de los conjuntos 

infinitos: 

• Un conjunto acotado difícilmente se acepta como un conjunto con infipitos 

elementos (por ejemplo: un intervalo real de longitud finita). Como en el 

caso histórico de Bolzano, la configuración y las dimensiones de las regiones 

geométricas son un obstáculo para la comprensión . 

. " 
• La comparación entre dos conjuntos infinitos se hace más difícil si uno de 

ellos es acotado y el otro no. En este caso, el infinito potencial es un obstácu

lo para compararlos. El infinito potencial se hace presente en el conjunto 

no acotado superiormente porque permite disponer de las posiciones ne

cesarias para continuar el proceso; en cambio, en el conjunto acotado este 

proceso no es posible. 

f 

• Existe un rechazo con la aplicación del criterio de biyección para compa-. . . 

rar un conjuntq con uno de sus subconjuntos propios, incluso si ya hubo 

instrucción anterior, es decir, aún conociendo resultados basados en cursos 

anteriores sobre el establecimiento de dichas correspondencias biunívc;>éas. 

• Los estudiantes poseen una sec~encia d~ intuiciones asociadas al concepto 

de infinito y que se pueden interpretar en múltiples contextos.- Las intuicio

nes son localmente coherentes pero a nivel global son contradictorias. 
. . 

• Las nociones intuitivas son un obstáculo para acept'.lr los conceptos forma

les. No todos los estudiantes tienen· las.mismas int~i~i~nes Íócales. 

Para Waldegg {1996), la identificación de las dificultades que fueron vencidas 

en el desarrollo histórico del infinito le dio los elementos para plantear la búsque

da en las concepciones de los estudiantes y a partir de eso proponer "caminos 

didácticos" para superarlas: 
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La resistencia que presentan estas concepciones ante distintos inten

tos instruccionales muestra que estamos ante un obstáculo didáctico 

con raíces epistemológicas. Evidentemente, no se puede concluir de 

ahí que con la sola "maduración" el estudiante alcanzará un nivel de 

conceptualización conforme al cuerpo teórico de la matemática. Es ne

cesaria la intervención de procesos didácticos bien planificados, que 

tengan en cuenta los obstáculos que el estudiante tiene que vencer. 

(Waldegg, 1996, p.11) 

Garbín (2005) elaboró una investigación en la que reveló cómo piensan el infi

nito los alumnos con edades entre 16 y 20 años y la influencia de los modelos, las 

representaciones y los lenguajes matemáticos. Para esto utilizó los conceptos de 

Pensamiento Matemático Elemental (PME) y Pensamiento Matemático Ayanzado 

(PMA). Garbin (2005) menciona en dicho articulo que Tall y Dreyfus elaborarcm 

una teoría cognitiva en relación con el desarrollo y crecimiento del PMA, basados 

en los aportes de la psicología cognitiva de Piaget y de Bruner, que muestra cuáles 

son las condiciones para ir de un PME a un PMA. Para esta autora, si se trabaja 

con estudiantes con edades donde pre_valecen esquemas finitos y concretos, no 

debe perderse de vista que en algún momento se deberán superar los esquemas 

"finitos para ingresar en el ámbito de la infinitud, el cual cognitivamente está lleno 

de "contradicciones": los nuevos conceptos e ideas matemáticas éontradicen los 

esquemas finitos previos. 

Desde la realidad psicológica el infinito es un concepto complejo y 

contradictorio. Y si observamos su historia, y hacemos presente nues

tras ·intuiciones, podemos ver que estas son similares a aquellas ex

perimentadas por los matemáticos en el desarrollo del concepto. El 

copcepto aristotélico de infinito es una noción potencial que dominó 

en lá historia hasta la época cantoriana, habiendo tenido una gran in-
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fluencia en el desarrollo de este co,ncepto. Corno ha explicado Fichs

bein (1982), este concepto potencial de infinito es el que responde a 

la interpr~tación intuitiva del infinito. ( ... ) En una palabra, el infinito 

actual es una noción contraintuitiva. ( ... ) En este escrito nombrarnos 

al infinito actual, corno el que está asociado a la idea de totalidad, de 

cornpletés y de unidad. (Garbin, 2005, pp.173-174) 

13 

Vera, Pinilla y Roa (2010) determinaron en su estudio las concepciones del .. 

infinito en estudiantes que transitan del colegio a la universidad. Estas autoras 

mencionan que "es más fácil comprender el infinito en lo grande corno un pro

ceso que continúa sin parar y que no tiene fin, que el infinito en lo pequeño" 

(Vera, Pinilla y Roa, 2010, p. 375). Las preguntas que se plantearon fueron: ¿qué 

ideas intuitivas desarrollan los estudiantes sobre el infinito en escenarios no es-

colares?, ¿cómo estas ideas·perrnean su construcción del concepto en situaciones 
. i 

maternáticas?,-y ¿cómo el análisis de concepto? corno límite genera la evolución 

de las concepciones de los estudiantes sobre el infinitQ? Para respondérlas apli

caron una prueba piloto a 42 estudiantes de undécimo grado y 40 de un curso de 

cálculo 11, luego seleccionaron cuatro estudiantes de cada grupo para una entre

vista didáctica, la cual era un diálogo entre el estudiante y el entrevistador. Los 

resulta?o~ revelaron que las ideas_intuitivas adquiridas en ambientes no escola

res perrnean la construcción de conceptos matemáticos avanzad-os. Las respuestas 

entre estudiantes de bachillerato y de univérsidad no difirieron,_ En palabras de 

las investigadoras: 

Si compararnos las respuestas de los estudiantes del colegio con los de 

la universidad, nos darnos cuenta que no hay.un cambio significativo. 

Es decir, a pesar que los jóvenes del curso de cálculo 11 utilizan térmi

nos matemáticos más avanzados, la esencia en sus respuestas refleja 

que aún el infinito no habita en sus mentes de una manera clara( ... ). 
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En estos resultados nuevamente las ideas intuitivas prevalecen, pues 

según Garbin (2005), el infinito potencial se considera como una idea 

intuitiva, mientras que el infinito actual es una noción contra intuitiva 

(Garbin y Azcarate, 2001. Citado en Garbín, 2005), siendo precisamen

te esta la razón que causa toda la controversia existente alrededor del 

tema. (;Vera, Pinilla y Roa, 2010, pp. 380-381.) 

Belm~nte y Sierra (2011) estudiaron la evolución del concepto de infinito 

desde el último curso de primaria (estudiantes de 11 a 12 años) hasta el primer 

curso de enseñanza universitaria (estudiantes de 18 a 19 años), esto es: prima

ria, ESO, bachillerato y primeros cursos universitarios. Diseñaron un cuestionario 

que aplicaron a más de dos mil estudiantes para lograr identificar modelos tácitos 

del infinito, e identlficaron tres nuevos modelos intuitivos tácitos. Estos autores 

señalan que el concepto de infinito no se define explícitamente en el currículo 

y los textos escolares y que a pesar de esto dicho concepto se utiliza desde los 

primeros grados hasta la finalización del bachillerato: 

Es decir, durante más de diez años en el aprendizaje de las matemáti

cas de un individuo, el infinito desempeña un papel exclusivamente 

simbólico o _bien sólo como s~ónimo de muy grande o muy pequeño. Sin 

embargo, dicho concepto va ligado a innumerables tópicos habituales 

en la enseñanza oblig~toria y postobligatoria, como decimal periódi-

co1 irracional, número real, sucesión, ·serie, asíntota, límite, derivada 

y tangente a una curva, integral, resolución numérica de ecuaciones, 
- -

sistemas de ecuac~ones y su significado geométrico, fractal, geometría 
-

proyectiva, cardin~l de un conjunto, inducción, número transfinito y 

un largo etcétera. Este carácter singular del infinito y el inevitable in

terés que despierta eli.tre los estudi~ntes su mención o cualquiera de 

sus paradojas constituye una buena razón para estudiar con detalle 
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sus características cognitivas. (Belmonte y Sierra, 2011, p. 141) 

Belmonte y Sierra (2011) se centraron en establecer los modelos intuitivos táci

tos, concepto propuesto por Fischbein (1987, 1989, 2001) y también utilizaron los 

esquemas conceptuales de Tall y Vinner (1981) en torno a la idea de infinito. Estos 

autores destacan que Fischbein, Tirosh y Hess (1979) fueron los pioneros en cuan

to al tema de infinito, con su trabajo "The intuition of infinity" y a partir de ahí se 

elaboraron más de setenta investigaciones sobre las características cognitivas del 

infinito. 

Fischbein, Tirosh y Hess (1979) advierten sobre el carácter contra

dictorio del infinito, el cual se traduce en una serie de modelos intuiti

vos que permiten al estudiante dotarle de se¡1tido. ( ... )Ahora bien, la 

estabilidad y resistencia de las intuiciones suponen un inconvenien

te a considerar para superar obstáculos tanto didácticos como epis

temológicos. Fischbein distingue a las intuiciones primarias, que se 

desarrollan sobre la base de la experiencia cotidiana, antes e indepen

dientement_e de la instrucción académica, de las intuiciones secunda

rias, adquiridas mediante la intervención educativa. (Belmonte y Sie

rra, 2011, p. 142). 

Los modelos intuitivos tácitos surgen cuando los sujetos se enfrentan a una 

noción que es intuitivamente inaceptable, tienden a crear, deliberada o incons

cientemente sustitutos de esa noción que faciliten su accesibilidad. Los modelos 

intuitivos del infinito identificados antes de la investigación ~e Belmonte y Sierra 

(2011) son los siguientes: 

1. Modelo de inclusión: responde a la noción de que el todo es mayor que 

la parte, propia de los conjuntos finitos. Este modelo es extendido por los 

sujetos estudiados hacia los conjuntos infinitos. 
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2. Modelo infinito = infinito: concibe como equivalentes todas las cantidades 

infinitas incluso sin que haya correspondencia biunívoca entre ellas. 

3. Modelo punto-marca: consiste en atribuir dimensiones o una naturaleza 

material a los pw1tos geométricos para comparar conjuntos continuos o 

geométricos. 

Los modelos intuitivos identificados por Belmonte y Sierra (2011) en su inves-

t_ie<1ci~n fueron los siguientes: 

l. Modelo de indefinición: las respuestas que induce este modelo están aso

ciadas a cierta incapacidad de conocer o calcular, lo cual impide la concre

ción de resultados que se relacionan con procesos u objetos infinitos. 

2. Modelo de divergencia: el que atribuye sistemáticamente un resultado in

finito a la suma de una cantidad infinita de objetos matemáticos, sin consi

d~rar_ en absoluto su eventual convergencia. Por tanto, el modelo responde _ 

a la versión de la propiedad arquimediana en la que la suma de infinitas 

cantidades da un resultado infinito. 

3. Modelo acotado-finito/no a·cotado-infinito: es producto de la relación que 

establece una cantidad importante de sujetos·entre la definicion acotada o 

no acotada de un conjunto y el cardinal de sus elementos. Por su parte, la 

ausencia de c?tas origina en mayor medida expresiones iilfinitistas_bajo t~na 

perspe~ti~a potencial: en [O, +oo[ hay más números que en [O, i] porque no 

acaba. 

Belmonte y Sierra (2011) concluyeron que el estudio l~s reveló que hay una 

idea intuitiva de infinito y que los modelos entran en conflicto bajo determinados 

contextos o representaciones contextuales, lo cual es generador de contradi!=cio

nes internas que se externan por medio de respuestas incoherentes. 
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D' Amore (2011) aportó en una línea de investigación que denominó "lo veo 

pero no lo creo", en la cual se realizaron diversas pesquisas en varios países y con 

distü~tos grupos de estudiantes a nivel de grados superiores en educación secun

daria y estudiantes de primeros cursos universitarios. La motivación de D' Amore 

fue una frase entresacada de la correspondencia entre Richard Dedekind y Georg 

Cantor acerca de si es posible establecer una biyección (correspondencia biunívo

ca) entre variedades de dimensiones distintas. Para poner un ejemplo más con

creto: establecer una correspondencia biunívoca entre el cuadrado [O, 1 J x [O, 1] y 

el intervalo [O, 1 J. Cantor demostró que dicha correspondencia sí existe en este 

caso. 

El infinito está muy ligado a los procesos limítrofes del cálculo diferencial e 

integral. En este caso, Engler y otros (s.f.) destacan en su artículo, sobre el límite 

infinito, que 

El concepto de límite es uno de los conceptos matemáticos que más di

ficultades de aprendizaje trae inherentes al propio concepto. Las últi

mas investigaciones en relación a la didáctica del cálculo propone .una 

aproximación más intuitiva y una metodología más activa para su en-

señanza. Para los alumnos es un CO_!lcepto árido, poco atractivo, de

masiado abstracto, que se olvida fácilmente si no se le da el valor que 

corresponde y, uno de los ~ás difíciles de ensefiar y aprender. (p. 12) 

_ Lo anterior sé enmarca en investigaciones en torno al concepto de límite, conti

~uidad, deriv_abilidad e integrabilidad de una función, sucesiones y series infini-
- - -

tas, conceptos propios de un curso de cálculo introductorio en múltiples universi

da-des a través del mundo, que tienen como base un conocimiento más profundo 
- -

del infinito matemático. Engler y otros (s.f.) mencionan cómo llevaron a cabo di

cha investigación: . 

Diseñamos una situación didáctica orientada a que los alumnos 
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estén suficientemente preparados para abordar el aprendizaje de lími

te infinito teniendo en cuenta el trabajo con funciones considerando 

especialmente las distintas formas de representación y algunas cues

tiones relacionadas con las aproximaciones retomando la no~ión de 

infinito en sentido positivo y negativo. Se favoreció el trabajo en for

ma verbal, tabular, numérica, analítica y gráfica. Las actividades se di

señaron para favorecer el desarrollo de habilidades para poder pasar 

sin inconvenientes de un siste!!'..a Ge representación a otro con sus di

ferentes formas de representación y propician que el estudiante entre 

en acción. (Engler y otros, s.f., p. 15) 

Es decir, se diseñaron situaciones didácticas en las que se tomó en cuenta la re

presentación múltiple del concepto de función real de variable real para enseñar 

el concepto de límite puntual. Por otra parte, en la construcción de los concep

tos se vislumbra la posibilidad de f'~uivocarse. Retomando las contribuciones de 

D' Amore (2011), él propuso una forma de·llamarle a los errores o dificultades pa

ra aprender el concepto de infinito, a los cuales denominó " un error común" y 

son los que se presentan a continuación: 

1) Aplastamiento de cardinales transfinitos: para los estudiantes, la cardinali- . 

dad d~ Z es, en un primer momeRtC?, superior a la de N (hay quien incluso 

dice que es el dob~e). Una vez aceptada la de~ostración de que estos dos con-

_ juntos tienen la ~isma cardinalidad, muchos estudiantes creen que pueden 

concluir que esto depende del hecho de que ?mbos son conjuntos infinitos y 

que, por lo tanto "todos los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad", 

es decir, infinita. Por lo que, por ejemplo, lN,Z,Q,JR deberían simplemente 

tener la misma cardinalidad. 

2) Dependencia de los cardinales transfinitos de los hechos relativos a medi

das: muestra cómo los procesos mentales y las convicciones intuitivas llevan a 
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los estudiantes a pensar que en un segmento largo existan más puntos que en 

un segmento más corto. 

3) Deslizamiento: la dificultad que tienen los estudiantes para aceptar la corres

pondencia biunívoca llamada /1 de Galileo" entre N y el subconjunto de los 

números cuadrados. 

D' Amore además menciona que el infinito en sentido actual es un concepto 

difícil a través de los lentes de la historia de las matemáticas occidentales, y esto 

se ve reflejado en el proceso de construcción del mismo en las aulas: 

El clásico debate filosófico de origen aristotélico sobre el infinito en 

sentido actual y en sentido potencial (Arrigo, D' Amore, 1993; Arrigo, 

D' Amore, Sbaragli, 2011) ha inspirado diferentes investigaciones, por 

ejemplo las de Moreno y Waldegg (199lt de Tsamir y Tirosh (1992t de 

Shama y Movshovitz Badar (1994) y de Bagni (1998). Se han hallado, 

en verdad, resultados a veces contradictorios; pero está probado que 

la evoludón de la concepción actual del infinito matemático es más 

lenta y-se da en modo contradictorio a lo largo del curso del currículo 

escolar y gracias a un proceso de maduración y sistematización cogni-
. . 

tiva de los aprendizajes. (D'Amore, 2011) 

López (2014) señala problemas sim!lares con el infinito en las-matemáticas 

griegas clásicas: 

Los diferentes problemas·que el infinito -Ocasionaba como conse-

cuencia de las situaciones apa~entemente contradi_ctorias caracteriza

ron al mundo griego en lo que· ~e denominó "horror al infinito". Las 

paradojas de Zenón de Elea, siglo V a. c, acerca del infinito y lo infinite-

simal lo ubican como un precursor de la Matemática en temas que han 

sido tratados posteriormente por destacados matemáticos. (p. 280) 



20 CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO 

Para el año 2016, el docente universitario Javier Femández García, quien im

parte lecciones en la UNAM de México, reda..:.tó el texto denominado "Un acer

camiento a los fundamentos del cálculo: el infinito y los números reales". Dada la 

experiencia vivida al impartir cursos de cálculo en la Facultad de Ciencias de la 

UNAM desde hace varios años atrás, Femández García se vio en la necesidad de 

redactar un texto que profundizara temas del infinito matemático y los números 

reales: 

. ., 
hace ya muchos años, me pareció que en buena medida la dificultad 

para la comprensión de algunos de los conceptos más relevantes y de 

la forma general en que funciona el cálculo, tenía su origen en el des

conocimiento del infinito matemático y los números reales. Las cosas 

mejoraron significativamente al poner en práctica dos cambios: El pri

mero, introducir al comienzo de los cursos una reflexión acerca de la 

naturaleza de los procesos y los ·conjuntos infinitos, de maner~ que 

los estudiantes fueran descubriendo, por un lado, la pres~ncia del in- · 

finito en la solución de muy diversos problemas; y por el otro, que 

el infinito tiene sus propias reglas, las más de las cuales resultan no 

poco sorprendentes, lo que por cierto tiene un efecto bastante motiva

dor. El segundo, abordar una discusió? sobre los números reales qu~ 
. . 

permitiera comprender cómo son, qué resuelven, cómo lo hacen y de 

qué otras formas podríamos h_acerlo. Lo anterio: acompañado de un 
-- . 

panorama general de la evolución histórica de las controversias sobre 

estos temas, los cuales, enlazados al desarrollo de la teoría de conjun

tos y a la lógica, configuran una de las problemáti~as más polémicas 

y difícil-es de solucionar a lo largo de-su historia. (Fernández, 2016, p. 

XII). 

La motivación de Fernández (2016) estribó en las dificultades que tenían sus 
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estudiantes en la comprensión de conceptos clave en el cálculo infinitesimal (co

mo se le denomina comúnmente), por un desconocimiento del infinito matemáti

co, y para conseguirlo llevó a cabo lo antes mencionado por él. Fernández (2016) 

cita que 

la ausencia de una discusión sobre el infinito, y la reducción de la 

enseñanza de los números reales a la exposición del listado de los 

axiomas de campo ordenado completo, y la demostración de algunas 
. ·• ... 

propiedades algebraicas a partir de ellos, me parece que dificultan el 

avance en otros temas y limitan la visión -y solidez- de la formación 

matemática de los alumnos. (p. XIII). 

Desde los párrafos del inicio de esta sección, es notable que las investigaciones 

citadas se enfocaron en estudiar y analizar el concepto de infinito matemático en 

estudiantes dfe primaria, secundaria y universitarios. Los estudios destacan que 

los estudiantes se enfr~ntan ante dos tipos de infinito y que las dificultades fun

damentales radican e;i diferenciar el infinito potencial, el cual es de corte intuitivo 

y familiar, con el infinito actual, el cual es contraintuitivo y es complicado de asi

milar por los sujetos. Las investigaciones proponen situaciones matemáticas que 

involu~ran el infinito, en algunos casos adaptadas de problem?S históricament~ 

famosos, como l~· son las paradojas 9e Zenón o problemas de biyecciones entre 

· determinados conjuntos·de cardinalidades infinitas. 

3.1.1. Antecedentes en Costa Rica 

Con respecto al infinito matemático, se encontraron artículosAue tratan 

sobre la historia del infinito, como el de Arguedas (2014) intitulado "G~org Can

tor (1845-1918): la locura del infinito o el infinito de la locura". En dicho texto 

se mencionan aspectos de la vida personal de Cantor; o el artículo de Rosales 

(2016), "Numerabilidad y cardinalidad de conjunto" en el que se trata de ma-
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nera formal, con resultados y demostraciones, tópicos relativos a la numerabli

dad y no numerabilidad de conjuntos, así como una presentación del teorema 

de Schri:ieder-Cantor-Bernstein, y se culmina probando que cualquier conjunto 

infinito se puede expresar como una unión disjunta de infinitos, al utilizar los 

números primos (Rosales, 2016). 

3.2. Referentes teóricos 

En esta sección se hace un resumen de la historia del concepto de infinito hasta 

la formalización dada por Georg Cantor en el siglo XIX, lo cual es un aspecto im

portante en el análisis histórico-crítico desde el enfoque epistemológico genético. 

Luego se hace una exposición de los fundamentos teóricos del programa de estu

dios de matemática del Ministerio de Educación Pública costarricense, así como 

los conceptos fundamentales de la Epistemologí~ Genética y la construcción del 
. . 

número y del infinito matemático. 

3.2.1. Historia del infinito matemático 

Siguiendo a Donald (s.f.), la palabra apeiron significó sin límites, infinito, in

.definido. Era una palabra peyorativa para los antiguos griegos pues el caos pri-
. 

migenio del cual surgió el cosmos era apeíron. Los pitagóricos asociaban el bien y 

el mal con lo finito y lo infinito, respectivamente. Sin embargo, el descubrimiento 
. 

de inconmensurables como v'2 requirió un claro concepto y entendimiento del 

infinito. La concepción griega del infinito tenía tres bas~s del mundo físico obser

vable hasta ese entonces: 

1) El tiempo no tiene fin: los eventos, la vida y fa muerte y la inobservabilidad de 

un fin del mundo sostuvieron esta idea. 

2) Espacio y tiempo pueden ser subdivididos sin fin: esto de alguna manera in-
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troduce las ideas de infinitesimales y de procesos infinitos. Por ejemplo, la cir

cunferencia puede verse corno el límite de polígonos regulares irlscritos cuya 

cantidad de lados aumenta drásticamente. Zenón de Elea formuló paradojas 

combinando razonamientos de carácter finito con infinito y procesos lirnítrü-

fes. 

3) El espacio no tiene fronteras (no es acotado): acá posiblemente no fue un asun-

to meramente griego al inicio, pues ellos cr~ían que el universo tenía límites. 

El infinito confrontó a los griegos con teoremas sobre la infinitud de números 

primos (Euclides) y con la necesidad de contar con números enteros de magni

tudes abrumadoras (Arquímedes). Aristóteles evitó el infinito actual definiendo 

un infinito mínimo. El trabajo con el infinito potencial satisfizo a matemáticos y 

filósofos durante dos milenios: los enteros son potencialmente infinitos debido a 

que siempre se ¡:ruede agregar un número mayor en una secuencia, pero el con

junto infinito de húmeros como tal no existe. 

Aristóteles dijo que el infinito era imperfecto, incompleto e impensable1 . L~ .. 

incapacidad griega de asimilar el infinito más allá del infinito potencial tuvo un_ 

profundo y limitante impacto en sus matemáticas. Puede verse reflejado en ~l 

trab~jo de Euclides, quien evita el infiniio al defii:iir una recta diciendo que ésta 

pueae extenderse tan lejos como fuera necesario. 

Arquímedes probó resultados interesantes y fue uno de los gran?es precursores 

del cálculo infinitesimal con su método de exhaución. Por -ejemplo, probó que el 

- volumen de una esfera es igual a 2/3 del voh:1m~n de un cilindro que~a contiene. 

Los inconmensurables fueron la catapulta para estudiar mejor a los números 

irracionales, y de cierta manera los métodos desarrollados por Diofanto para re

solver ecuaciones algebraicas con soluciones racionales pudo ser un intento por 

1 "Infinito es( ... ) aquello fuera de Jo cual, si se asume como cantidad, siempre es posible asumir 
alguna otra cosa. En cambio, aquello fuera de lo cual no hay nada, es perfecto y entero. ( ... ) Pero 
ninguna cosa que no tenga un fin es perfecta, y el fin es límite". Citado por Reale (1992). 
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evitar soluciones inconmensurables. 

Fueron los árabes los que custodiaron el legado matemático griego y trabaja

ron en ello, principalmente en álgebra. Los árabes no tuvieron miedo y calculaban 

libremente con números irracionales, sin importar su naturaleza. 

Siglos después, los europeos trabajaron con números irracionales, aún sin en

focarse en los problemas del infinito que estos acarreaban. Una "paradoja" que 

había surgido en la edad media era la de las dos circunferencias concéntricas 

que tenían distintos radios: ¿cuál tiene más puntos, la circunferencia mayor o la 

menor? En la figura siguiente puede verse que al punto F de la circunferencia 

pequeña d le corresponde el punto E de la circunferencia grande c. Es así como 

Galileo (1564-1642) logró mostrar que existe una correspondencia biunívoca en

tre los puntos de la circunferencia menor y la mayor, concluyendo que tienen la 

misma cantidad de puntos. 

Galileo sugirió la inclusión de un número infinito de infinitos agujeros pe

queños, aunque entendió que el problema consistía en utilizar razonamientos 

finitos con sosas infinitas, lo cual quedó plasmado con la siguiente frase: "Es in

correcto hablar de cantidades infinitas que son iguales, mayores o menores entre 
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sí". Para Galileo el infinito no era una noción inconsistente y que sin embargo 

obedecía a reglas diferentes. 

La naturaleza de los números irracionales no fue comprendida en tiempos de 

Michael Stifel (1487-1567) quien mencionó que los irracionales no eran verdade

ros números. En última instancia muestra el desconocimiento del infinito en los 

números irracionales, por decirlo de alguna manera. Sin una comprensión de los 

números irracionales, sin una teoría de ellos, el análisis, una de las mayores y 

más importantes ramas de las matemáticas, no hubiera sido posible. Tampoco el 

entendimiento de los polinomios puede ser completo sin tener presentes a los 

números irracionales. Y para ello precisaba también una definición de infinito. 

Los trabajos que impulsaron el desarrollo del cálculo infinitesimal abrieron 

una nueva etapa en la evolución del concepto de infinito matemático. John Wallis 

(1616-1703), con su texto Atitlzn.ietica b~finitorwn extendió los trabajos de Torricelli 

(1608-1647) y los de Cavalieri (1598-1647) acerca de los indivisibles. Wallis dio la • 

siguiente expansión que involucra a n: 

4 3.3.5.5 .7.7 ... 
7[ 2 . 4 . 4 . 6 . 6 . 8 . 8· .. 

Dicha expansión, la cual no fue la .primera en su tipo, realizaba proceoos in

finitos sin juslificación alguna. En 1657 Wallis utilizó el símbolo lemniscata oo 

para el infinito, el cual es una curva sin fin. Isaac Newton (1642-1727), Gottfried 

Leibniz (1646-1716), los Bemoulli, Leonard Euler (1707-1783).y otros matemáticos 

inventaron e impulsaron el nuevo cálculo, el cual involucraba procesos limítrof~s 

de manera que el rigor de los-teoremas subió el nivel de matemáticas con el que 

se trabajaba hasta entonces. Sin embargo, el infinito y el uso de los infinitesimales 

no estaba nada fundamentado con rigor e incluso llevó a paradojas. Un ejemplo 

es la crítica que hizo el obispo anglicano de Cloyne, George Berkley, al cálculo de 

derivadas por el método de fluxiones de Newton, que hacía uso de "incrementos 
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evanescentes" , es decir, cantidades "infinitesimales". 

A pesar del antecedente sentado por Berkeley, Leonard Euler (1707-1783) no 

hizo mucho caso de las consideraciones teoréticas acerca del infinito y sus dificul

ta~s, sino que más bien se dejó guiar por su gran genio para descubrir nuevos e 

ingeniosos resultados, como el desarrollo de funciones como productos infinitos a 

partir del cálculo de cantidades infinitamente grandes e infinitamente pequeñas. 

Euler estudió el siguiente par de series: 

_ _ l _ ,,, l - 2x+3x2 - 4x3··· 
(x+1) 2 

1 -- = 1 + x + x2 + x3 + · · · 
1- x 

Si en la primera se hace x = -1 se obtiene que 

00 ; 1+2+3+4+5+ ... 

Y si se hace x = 2 en la segunda serie se obtiene 

- 1 == 1+2+4+8+ ... 

A lo cual, comparando término a término en las series se obtiene que -1 > oo, 

claramente una paradoja. 

Según ~.ópez (2014, p._ 291) Agustin Louis Cauchy (1789-1857) -fue la figura 

de transición al proporcionar la primera salida conceptual al problema de los in-
. - -

finitesimales. En su texto ~e 1821, Analyse algébrique, Cauchy institucionalizó el 

concepto de límite y con ell~ el de cantidades infinitamente pequeñas e infinita

mente grandes. 

Siguiendo a López (2014), foe realmente c9n Karl Weierstrass (1815-1897) que 

el análisis adquirió todo su rigor, y la definición de límite vía E - b (en el año 
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1850) es la utilizada hasta nuestros días. Con Cauchy y Weierstrass el Análisis 

Matemático y con ello también las matemáticas en general reconsideraron el rigor 

que debía cimentarlas por medio de sus axiomáticas._ 

En 1817, Bemard Bolzano (1781-1848) en su Rein analytische Beweis trató de 

liberar al cálculo de la noción de infinitesimal. En su otra publicación de 1840, Pa

radoxes of the infinite, Bolzano realzó la importancia del infinito actual, que tanto 

había sido estigmatizado en tiempos de Aristóteles y que durante muchos siglos 

permaneció en ese estado de ostracismo. El infinito actual apareció en Bolzano 

desde el concepto de conjunto y su diferenciación entre conjuntos finitos e infini

tos. Es más: los conjuntos infinitos no tienen todos el mismo tamaño. El problema 

de Bolzano consistió en que no pudo aritmetizar al infinito. 

En 1823 Cauchy definió la integral como la suma limítrofe de rectángulos bajo 

una curva. Esto ayudó a que Jean Baptiste Joseph de Fourier-(17~8-1830) usara la 

integral de forma más rigurosa. Ya Fourier había trabajado con sus famosas series 

en el problema de las ecuaciones del calor. 

En 1829 Johann Peter Gustav Lejeune _Dirichlet (1805-1859) dio algunas condi-

dones para que una.función tuviera una serie de Fourier convergente: la función 

debe ser monótona con una cantidad finita de discontinuidades. Como ejemplo 

de función no integrable se tiene la función de Dirichlet 

JCx)-; lím ( lím cos(n!nx)2k)) 
- 11-+00 k -+ oo 

En 1831 Karl Friedrich Gauss (1777-1855) expresó que el infinito no debía ser 

utilizado como una cantidad en el sentido de una entidad actüal, y que eso no 

.debía ser permitido en matemáticas. 

Para el afí.o 1854 Bernhard Riemann (1826-1866), el cual era estudiante de Diri

chlet, dio una definición más general de integral, la integral de Riemann, y dio un 

ejemplo de una función R-integrable que tenía una cantidad infinita de discon-
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tinuidades. En 1858, Richard Dedekind (1831-1916) utilizó sus cortaduras para 

axiomatizar los números reales, más precisamente los números irracionales. 

Con Georg Cantor (1845-1918) el infinito matemático fue definido formalmen

te, desde la teoría de conjuntos, a la i;;ual él había llegado desde una senda ines

perada, esto es, las series trigonométricas de Fourier y el estudio de los puntos en 

los cuales dichas series podrían converger o divergir a determinada función ya 

hubiera sido de manera puntual o uniforme. Cantor sentó las bases de una teoría 

seria Jél Ihfinito, la cual fue mejorada con el pasar del tiempo y de la mano con la 

rigorización de las matemáticas a principios y mediados del siglo XX, en lo cual 

tuvo influencia el programa planteado por Hilbert de axiomatización de las áreas 

matemáticas. 

La figura siguiente muestra de manera resumida lo expuesto en los párrafos 

precedentes: 

-i 

Grecia ~lásicd 

Aristótdes 

." ;:;¡- fV oC 
¿:; ~ a a .... "' {/¡ . ,.. ... 

5 oC t -'.::'. 

Cálculo i1ifi11itesimal Formalizaci611 

GeorgCatllor 

. Hipótesis del 
continuo 

Figura 3.2: Línea temporal del infinito matemático. Elaboración propia. 
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El objetivo de Piaget, según Gutiérrez (2012), es el de mostrar que los mecanis

mos de pasaje de un período histórico al siguiente son similares a las transiciones 

de un estadio piscogenético al siguiente. Hablando específicamente del infinito 

matemático, 

Por ejemplo, dice Piaget (1989) que en la teoría de conjunto de Can

tor su operación fundamental es la correspondencia uno a uno entre 

la serie de números enteros y números impares, se obtiene un núme

ro que no es entero ni un número impar, sino lo que él llamó el pri

mer número cardinal transfinito ~0 . Fue más allá de los números fini

tos. Pero, ¿de dónde procede esta operación de correspondencia uno a 

uno? Cantor no la inventó; según Piaget (1989) no se trata de una cons

trucción radical nueva. Cantor la encontró en su p~opio pensamiento. 

Formaba ya parte de s~ equipaje mental antes de que se interesara 

por las matemáticas. Porque la más elemental observación sociológica 

revela que la correspondencia uno a uno es una operación primitiva: 

Según Piaget (1989), en toda clase de sociedadesºprimitivas esta ope

ración es ~a base para el intercambio económico y pueden encontrarse 

sus orígenes en niños pequeños aún antes de que alcancen el nivel de 

las ?peraciones concretas. ¿Qué relación existe entre esta correspon

dencia uno a uno con el desarrollo de la noción de número natural? 

(Gutiérrez, 2012, p. 32) 

De· ~anera que Piaget consideraba que la historia del- concepto de infinito 

-lo cual corresponde a la filogénesis del concepto- también se encontraba refleja

da (o latente) en el sujeto cognoscente -lo cual corresponde a la ontogénesis del 

concepto-. 
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3.2.2. Formalización del infinito matemático 

La formalización del infinito matemático se da en dos direcciones: cardinal y 

ordinalmente. Definiciones como correspondencia biunívoca, cardinalidad, equi

valencia o equipotencia, numerabilidad y no numerabilidad, entre otro~, son los 

que se utilizan para explicar y probar resultados referidos a conjuntos de cardi

nalidad infinita. 

Previo a la lectura del aporte de la teoría de Piaget es preciso estudiar la for-... 
malización del concepto, porque Piaget expone la construcción del número con el 

uso de la axiomática formal propia de la Matemática. Además, para dimensionar 

lo que conlleva investigar acerca del infinito, sabiendo las transformaciones que 

han ocurrido en la historia, es necesario recurrir a la consulta de cómo se debe 

comprender desde la Matemática, por tanto, se aclara que este apartado no tie

ne una finalidad de brindar la forma en la cual deba enseñarse o aprenderse el 

concept~ de infinito, solo está presente para exponer el alcance de lo que conlleva 

decir: noción del concepto de infinito en Matemática. 

Teoría de conjuntos. Axiomática 

En este apartado se siguen las·notas de Jvorra (s.f.) con respecto a la axiomática 

de teoría de conjun.tos y su relación en conjuntos infinitos y con infinitos conjun

tos. C_?n el fin de evitar _raradojas como las que se daban. en axiomáticas como la 

de Frege y también evadfr las tipologías engorro~as de Russell, Ernest Zermel~ 

y Abraham Fraenkel formularon su_axiomática (denomina~ Axiomática (ZF)). 

Los axiomas son los siguientes: 

1) Axioma de extensionalidad: 

\:/X, Y(VU(U E X Hu E Y) -7 X = Y). 
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Lo que se expresa es que si dos conjuntos tienen los mismos elementos, enton

ces son iguales. 

2) Axioma del 'conjunto vacío: 

3XVU(U ~X). 

Este axioma afirma la existencia de un conjunto sin elementos, el cual es único, 

pues dos conjuntos sin elementos tendrían los mismos elementos. Por tanto, 

se define 

0 = x¡vu,u ~ x. 

3) Axioma del par: permite decir que existen infinitos conjuntos: 

VXY3ZVU(U E z +7 (U = X V u = Y)). 

Dados dos conjuntos X, Y, existe un tercer conjunto Z cuyos elementos son 

exactamente X e Y. Dicho Z es único. Se define entonces 

{X, Y}= ZJVU(U E Z +7 (U ~ Xv U = Y)). 

Se puede dar que. X = Y, y en tal caso, {-X} = {X, X}. En particular todo con

junto pertenece a otro conjunto. 

4) Axioma de la unión: 

VX3YVU(U E y +7 3V(U E V/\ V E X)). 

Dado un conjunto X, existe un conjunto Y cuyos elementos son los elementos 
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de X. Dicho conjunto es único. Por tanto se define 

u V = YIVU(U E y++ 3V(U E V/\ V E X)). 
VEX 

5) Axioma de partes: 

VX3YVU(U E Y++ U e X). 

Por el axioma de extensionalidad dicho conjunto Y es único, por lo que se 

define - " 

PX = YIVU(U E Y++ U e C). 

6) Esquema axiomático de especificación: dicho esquema determina infinitas 

fórmulas que la teoría acepta como axiomas. Dice así: 

Para cada fórmula <f>(U) del lenguaje de la teoría de conjuntos (tal 

vez con más variables libres aparte· de X), la fórmula siguiente es bn 

axioma: 

VX3YVU(U E y++ u E X A <f>(U)). 

X es único, y por tanto se define 

{Y E.XI</>(~}}= YIVU(U E y++ u E_X /\(p(U))) 

Así, la noción de "propiedad" queda determinada al su~tituirla por la de "fórmu-

la". 

7) Axioma de infinitud: se sabe hasta este punto que existen infinitos conjuntos 

pero no conju_ntos infinitos. Defínase prim~ramente X' :: X u {X}. El axioma 

de infinitud afirma que 

3Y(0 E y/\ V X E Y, X' E Y) 
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Conjuntos infinitos 

En lo que sigue se hizo paráfrasis de Fernández (2016), quien hace una expo

sición de conceptos matemáticos relacionados con el infinito. También se siguió 

el artículo sobre números transfinitos de Srivastava (1997). 

Definición 1 (Cardinalidad) Decimos que dos conjuntos A y B tienen la misma CAR

DINALIDAD (notación: IAI = IBI) si y solo si existe una forma de aparear (=formarparejas 

de) los elementos de A y los de B para la cual no sobre ningún elemento en A ni en B, en 

el entendido de que elementos diferentes de uno de los conjuntos no pueden aparearse con 

un mismo elemento del otro; es decir, si existe una función biyectiva f: A - B. 

Cuando los conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad se dice qu~ son .EQUI

VALENTES, y los denotamos con el símbolo A ~ B. 

f 

Nota. Como observación principal se tiene que si A e¡ B esto no implica que 

IAI < IBI. A diferencia de los conjuntos finitos, para los conjuntos infinitos no 

aplica aquello de que "siempre el todo es mayor qtie cualquiera de sus partes". 

Por eso no representaba ninguna paradoja el que dadas dos circunferencias, una 

con un raqio mayor que la otra, ambas tuvieran la misma cantidad de puntos; o 

que la diagonal de ún.cuadrado tenga el mismo número de puntos que cualquiera 

de sus lados, teniendo mayor l~ngitud que él. 

Definición ·2 (Conjunto infinito) Aquel conjunto que se puéde poner en correspondencia 

biunívoca con z~n siJbconjunto propio de sí '!11ismo. 

- . 
Entonces, un conjunto es FINITO si no es infinito. Se pasa ahora a unos resüJtados 

fundamentales con respecto a conjuntos finitos y numerables. 

Definición 3 (Conjunto numerable) Un conjunto A es NUMERABLE si y solo si JAI = 

IINI. 
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Es decir, un conjunto es numerable si puede ponerse en correspondencia bi

unívoca con el conjunto de los números naturales. 

Teorema 4 La unión de un conjunto numerable y un conjunto finito resulta un conjunto 

numerable. 

Teorema 5 La unión de dos conjuntos numerables es numerable. 

Teorema 6 La unión de una familia finita de conjuntos numerables resulta un conjunto 

numerable. Simbólicamente, si A 1, ..• , A 11 son numerables entonces UZ=l Ak es numerable. 

Teorema 7 La unión de una familia numerable de co11juntos numerables resulta ser un 

conjunto 1fllmerable. Es decir, si A 1, ... , A 11 , ••• son numerables entonces U~1 Ak es nu

merable. 

Ejemplo. ¿Qué hay más: números naturales o múltiplos de 10? Para responder 

.ªesto defínase la función f: N-+ [),f(n) = lOn, la cual es una correspondencia 

biunívoca entre los naturales y los múltiplos de 10. E_sto implica que hay tantos 

números múltiplos de 10 como números naturales. 

Ejemplo. ¿Qué hay más: números nah.!rales o números enteros? L-0s enteros 

son el resultado de unir tres conjuntos numerables: los naturales, los enteros ne

gativos y el conjunto {O}. Así que por los teoremas 4 y 5 se tiene que hay tantos 

número enteros como naturales. 

Ejemplo. ¿Qué hay más: naturales o puntos en el plano con ambas coordena

das enteras entre sí? Se puede enumerar el conjunto N x N utilizando el método 

de la diagonal, tal como se muestra en la figura: 
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(1,2) 

(2, 1) (2,2) 

Figura 3.3: N x N ~ N. Srivastava (iooo). 

Dicha enumeración se hace así: (0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), .... Por 

tanto, la respuesta es que sí hay tantos puntos con coordenadas enteras en el 

plano como número naturales. 

Teorema 8 El punto medio entre dos racionales siempre es racional. 

• 
Prueba: Considere los números racionales 

111 
y E. Entonces el número rx que es el 

- 11 q . -
punto medio es 

Corolario 9 Entre dos números racionales cualesquiera, por cercanos que se encuentren 

entre sí, siempre hay otro. 

Corolario 10 Dado un racional cualqiliera, no se puede hablar de "el szguiente"ni de "el 

anterior" a él de acuerdo a su magnitud. -· 

Te~rema 11 Entre dos números racionales cualesquiera-siempre habrb ;1iw inft11idad de 

números racionales. 

Ejemplo2: ¿Qué hay más, números racionales o números naturales? La res

puesta a esta interrogante se puede deducir utilizando el método de la diagonal 

2Las respuestas a Jos ejemplos son reformulaciones del texto de Femández (2016) . 
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en el que se probó que N x N ~ N. Entonces se concluye que hay tantos número 

racionales como naturales. 

El conjunto de los números reales lR no es numerable, y para ello basta probar 

que el intervalo [a, b J no es numerable3. 

Teorema 12 Si a < b son números reales entonces el intervalo [a, b] no es numerable. 

Prueba (Srivastava): Si el intervalo fuera numerable, entonces los elementos pue

den enumerarse como { ao, a1, a2, ... } . Se define la sucesión creciente { b11 } y la su

cesión decreciente { c11 } de elementos de [a, b] de manera inductiva como sigue: 

elija bo =a y c0 = b. Para algún n EN, sea 

bo < b1 < ... < b11 < c11 < ... c1 < co 

Sea i 11 el primer natural i tal que b11 < a¡ < c11 y j 11 el primer entero j tal que a¡,, < 

a1 < C11. Tome b11 +1 = a;,, y c11+1 - aj,,· Ahora, .el número x = sup{b11} está e1~ [a, b] 
-

pero es diferente de cada a11 • Esto es una contradicción. Por lo tanto, [a,b] no es 

numerable. 

Lo anterior muestra que cada intervalo con más de un punto posee una canti

dad no numerable de elementos que no son algebraicos (los cuales son soluciones 

de ecuaciones polinomiales en una variable con coeficientes racionales). Dichos 

números se denominan trascendentes. 

Definkión 13. (Relación de orden entre cardinalidades) Se dice que la cardinali

dad d~ u~ conjunto A es 1nenor ~igual_ que la cardinalidad de un conjunto B, denotado 

como A ~e B, si existe una función inyectiva f de A en B. Si A ~e By A ,.¡, B se dice que 

la cardinalidad de A es 1:ze11or que la cardinalidad d~ B_ y se escribe A <e B. 

Con esta definición se tiene que N <e lR. 

3La prueba clásica de Cantor utiliza "el método de la diagonal". Acá se presenta una prueba 
por medio de la construcción de sucesiones. 
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El siguiente teorema pone de manifiesto que la cardinalidad de un conjunto 

es menor que la cardinalidad de su conjunto potencia. 

Teorema 14 (Cantor) Para cualquier conjunto X, X <e P(X). 

Demostración (Srivastava): Considérese el mapeo x __,. { x} de X en P(X), de ahí 

que X :::'.e P(X). Ahora considérese cualquier mapeo f: X __,. P(X). Se probará 

que f no es sobreyectiva. Para esto, considérese el conjunto 

A = {xEX:x~f(x)} 

Si A = f (xo) para algún xo E X entonces se tiene que 

- xo E A ..:=- xo ~ A 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto X <e P(X). 

Del teorema precedente se tiene la siguiente cadena de "desigualdades" 

N <e P(N) <e P(P(N)) <e ... 

Sea T la union de todos los conjuntos presentes en la cadena anterior; entonces 

T posee una cardinalidad tan grande que ninguno de los elementos de la cade

na puede superar. Cantor tuvo ante sí el siguiente problem~: ¿existe""un conjunto 

infinito cuya cardinalidad sea distinta a la cardinalidad de cualquiera de los c~n

juntos obtenidos? Como casó particular, ¿existe un conjunto no numerable de 

números reales de cardinalidad menor que JR? Cantor no pudo resolver dichos 

problemas, los cuales fueron tratados años después de su muerte. 

El siguiente teorema es una herramienta poderosa para probar la equivalencia 

entre dos conjuntos. 
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Teorema 15 (Schroder-Cantor-Bernstein) Para cualesquiera dos conjuntos X, Y, si 

se cumple que X ~e Y y Y ~e X, entonces se tiene que X ~ Y. 

Demostración (Dedekind): Fíjese los mapeos inyectivos f : X ------+ Y y g : Y --+ X. 

Considérese el mapeo 1i: P(X)--+ P(X) definido como 

1i(A) = X\g(YV(A)), A e X. 

Entonces 

l. A e Be X ='.> 1i(A) e 1i(B), y 

2. 1i (Un An) = U111i(An). 

Ahora, sean Ao - 0,-A71 +1 ~ H(A 11 ),n = 0, 1,2, ... 

Sea E = Un A 11 , entonces H( E) = E. Defínase h : X --+ Y de la siguiente manera: 

h(x) = { f(x), 
g-1 (x), 

si x E E 

si x ~E 

La función h : X --+ Y es biyectiva, y por lo tanto X ~ Y, tal como se quería probar. 

tes: 

Algunas aplicaciones del teorema de Schr6der-Cantor-Bernstein son las siguien-

• P(N) ~ JR. Para probarlo considérese la función A ~ 2.:nEA 3,~+ 1 de P(N) 

a JR; la cual es inyectiva, y por tant_o P(JN) ~e R. Por otro lado, el mapeo 
. . 

x --+ {r E Q : r < x} de 1R en P(Q) es inyectivo y por tanto 1R ~e P(Q). Y 

como Q ~ N se tiene que 1R ~e P(N). Por el teorema de SChr6d-er-Cantor

Bernstein se concluye que 1R ~ P(N). 

• Fíjese el mapeo inyectivÓ x--+ (x0, x1,x2, ... )de 1R en {O, 1 }IN, el conjunto de 

sucesiones de ceros y unós. Entonces la.función (x, y) --+ (xo, yo, X1, y1, ... ) 

de 1R2 en {O, 1 }N es una función biyectivá. Por lo tanto, JR2 ~ 1R. Es decir, 
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hay tantos puntos en el eje X que en el plano completo. Por inducción sobre 

k se puede mostrar que JRk ~ lR. Similarmente, utilizando que N x N ~ N se 

puede mostrar que JRN ~ IR. 

Cardinales y sus propiedades 

Para cada conjunto de una colección existe un número cardinal el cual denota 

su "tamaño". Enlistándolos, 

0, 1,2,3,4, ... , ~º' 

y se hace el énfasis en que el conjuto de los números reales deberá tener cardinali

dad diferente de cualquier elemento de la secuencia anterior pues dicho conjunto 

es infinito y no contable. La lista se extiende entonces de las sigui_ente manera: 

O, 1 < 2 < 3 < 4 < ... < ~o < ~1 

y se escribe c para la cardinalidad de JR. Cantor conjeturó que e = ~ 1 pero no 

tuvo éxito al intentar probarlo. Si se asume que e = ~1 estamos ante la hipótesis del 

continuo, (CH) y usualmente es asumida para construir ejemplos interesantes en 

teoría de conjuntos. 

Pasemos a la aritmética cardinal: 

l. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos disjuntos A y B, respectivamente. 
- - -

Entonces a+ b denota la cardinalidad de A u B. Si los conjuntos no fueran dís-

juntos entonces se pueden crea dos conjuntos disjuntos a partir de ellos, y se 

tiene que a + b = 1 (A x {O}) x ( B x { 1}) 1-

2. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entonces a· b denota la car

dinalidad del producto cartesiano A x B. 
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3. Sean a¡, (i E I) cardinales de los conjuntos disjuntos A¡, (i E I). Entonces LEJ a¡ 

denota la cardinalidad del conjunto UiEJ A;. 

4. Sea b la cardinalidad del conjunto B; entonces 2b denota la cardinalidad del 

conjunto potencia de B, P(B). 

5. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entonces a17 denota la cardi

nalidad del conjunto de todas las funciones de B en A. 

• • 0-

6. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entonces a :::::; b si A :::;e B y 

a< b si A <e B. 

Para conjuntos finitos A y B (4) y (5) se pueden calcular con facilidad. Hay 2b 

subconjuntos distintos de B y hay ab funciones distintas de B rn A. Nótese que 

si A = {O, 1}, entonces a = 2, y así el conjunto potencia de B es equivalente al 

conjunto de todas las funciones de B -+ {O, 1}. 
f 

Denotemos por AB al conjunto de todas las funciones de Ben A. Así, 2B denota 

· al conjunto potencia de B . 
. 

La aritmética cardinal es muy similar a la aritmética de los números naturales 

y sigue más o menos las mismas leyes: El teorema de Schroder-Cantor-Bernstein 

. se puede reescribir entonces así: Si a:::::; by b:::::; a entonces a = b. 

Sin émbargo hay di(erencias notables para los cardinales infinitos: Si i\ es infi-
. 

nito entonces se .tiel'.e que i\ = i\ + i\ = i\ · i\. 

Se tienen los ~iguien.tes teoremas: 

Teore~a 16 Para c..aqa_ númt;ro cardinal a, 2ª > a. 

Teorema 17 ~o· ~o "'" ~o-

Teorema 18 e+ ~o = e y e+ e ; c. 

Teorema 19 21{0 = e 
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En particular, la hipótesis del continuo se escribe 

Según Srivastava (1997), en el año 1938 Kurt Godel obtuvo resultados profun

dos en modelos de teoría de conjuntos y mostró que basado en la axiomática de 

ZF que CH no puede ser refutada por la producción de un "modelo" de teoría de 

conjuntos que satisfagan los axiomas de ZF en donde CH es satisfecha. Un pro

blema matemático resuelto de manera no trivial desde las metamatemáticas. En 

1963 Paul Cohen desarrolló una técnica muy potente, conocida como forcing, pa

ra construir modelos de teoría de conjuntos y mostró que CH tampoco se puede 

probar: 

Ordinales 

El conjunto de los números naturales, JN, es el ejemplo más simple y no trivial 

de conjunto bien ordenado. El orden usual 111 < 11 tiene las siguientes propiedades: 

l. Para cualquier n E lN no es cierto que n < 11. 

2. Para dos elementos distintos m, n E lN se tiene que m < n o n < 111. 

3. Para todo 111, n E JN, si 11 < m y m < p entonces n <p. 

4. c.ada subconjunto no vacío S e JN posee u~ primer elemento, es decir: existe 

no ES tal que no < s, para todo elementos E S. . . 

La~ propiedades anter_íores son las que permiten la inducción 1natemática. Sea 

p un co_njunto de números enteros que satisface las dos propiedades siguientes: 

I) 1 E P; 

II) Para todo n E JN, m < 11 implica que n E P. 
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Entonces P = N. De hecho, si P no es igual a N, entonces el conjunto P' = N\P 

es distinto de vacío y posee un primer elemento n0 . 

La inducción matemática incluso puede realizarse en conjuntos que cumplan 

las cuatro propiedades descritas anteriormente, y no solo quedarse en u\la induc

ción para números enteros. Decimos que el conjunto X es ordenado linealmente y 

que"<" es un orden lineal estricto en X si las propiedades (1), (2) y (3) se cumplen 

en dicho conjunto. Decimos que X es un conjunto bien ordenado si las cuatro pro

piedades se cumplen. Si X es bien ord~!:ad@ y x0 está en X, entonces el conjunto 

de todos los elementos que preceden a x0 es denominado un segmento inicial de 

X. 

Definición 20 (Principio del Buen Orden) Todo conjunto puede ser bien ordenado, 

esto es: para cualquier conjunto no vacío X existe una relación < que es un orden lineal 

estricto en X tal que hace a dicho conjunto bien ordenado. 

f 

Definición 21 (Ordinales contables) Existe un conjunto X no contable, bien ordena-

do con una relacióf! de orden < tal que 

l. X tiene un último elemento denotado con O; 

2. Para cada x0 E X con x0 *O, el ~egmento inicial {x E X: x < x0 } es contable. 

3. Existe un elemento w E X tal que 

y < tiene el mismo sentido que en el cvnjúnto de los enteros no ñegativos. 

Así, el coi:junto {O, 1, 2, 3, ... } es un segmento inicial de X. Podemos ver X como 

una lista que inicia en O y continúa de manera no contable como sigue: 

O < 1 < 2 < ... < w < w + 1 < ú.J + 2 < ... < w 2 < w 2 + 1 < ... < O 
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Los elementos del conjunto X antes descrito son denominados ordinales. Cada 

elemento antes de w se denomina ordinal finito. Cada elemento antes de O es 

llamado ordinal contable. El elemento O es denominado el primer ordinal no contable. 

Síntesis 

Para la formalización del infinito es necesario partir de la teoría de conjuntos. 

Dichas teorías han sido refinadas a través de sus axiomas, y un ejemplo de ello 

es la axiomática de Zermelo-Frankel, esto con el propósito de evitar paradojas 

como las de Russell,4 las cuales ponían en evidencia que las axiomáticas debían 

replantearse. 

Las nociones de correspondenci~ biunívoca y de bi yección son fundamentales 

para definir la cardinalidad de conjuntos. El conjunto con el menor tamaño infi

nito es N, cuya cardinalidad es ~0 . Un conjunto A es infinito (esto es: de cardina

lidad infinita) si existe una correspondencia biunívoca entre A y un subconjunto 

propio de A. Un conjunto A es numerable si existe una biyección entre A y N. 

Pero existen cardíilalidades infinitas superiores a ~0, esto es: conjuntos de cardi-

nalidad infinita y que no son numerables. La prueba de Cantor por el método de 

la diagonal muestra que el conjunto de los números reales IR no es numerable y 

que por tanto su cardinalidad, denominada como ces mayor que ~o- La hipótesis 

del continuo lo que buscaba era determinar si había conjuntos con can;linalidad 

infinita entre ~o y c, y fue hasta con P. Cohen que. se probó que la CH -afirmadá 

o negada- puede tomarse como un axioma en una teoría de conjuntos. En cuanto 
. . . 

a la ordinación, que involucra los ordii:iales transfinitos, se necesita de la noción 

de conjuntÓs bien ordenados. El primer· ordinal transfinito contable es w y todo 

aquel ordinal menor que este ordinal se denomina ordinal finito, los cuales coin

ciden con los números cardinales finitos. A partir de w se construye una sucesión 

4La paradoja de Russell consiste, en palabras sencillas, en que si puede existir el conjuntos de 
todos los conjuntos y de si este estaba contenido en sí mismo o no. 
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de ordinales transfinitos, los cuales son contables hasta llegar al primer ordinal 

no contable, denominado O. 

3.2.3. El Programa de Estudios de Matemática 

En el año 2012 se presentó un nuevo programa de estudios, que integra la 

enseñanza de la matemática en primaria y secundaria en Costa Rica. Este progra

ma presenta una secuencia de cambios en relación con el programa del 2005, con .. 
el apoyo de un equipo de trabajo que se constituyó en la Reforma Matemática de 

Costa Rica. 

El programa de estudios establece cinco áreas de estudio, basado en habili

dades matemáticas que el estudiante va adquiriendo a través del tiempo y no 

solamente estructurado en contenidos: 

Este currículo se separa de las aproximaciones basadas estrict¡i

mente en contenidos. Sin embargo, no se subestima el papel de los 

contenidos. Por el contrario: la base que organiza los planes de estu

dio en cada ciclo y año lectivo son los conocimientos matemáticos y 

las habilidades en torno a ellos que se espera sean aprendidos (MEP, 

2014, p.21) 

Por tanto se plantean cinco áreas matemáticas (MEP, 2014,p.21): 

• Números: trata sobre los sistemas numéricos,_ las opéracionés y cálculos. 

Se estudian las propiedades de los mismos pero dentro de una p~rspectiva 

eminentemente ·pragmática que enfatiza la acción estudiantil: el cálculo y 

utilización de los números en la representación y manipulación del mundo. 

• Medidas: plantea la comprensión y manipulación de unidades, sistemas 

y procesos de medición del espacio y el tiempo, el uso de herramientas 
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y fórmulas para efectuar las medidas. Esta área juega un papel muy im

portante, que ha sido confinado tradicionalmente a la educación primaria. 

Con eso, se le había quitado espacio en la secundaria a un mayor dominio 

en los cálculos, aproximaciones y estimaciones en la medición, y al trata

miento contextualizado de temas matemáticos por ejemplo en Geometría, 

Estadística y Funciones. 

• Geometrfa: refiere al estudio de las características de las figuras geométri-

cas y las relaciones entre ellas, la modelización geométrica y la visualización 

espacial, que permiten potenciar los procesos de visualización, clasificación, 

construcción y argumentación. Se desea subrayar el movimiento de las for-

mas geométricas. 

• Relaciones y Álgebra: refiere a varios temas como el estudio de patrones 
f 

y relaciones de distinto tipo (numéricas, geométricas), las funciones (vistas 

como relaciones entre variables), así como al manejo de expresiones y rela-

ciones simbólicas, ecuaciones e inecuaciones; como medio de potenciar pro

cesos de generalización y simbolización. El Áigebra no se ve sólo como ma-

ni pu~ación de expresiones simbólicas o procedimientos para resolver ecua

ciones sino como un poderos~ medio para representar situaciones numéri

cas y geométricas. Las. ecuaciones e inecuaciones, por ejemplo, se pueden 

apreciar mejor como r~p~esentaciones de relaciones. de variables cuyos re

corridos (o dominios de aplicación) pueden ser muchos; a veces pueden ser 

números· enferos, racion~les o reáles, formas geométricas o bien pr?pieda-

. des del espacio. De esta forma, expresiones algebraicas pueden representar 

regularidades y patrones en muchas circunstancias. 

• Estadística y Probabilidad: ésta área incluye dos grandes temas: por un 

lado la identificación, organización y presentación de la información, lo que 
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se asocia a la Estadística descriptiva y por el otro la Probabilidad que refiere 

al estudio de la incertidumbre y el azar. 

Los procesos matemáticos son entendidos como actividades cognitivas que 

realizan las personas en las distintas áreas matemáticas y que se asocian a capaci

dades para la comprensión y uso de los conocimientos. La realización sistemática 

de estos procesos transversales en la acción de aula apoya el progreso de diversas 

dimensiones de la competencia matemática. Estos procesos matemáticos no son 

capacidades pero apoyan su desarrollo, y además· tienen numerosas interseccio

nes entre sí. 

Se han seleccionado como centrales los sigui~ntes procesos: razonar y argu

mentar, plantear y resolver problemas, comunicar, conectar y representar. Cada 

proceso central señalado aquí se podría ver ~orno una síntesis de procesos de 

otros niveles de especificidad o dominios de acción~ pues en el sujeto todos los 

procesos (ya sean generales o menos generales) no se activan de forma aislada. 

Por ejemplo, en el momento de realizar el proceso representar pueden participar 

otros procesos más generales (o básicos) como identificar, listar, ordenar, clasifi

car, etc. 

Se presentan cinco ejes transversales específicos a las Matemáticas que poten

cian algunas dimensiones curriculares relevantes para la enseñanza efectiva de 

esta materia: 

• La resolución de problemas como estrategia metodológica principal._ 

• La contextualización activa como un componente pedagógico especial. 

• El uso inteligente y visionario de tecnologías digitales. 

• La potencia-ción de actitudes y creencias positivas en torno a las Matemáti-

cas. 

• El uso de la Historia de las Matemáticas. 
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Después del inicio del cambio curricular, se realizó una valoración de la pra-

xis que se estaba llevando a cabo. Ruiz (2013) expone el alcance que se quiere 

establecer y que esta toma de decisiones era urgente en el país. 

Uno de los cambios más importantes de este programa es la organización de 

las lecciones, que consideró los aportes más recientes en la Educación Matemáti

ca. Al respecto, Ruiz (2013) expresaba que "en este currículo la sugerencia de 

organización de las lecciones, con base en los aportes de los investigadores cos-
- <> 

tarricenses, asume el enfoque de PISA y usa como base la experiencia japonesa 

aunque con algunos énfasis nutridos por EMR y TSD" (p.48). 

La organización de las lecciones que se ha propuesto contempla cuatro mo-

mentos, tal y como se muestra en MEP (2012): 

• Problema: se asume la relevancia de construir aprendizajes a través de la 

resolución de problemas, se promueve aquell7s en contextos reales (EMR + 

PISA), se acepta que debe haber algún nivel de "reinvención" de los tópi

cos matemáticos en juego (EMR) y se busca que las ~atemáticas que inter

vendrán respondan de manera óptima al problema (TSD), pero hasta donde 

sea posible. 

• Trábajo estudiantil independiente: se subraya la 'importancia pa_ra el desen

cadenamiento de acciones cognitivas y el aprendizaje de¡ espacio que debe 

darse al trabajo autónomo (EM~. + TS~ + lección japone_sa), se acepta que 

el docente no debe obstaculizar esa autonomía (TSD) pero se acepta que en 

la práctica educativa real la acción del grupo y del docente ·c~ntribuyen al 

aprendizaje (no es inadecuado para aprender que se debilite la autonomfa 

en algunos casos). 

• Comunicación y contrastación: se propone como fase esencial para el apren-

dizaje (EMR + lección japonesa). 
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• Clausura o cierre: un momento indispensable para "institucionalizar" los 

conocimientos (TSD +lección japonesa) y conectar con la cultura matemáti-

Esta transformación de la organización de las lecciones requiere de un estudio 

más detallado, puesto que hay muchas vertientes teóricas en la fundamentación, 

pero en muchas ocasiones, los actores principales desconocen de qué tratan ca

da una de estas. Así, para cada uno de los énfasis mencionados, se explican los 

aspectos más relevantes. 

l. Educación Matemática Realista: Se consideran las contribuciones de Alsi

na (2009) que presenta un modelo de formación de maestros a través del 

aprendizaje realista, que surgió a través de la investigación en educació~ 

matemática y, que fue posterior a la educación matemática realista. En el 

artículo se exponen los principales aspectos de esta teoría y, en este aparta

do, han sido extraídos los componentes esenciales para la posterior diséu

sión. 

• Fundada por el matemático alemán Hans Freudenthal (1905-1990). 

• No es una teoría general del aprendizaje, como si lo es el constructivis

mo, por ejemplo. 

• Se desarrolló en el Institutp para el Des~rrollo de la Educación Ma

temática de la Universidad de Utrecht (Holanda), hoy conocido como 

- Instituto Freudenthal. -

• tos 6 principios fundamentales de la EMR son: 

a) De actividad: las matemáticas se consideran una actividad huma

n.a. La finalidad de las matemáticas es matematizar (organizar) el 

mundo que nos rodea. incluyendo a la propia matemática. 
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b) De realidad: Las matemáticas se aprenden haciendo matemáticas 

en contextos reales. Un contexto real se refiere tanto a situaciones 

proble~áticas que son reales en la mente de los alumnos. 

e) De niveles: los estudiantes pasan por distintos niveles de compren

sión: situacional, referencial, general y formal. 

d) De reinvención guiada: proceso de aprendizaje que permite re

construir el conocimiento matemático formal. 

e) De interacción: la enseñanza de las matemáticas es considerada 

una actividad social. 

f) De interconexión: los bloques de contenido matemático (numera

ción y cálculo, álgebra, geometría,. .. ) no pueden ser tratados como 

entidades separadas. 

2. Lección japonesa: Como aspecto central de este apartado, se destaca el en

foque de la resolución de problemas. Isoda y Olfo_s (2009) presentan las con

sideraciones respectivas de las contribuciones en la ens~ñanza de la m·a

temática a partir del estudio de clases. Basado en el capítulo 5, se exponen 

los principios y elementos distintivos del estilo de la clase de matemática 

japonesa, cuyos aspectos seguidamente se muestran. 

a) Aspectos culturales: Es relevante el bien común sobre él individual, al 

autoexigencia y perseverancia por la tarea bien hecha y una mirada 

holística ante la vida. Además, la mirada holística del_ quehacer de los 

profesores se constata en la rigurosidad con que se integra la enseñan

za en el aula on las propuesta de enseñanza de los textos y, que son 

congruentes con las políticas nacionales de educ.ación. 

b) Atención a la multiplicidad de objetivos: Las actividades de clases per

miten a los alumnos reflexionar, expresar ideas, discutir, disfrutar y 

construir conocimeintos nuevos sobre la base de los ya adquiridos. 
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e) Fases distintivas de la clase al estilo japonés: Stigler y Hiebert (1999) 

hacen mención del formato de la clase japonesa considerando revisión 

de la clase anterior, presentación de los problemas del día, trabajo in

dividual de los alumnos en sus puestos, discusión de los métodos de 

resolución y destacado y resumen del punto principal"(citado en Isoda 

y Olfos, 2009, p. 89). 

d) Características de la gestión de la clase en cada una de las etapas: Se 

destacan cuatro y se describen brevemente a continuación: 

• Hatsumon en la presentación de un problema, que significa for

mular una pregunta clave para atraer el pensamiento del alumno 

sobre un punto particular en la lección. 

• Kikan-shidoºdurante la resolución del problema por parte de los 

alumnos, que significa la instrucción en el escritorio del alumno. 

En este periodo, el profesor observa el trabajo de los estudiantes 

y va reflexionando de qué forma va a iñtegrar esas ideas para la 

discusión. 

• Neriage en una discusión de toda la clase, equivalente a expresar_ 

que se "van a pulir" las ideas del alumno y que de este modo se 

obtenga una idea matemática integrada en la discusión general de 

la clase. 

• Matome como recapitulación: t:;n sínt~sis, se trata de un comentario 

final y cuidadoso acerca del trabajo de los alumnos en términos de 

sofisticación ma.temática. El profesor revisa brevemente lo que los 

alumnos han di~utido y recapitula Jo que han aprendido en la 

clase. 

3. Teoría de las Situaciones Didácticas: Se consideran los aspectos generales a 

partir del documento de Sadovsky (s.f.) donde se menciona que Guy Brous-



3.2. REFERENTES TEÓRICOS 51 

seau (desde 1986 hasta 1999) propuso un modelo donde se pudiera pensar 

la enseñanza como un proceso centrado en la producción de los conocimien

tos matemáticos en el ámbito escolar. 

Brousseau torna las hipótesis centrales de la epistemología genética de Jean 

Piaget corno marco para modelizar la producción de conocimientos. La con

cepción constructivista lleva a Brousseau a postular que el sujeto produce 

conocimiento como resultado de la adaptación a un "medio" resistente con 

el que interactúa. Ampliando esta visión, Brousseau (1986) expresó que "el 

alumno aprende adaptándose a un medio que es factor de contradicciones, 

de dificultades, de desequilibrios ... Este saber, fruto de la adaptación del 

alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del apren-

dizaje" (citado en Sadovsky, s.f. p. 2). 

Es importante resalta~ que lo descrito anteriormente con respecto a las tres 

_teorías que sostienen la propuesta de organización de lecciones del Programa de 

Estudios de Matemática en Costa Rica, no ha sido expuesta en forma exhausti

va, principalmente con respecto a la última de estas. Además de lo mencionado 

con la organización de fas lecciones, también se hace necesario precisar cuál es 

la visión de las.Matemáticas y de su enseñanza en esta Reforma Matemática. Al 

respecto Ruiz (2011) menciona que 

Las rnateIJl.áticas son ci~ncia de lo abstracto y trabajan los aspectos 
-

más generales de lo que existe. Se debe encontrar en los elementos 

especííicos la estructura de conocimiento y la abstracción de la d-isci

plina; es decir, establecer un puente entre lo particular y lo abstracto, 

no quedarse en lo particular ... Todo apunta a una estrategia educati

va que sepa colocar las dimensiones abstractas y las no abstractas en 

el lugar que corresponde a cada una, de acuerdo a los mejores fines de 

fortalecer la formación matemática de la población con vista al mundo 
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que hoy enfrentamos. (citado en Ruiz, 2013, 43). 

El currículo costarricense está fundamentado bajo supuestos epistemológicos 

que confluyen en la participación de tres componentes que Ruiz (2013) cita: suje

to, objeto y lo social. Este aspecto no es reciente, el autor hace mención del pro

greso que se tiene de estos temas en la investigación llevada en el transcurso del 

tiempo. A través de la resolución de problemas se resaltan los contextos reales y 

el uso de los instrumentos tecnológicos. No basta solo con ver a los aprendizajes 
. . . 

como construcciones de los sujetos de manera activa, cuestión que Ruiz (2013) 

enfatiza puesto que hubo un acuerdo de este aspecto en la política educativa cos

tarricense, sino que debe añadirse la potencia de "visualizar a un docente que 

transmite las influencias socioculturales y los constructos de la disciplina, todo a 

través de un medio escolar que posee sus propias reglas" (p. 39). 

Aunado a lo anterior, en el año 2015 se estableció una nueva política curricular 

denomir.ada "Educar para una Nueva Ciudadanía". Considerando el documen

to ~e la Fundamentación Pedagógica de la Transformación Curricular 2015 (MEP, 

2015) se presentan a continuación alguno~ ~xtractos de este documento, los cua

les se consideran como relevantes para la ~omprensión del cambio curricular en 

Matemática y, en particular, para el estudfante y profesor que está inmerso en esta 

realidad. 

1. Buscamos seres h\lmanos libres, autónomos, críticos y autocríti~os, con un 

- desarrollo integral, orientados hacia sí mismos y hacia la_ sociedad, hacia 

lo local_y hacia 19 planetario. Un ser humano conocedor profundo d~ su 

contexto y de su historiddad, capaz de interiorizar las nec~sidades de los 
. . 

demás, ser respetuoso de la diferencia, colaborador, activo, socialmente res-

ponsable, que asuma -compromisos, que participe activamente ·en la búsque

da de soluciones, que piense por sí mismo, establezca conexiones y que ge-

nere cambios. 
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2. La propuesta innovadora de pensar la educación que requiere una nueva 

ciudadanía para el siglo XXI se basa en los derechos humanos, considerando 

además la necesidad de asumir deberes ciudadanos. 

3. El mundo actual ha llegado a un nivel de desarrollo científico y tecnológico 

de tal magnitud que las habilidades resultan vitales para la sobrevivehcia 

del ser humano como especie. Al estar, la población estudiantil, en este con

texto se le exige un desempeño orientado en el marco de la acción analizada 

y reflexiva, hacia la resolución de situaciones desde la individualidad hacia 

la colectividad. 

4. Es n~cesario argumentar que desde la propuesta de un curriculum por habi

lidades, los sujetos generadores del currículum confluyen de manera demo

crática y activa, donde los horizontes de "aprender a hacer" y "aprender a 

ser" se ven fortalecidos por el "aprender a convivir", tomando como refe-
-

rencia un enfoque socioconstructivista y una pedagogía crítica, donde el es-

tudiantado se estimula a llevar el conocimiento a la práctica y el educad9r 

debe tener comprensión crítica de la realidad social, política y económica 

del educando. 

Al considerar estos cuatro puntos de la actual política curricular, se considera 
-

lo siguiente: que el estudiante asuma un compron:.iiso y que refle_xione constante-
. -

mente, que el futuro ciudadano asuma su función como corresponde en el marco 

de los deberes y derechos que le atañen, que la comunidad educativa sea capaz 

de trabaja_r tanto individual c_omo colectivamente y, más allá de ser portador de 

conocimientos, la experiencia se oriente a través de las habilidades. De este modo, 

se expresa otro factor por considerar en el contexto de la realidad educativa y en 

la cual, como investigadorés, se hace la propuesta de que el concepto de infinito 

pueda ser llevado a un ámbito de discusión y reflexión, considerando que: 
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• El programa de estudios tien2 como eje transversal el uso de la Historia 

de las Matemáticas. Tal y como se expuso anteriormente, se evidencia que 

el concepto de infinito ha enfrentado conflictos a lo largo de la historia y 

este antecedente permite mostrar que la enseñanza de temas asocia~os al 

infinito van conllevar dificultades al momento de usar el infinito, aunque 

sea solamente considerando el símbolo que le caracteriza. 

• Considerando la Política Curricular Nacional, se puede instar al estudiante 

para que investigue en torno a la nóción •del infinito y que pueda realizar 

aportes en la clase. La construcción del concepto estará guiada por medio 

de la interacción entre los estudian tes y el profesor, y considerando el nivel 

de abstracción que se logre alcanzar según los conocimientos matemáticos 

que se requieran estudiar. 

• Tal y como se mostrará en el siguiente apartado, la teoría de Piaget revela 
f 

que el individuo debe tomar conciencia de cómo ha construido sus conocí-. . 

mientas y que ?e aprovechen los aportes obtenidos a lo largo de la historia, 

a través de un análisis específico en la construcción del número, primordial 

para la adecuada construcción del concepto de infinito. 

·3.3. Construcción del infinito desde Piaget 

La epistemología genétiGa ~-porta ~n marco explicat!v<? para la construcción de 

conceptos e ideas en éada individuo, nociones que perte~ecen a estructuras cog

nitivas en constante proceso de equilibracióÍ1-desequilibración-reequilibración. 

Los conceptos matemáticos poseen una génesis y una evolución, los cuales 

pertenecen a una inteligencia en un momento dado de la historia del sujeto y de 

la humanidad. Por tanto, a continuación se exponen los principales términos y 

nociones de la epistemología genética de Piaget que sirven de referencia para la 
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explicación de la construcción del número finito y transfinito. 

Lo mencionado anteriormente se puede representar en el siguiente esquema: 

Pia et 

Concepto de 
infinito 

) 

/11tuitivo/contraint11itivo 

Epistemología ~ 
genética "» 

Construcción de 
conocimientos 
matemáticos 

Construcción 
del concepto de 

número 

I 
Figura 3.4: Esquema de Piaget y el i~finito matemático. Elaboración propia. 

3.3.1. La epistemología genética 

Para Nortes y Martínez (1994), Piaget con la epistemología genética intentó 

explicar la relación _e_i:itre sujeto y objeto desde una óptica no tratada por otras 

epistemologías. Paré! estos autores el constructivismo de Piaget es relacional y pre

senta dos .características principales: primero, manifiesta una preocupación por la 

idea de totalización y de formación histórica que la lléva a elaborar la síntesis en

tre las consideraciones de estructura como totalidad y la génesis como formación. 

Seg~ndo, considera el conocimiento como unido a una acción q~e modifica el ob

jeto y que solamente lo alc~nza a través éle las transformaciones inducidas por 

-dicha acción. 

Para Moreno (en Castorina y otros, 1998), la epistemología ~enética ha tema

tizado el papel mediador de los esquemas ·asimilatorios en la construcción del 

conocimiento. El conocimiento no se concibe como una copia de una realidad 

externa e independiente del sujeto que conoce, sino que es el resultado de una 

construcción incesante a partir del mundo de las experiencias. El conocimiento es 
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siempre un estado transitorio de un proceso: conocer. A su vez, conocer es asimi

lar. Asimilar es interpretar, dar significado a una experiencia nueva a partir de lo 

que, en ese momento, sean los esquemas cognitivos. 

Según García (2000), Piaget llegó a la Psicología buscando respuestas a las 

interrogantes que le plantearon sus inquietudes epistemológicas, pues la expli-

cación de lo que llamamos "conocer", "comprender", "explicar" habrá de surgir, 

por consiguiente, de la investigación de los procesos de cambio de un nivel a otro, 

más que del análisis. de los estados en cada período o en cada nivel. La psic0!.ogfa,. 

y la epistemología que estudian esos procesos fueron calificadas por Piaget como 

Psicología Genética y Epistemología Genética, en tanto su objetivo era estudiar 

la génesis del conocimiento. El rechazo de las posiciones empiristas y aprioris

tas implica, a su vez, renunciar a la búsqueda de un "punto de partida" absoluto 

para el conocimiento5. En tanto no hay algún factor específico (intuiciones, sensa

ciones) a partir del cual se-elabora el conocimiento, tampoco se puede establecer 
. f 

un momento preciso en el cual "comienza" la ~ctividad cognoscitiva. La ruta que 

va desde los procesos puramente biológicos, incluyendo los reflejos más elemen

tales, hasta los movimientos voluntarios y las actividades con características que 

permiten considerarlas como cognoscitivas, muestra una transición gradual, sin 

puntos de discontinuidad. 

Est_as !:onsideraciones conducen directamente a· lo que García (2000) ha de- .· 

nominado principio de continuidad funcional de los procesos constructivos del 

conocimiento, que constituye uno de los pilares fundamentales.de la epistemo

logía genética. En primer lugar, el principio de continuidad funcional implica la , 

5Con respecto a esto, Piaget señala que "en cuanto a las epistemologías platonizantes, racio
nalistas o aprioristas, creyeron encontrar, cada una de ellas, algún instrumento fundamental de 
conocimiento ajeno, superior o anterior, a la experiencia. Pero a resultas de un olvido que se ex
plica, sin duda, nuevamente por las tendencias especulativas y por el desprecio de Ja verificación 
efectiva, estas doctrinas mientras tomaban las precauciones de caracterizar las propiedades que 
atribuían a este instrumento (la reminiscencia de ideas, el poder universal de Ja razón, el carácter 
a la vez previo y necesario de las formas a priori) descuidaron verificar si este instrumento estaba 
realmente a disposición del sujeto."(Piaget, 1972, p. 11) 
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imposibilidad de dar una caracterización general intrínseca de lo que es conoci-

miento. 

El principio de continuidad funcional implica que tampoco hay punto de 

partida definido desde donde pudiera comenzar la construcción de mecanismos 

constructivos. Dar cuenta de esta construcción de los mecanismos constructivos 

es indispensable, en el caso de una epistemología genética, por propia coherencia 

interna. 
• <> 

Para García (2000), la propuesta piagetiana, apoyada en los resultados de la 

metodología del análisis psicogenético, significó un enfoque enteramente dife

rente de la manera tradicional de abordar los problemas del conocimiento. El 

principio de continuidad funcional implica que el conocimiento debe estudiarse 

como un proceso cuyo desarrollo es sólo definible en un contexto histórico-social. 

Por consiguiente, el objetivo de la epistemología no puede consistir en estudiar 

estados de conocimi.!nto sin tomar en cuenta dichos contextos, ni limitarse a los 

métodos de v~lidación a lós cuales se vio reducido el empirismo. La epistemo

logía genética se propone, por el contrario, analizar~~ qué consiste que un in

dividuo, o la ciencia en un periodo dado, construyan_ lo que la misma sociedad 

considera como un nivel de conocimiento más avanzado (Piaget y García, 1982). 

Para la epistemología-genética, el aprendizaje consiste en la consolidación de 

los esquemas cognitivos y en la gener~ción de otros nuevos, como resultado de · 
. . ' 

los desequilibrios de los existentes. Un esquema cognitivo puede ser un concep-

to o patrón de ac<;ión. En un esqu.ema sie~pre está presente un mecanismo de 

reconocimiento, para ver si determinado objeto o situación es admisible para el 

esquema. Una vez que se pone en marcha un esquema, si los resulta dos obt~

nidos son compatibles cort los esperados, entonces dicho esquema se hace más 

estable como recurso cognitivo. Pero puede ocurrir que ante una nueva situación 

el esquema no responda adecuadamente y por tanto el esquema cognitivo se des-
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equilibra y esto hace al sujeto más consciente de la necesidad de responder a la 

perturbación hasta que logre la modificación del esquema en cuestión. 

Para Moreno (en Castorina y otros, 1998, p. 167-168), al referirse al conoci

miento y las experiencias del sujeto, 

El constructivisrno piagetiano no niega la existencia de un mundo 

independiente del sujeto; lo que dice es que el mundo al que el su

jeto se enfrenta para la construcción de su conocimiento, es el mundo 

de sus experiencías.6 ( ... )Sin duda, es la reflexión sobre sus acciones, lo 

que conduce a las nuevas formas de conocimiento del sujeto. ( ... ) Co

nocer es actuar y transformar ( ... ). Nuestro conocimiento encaja con 

nuestra experiencia así corno una llave encaja en una cerradura. 

Además, los conocimientos en general no aparecen de manera espontánea, sino 

que poseen una génesis, la cual puede estudiarse incluso has~a los primeros años 

de edad del sujetó. En palabras de Piaget, 

todo conocimiento debe enfocarse siempre, metodológicamente corno 

siendo relativo a un estado anterior de menor conocimiento, y corno 

susceptible de constituirse a su vez en el estado anterior respecto de 

uµ conocimiento más profundo. Incluso una verdad llamada eterna, 

corno 2 + 2 = 4, puede interpretarse c~rno una etapa genética rorque, 

por una parte, se trata de un conocimiento que no todo sujeto pensante 

pósee y conviene, en consecuencia, estudiar_ su formación a partir de 

conocimientos menores( ... ). (Piaget, 1978, p. 31) 

Conceptos fundamentales 

Para explicar la formación de los conceptos y el desarrollo de la inteligencia, 

Piaget, en sus obras tempranas (Perraudeau, 1999; Gutiérrez, 2012) propuso las 

6El énfasis es nuestro. 
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etapas del desarrollo, las cuales son las siguientes: 

• Sensoriomotriz: en esta etapa, que va de los O a los 2 años de edad aproxi

madamente, la inteligencia es práctica y los problemas que se presentan al 

individuo se resuelven por medio de la acción inmediata. Esta etapa posee 

seis subestadios. 

• Preoperatoria: va de los 2 a los 7 años aproximadamente. Aparece el sim

bolismo y el juego, y con el desarrollo del lenguaje ~e amplía la gama de 

posibilidades para resolver problemas del entorno, no ya de manera inme

diata, aunque las operaciones aún no poseen una estructura lógica. 

• Operacional concreta: va de los 7 a los 12 años de edad, aproximadamente. 

El pensamiento del sujeto ya posee indicios de una estructura lógica, pero 

. solo es aplicable a situaciones de experimentación y a la manipulación de 

objetos concretos. 

• Operacional formal: va de los 12 all.os en adelante. Son evidentes el pensa

miento y la lógica formales, capacidad reflexiva, modelación de la realidad 

en el plano hipotético, manipulación y uso de reglas del cálculo proposicio

nal. Los objetos de la realidad son operados en el plano del pensamiento, y 

·no se necesita manipula·r la realidad de forma concreta. 

Sin embargo, en la ~aduración de su trabajo a través de los años y ei: colabo

ración con otros teóricos de distintas disciplinas, Piaget resaltó que dichas etapas 

no eran una sucesión rígida en cuanto a las edades~ sino que eran una suce.s_ión 

flexible cronológicamente, pero siempre una detrás de la otra. Así que, en vez de 

hablar de las etapas anteriores, Nortes y Martínez (1994), mencionan que Piaget 

distingue dos grandes planos en el desarrollo: el de la acción y el de la repre

sentación. El plano de la acción, denominado período sensoriomotor, y el de la 

representación, que consiste en los períodos de preparación y organización de las 
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operaciones concretas y el período de las operaciones formales. Para Gutiérrez 

(2012), la epistemología genética 

Intenta explicar el conocimiento científico sobre la base de su historia, 

su sociogénesis y especialmente desde los orígenes psicológicos de las 

nociones y operaciones sobre las cuales está fundamentado. También 

toma en consideración, en tanto le sea posible, la formalización y en 

particular, las formalizaciones lógicas aplicadas a estructuras estables 

de pensamiento, y en ciertos casos, toma en cuenta las transformacio

nes de un nivel a otro del desarrollo del pensamiento. Esta propuesta 

se ubica dentro de una postura dialéctica o integral, en la perspectiva 

de la dicotomía de la ciencia planteada por Hans Reichenbach; vale 

decir, que Piaget al analizar la ciencia como una metateoría la estu

dia tomando en cuenta su contexto de justificación y su contexto de 

descubrimiento. (p. 37) 

Los siguientes conceptos y definiciones son una recopilación y síntesis de los 

autores Flavell (1991), Battro (1969), Silverman (1989) y Piaget (1982;-1986), los 

cuales son utilizados para explicar el proceso de equilibración de las estructuras 

cognitivas. 

Conocimiento. Todo contactQ recíproco entre un sujeto y un acontecimiento 

por medio 9.el eual este acontecimiento sé convierte en a·lgo conocido por el suje

to. Como relación dialéctica viva entre conocedor y conocido, Piaget describió el 

c;:onocimiento de acuerdo con tres conceptos básicos: 

1. Asimilación, el cual es el proceso continuo de adoptar .datos; 

2. Esquemas gener~les, los cuales son la capacidad interna def sujeto para asimi

lar, y 
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3. Acomodación, proceso continuo de aplicar esquemas generales a contenidos 

particulares. 

Las dos etapas principales del conocimiento son: 1) Instintual y 2) experimen

tal. A su vez este segundo dividido en: 2.1) Sensoriomotriz y 2.2) conceptual. El 

conocimiento instintual es convertido por la evolución en la fisiología del orga-

nismo, en el que el conocimiento experimental requiere una experiencia vivida, 

por medio del cual el organismo indivisual construye este conocimiento. Los es

quemas o estructuras cognoscitivas, los cuales constituyen la capacidad interna son 

el instrumento biológico de la ~similación. Concebidos como el órgano del cono

cimiento y determina su etapa particular. 

Piaget limita el significa.do de "maduración" al crecimiento fisiológico, y lo 

contrasta con el crecimiento psicol(>gico que denomina "desarrollo". Los filósofos 

han tendido a limitar el significado de conocimiento al conocimiento conceptual, 

han solido olvidar que ef conocimiento conceptual es simplemente el producto 

final de un proceso evolutivo y experimental, que tiene muchos puñtos en común 

con formas menos avanzadas del comportamiento. 

Piaget partió del supuesto de que en toda conducta hay algún conocimiento 

subyacente. En el conocimiento podemos distinguir forma y contenido. El conte-
-

nido se deriva del· hécho particular al que va· dirigido el conocimiento, en tanto 

_que la forma se deriva de la estructura interna. El contenido es frecuentemen

te observable; la forma no. ·Sinónimos de forma son "marco gene1:al", "esfruc-

tura", "significado", "entendimiento" y." esencia". Sinónimos de contenido son 

"hecho", "información" y "estín1ulo": 

Estructura. Es un todo o un sistema de transformaciones que es autorregula

dor. En la etapa sensoriomotriz, el término para las estructuras internas es "es

quemas" o "coordinaciones de acción"; los esquemas en la etapa conceptual son 
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"operaciones" o "preoperaciones". La totalidad de los esquemas de que dispone 

una persona forman su inteligencia. La preocupación piagetiana es la del conoci

miento como capacidad general y, por ¡:onsiguiente, por la inteligencia, no por el 

conocimie~to de un contenido en particular. El desarrollo no es más que inteligen

cia en proceso de creación. Por lo que respecta al apriorismo o aposteriorismo, 

Piaget más bien rechaza dichas posturas, porque el desarrollo requiere tanto de 

una experiencia individual como de experiencias externas. 

Operaciones. Son las categorías lógicamente predominantes por medio de las 

cuales el mundo aparece como estable y congruente: la clasificación jerárquica, el 

ordenamiento serial y la cuantificación numérica son ejemplos de ello. Una vez 

construidos, permiten al infante pasar de un punto del sistema a otro basado en 

la lógica interna del sistema. 

Equilibración/Equilibrio.7 Un sistema en equilibrio es aquel que posee algún 

tipo de balance o estabilidad (frágil o seguro, temporal o duradero) respecto de 

las fuerzas que actúan sobre o dentro de él. En un sistema e_quilibrado las fuerzas 

o perturbaciones que, de no hallar oposición, conducirían a un cambio de estado, 

son contrarrestados por fuerzas iguales y opuestas que aseguran el statu qua. Los 

tipos de si~temas a los que Piaget aplica el modelo de equilibrio, evidentemente 

no son térmicos ni mecánicC?s, sino psicoló~cos. En particular son sistemas de 

acciones, sea externalizados o internalizados, que el sujeto lleva a cabo en medio 

del mundo de objetos y acontecimient~s. Dado que son las mismas acciones las 

que forman sistem9s equilibrados'. Piaget habla de estado de equilibrios dinámicos, 

para distinguirlos de los equilibrios estáticos. 

7 Un ejemplo de sistema equilibrado es·~¡ de considerar que el todo es mayor que las partes 
en el ámbito de lo finito. Remitiéndonos a los ejemplos citados en el estado de la cuestión de 
esta investigación, los sujetos se enfrenta.ron a Ja situación de determinar si en dos intervalos, 
por ejemplo [O, 1) y [O, +oo[, había más elementos en uno o en otro. En la mayoría de Jos casos 
respondieron que en el intervalo de "mayor longitud" había más puntos precisamente porque era 
"más largo" y el otro es de longitud finita. · 
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El esquema siguiente recopila algunos de los conceptos de la espistemología 

genética . 
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Figura 3.5: Epistemología Genética. Elaboración propia. 
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Los métodos de la Epistemología genética 

Gutiérrez (2012) explica que la epistemología genética hace uso de métodos 

tanto psicogenéticos como histórico-críticos. 

1) Método psicogenético: con este método, Piaget estableció períodos en el desa

rrollo de la inteligencia. Cada estadio se caracteriza por una estructura ope

rativa de conjunto, que da cuenta de las conductas propias de ese estadio. 

Los modelos de estas estructuras operativas que usó Piaget (1978) son lógico

maternáticos, habiendo descubierto uno de ellos: el grupo de las cuatro ope

raciones conmutativas (al cual llamó "agrupación": un intermedio entre la es

tructura retírnlo y el grupo, siguiendo a Battro (1969)) o grupo INRC (I= Impli

cación; N= Negación; R= Reciprocidad y C= Cornplernentariedadf Los esta

dios tienen un carácter integrativo (dialéctico): cada estadio reorganiza e in

tegra estn1cturas que se han construido en el estadio anterior a un nivel más 

equilibrado, a la vez que prepara las condiciones para la aparición del esta

dio siguiente. El paso gradual de un estad~~.ª otro se explica por medio de la 

adaptación de la inteligencia por medio d: la asimilación y la acomodación: 

si bien las estructuras se suceden unas a -otras y son reemplazadas por nue

vas organiz~ciones, hay un doble movimiento: a la vez que- hay cambios hay 

continuidad. Esta última se.encuentra asegurada por las invariantes . 

. ?) Mé~odo histórico-crítico: consiste en averiguar cómo ha trabaja<;fo realmente 

el inventor de_un principio o aquellos que habían preparado su d~scubrimien

to científico. Se trata de responder interrogantes corno las siguiel'.tes: ¿qué ti

po de experiencias, experimentos o experiencias mentales utilizaro.!l?; ¿cuáles 

fueron sus deducciones?; ¿por medio de qué sistema deductivo hallaron es

tas experiencias? Es un método de análisis epistemológico que se sirve de la 

Historia de la Ciencia para la discusión de problemas de esta tipología. 
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3.3.2. La equilibración de las estructuras cognitivas 

Para García (2000), la teoría de equilibración tiene por objetivo explicar 

la dinámica de los procesos de desequilibración y procesos de reequilibración. 

Piaget utilizó el término equilibración para referirse tanto a las estructuras estabi

lizadas que mantienen un equilibrio dinámico, como las estructuras propiamente 

constructivas en las cuales el término se refiere a procesos que conducen a nuevos 

equilibrios dinámicos. 

El esquema de equilibración presentado por Piaget resuelve el problema de 

encontrar un esquema explicativo adecuado de interacciones e interrelaciones en

tre los elementos endógenos aportados por la actividad del sujeto y los elementos 

exógeno~ prov:enientes de su relación con la experiencia. 

Los elementos cuyas interrelaciones concurren al desarrollo y cuya equilibra

ción determina las fases estabilizadas son (García, 2000): 

l. Los observables provenientes de las constataciones sobre los objetos (Obs 

O). En sentido amplio, se incluyen como observables no solo los registros 

de objetos y eventos singulares. Las relaciones entre dicl:os observables se 

convierten también en observables. 

2. Las observaciones del sujeto sobre sus propias acciones, a partir de la toma 

de concienc_ia de sus actos, y luego de sus conceptualizaciones {Obs S). 

3. La manera en que el sujeto coordina (organiza) sus acciones y sus concep

tualiza-ciones (Coord S). 

4. Las coor9-inaciones q~e establece el sujeto con los objetos, desde las simples 

relaciones entre eventos hasta las relaciones causales (Coord O) . 

Desde el punto de v ista psicogenético, el principio general que rige las interre

laciones entre los cuatro elementos consiste en el hecho elemental de que el sujeto 
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toma conciencia de sus propias acciones solo a través de sus constataciones sobre 

los objetos; pero los objetos solo son cognoscibles por medio de las inferencias a 

las cuales se llega a través de las coordinaciones de las acciones del sujeto. Sobre 

esta base Piaget construyó su esquema general de equilibración: 

os 
l 

(Obs. S---t Coord. S) --- (Obs. O~ Coord. O) 

l r 
so 

Figura 3.6: Esquema general de equilibración. García (2000). 

Los procesos OS representan la toma de conciencia a partir de los resultados 

de la acción, es decir, logros y fracasos. A partir de ahí el sujeto puede coordi

nar sus acciones y conceptualizar en la dirección Obs S--+Coord S, que incluye 

desde inferencias elementales hasta las relacioJes y estructuras lógicas, según los 

niveles. Los procesos SO conducen de l¡;is coordinaci.ones de la acción (Coord S) 

a las coordinaciones sobre los objetos (Coord O). Las ·coord O consisten en es-. · 

tablecer relaciones causales que rebasan los observables y son establecidas pm 
-

inferencias, de allí la dirección Coord S--+Coord O. Tales relaciones son primero 

aplicadas y luego "atribuidas" a los objelos. 

Las interrelaciones de los do~ tipos de coordina"ciones pe:miten nuevas inter

pretaciones d~ los datos empíric_os, es decir, llevan al "descubrimiento" de nuevos 

observables, lo cual cierra-el ciclo inicial y abre un nuevo ciclo. 

Para García (2000), las conclusiones epistemológicas fundamental€s que cons

tituyen el núcleo de la teoría piag~tiana del conocimiento son las siguientes: 

l. El desarrollo del conocimiento es un proceso continuo que sumerge sus 

raíces en el organismo biológico, prosigue a través de la niñez y de la ado

lescencia, y se prolonga en el sujeto adulto hasta los niveles de la actividad 
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científica. 

2. El conocimiento surge en un proceso de organización de las interacciones 

entre un sujeto ("el sujeto de conocimiento") y esa parte de la realidad cons-. 
tituida por los objetos ("el objeto de conocimiento"). Esto supone que el su

jeto debe coordinar sus propias acciones, para poder interactuar, así como 

establecer coordinaciones con los objetos; que el sujeto construye las for

mas de organización de los objetos de conocimiento; que esas formas de 

organización intervienen en los mecanismos inferenciales inherentes a toda 

interpretación de la realidad y que tales formas, incipientes en los niveles 

elementales, llegarán a constituir, durante el desarrollo, las estructuras lógi

cas que culminan en la lógica formal y en 1'1s estructuras matemáticas. 

3. La génesis de las relaciones y las estructuras lógicas y lógico-matemáticas 

están en las interacciones sujeto-objeto. No provienen del objeto, como abs

tracciones y generalizaciones de percepciones empíricas, ni del sujeto, como 

intuiciones puras o ideas platónicas. Su raíz primera está en las coordina-

ciones de las acciones del sujeto sobre el objeto. 

4. Organizar los objetos, situaciones, fenómenos de la realidad empírica (en 

tanto son objetos de conocimiento) significa establecer relaciones entre ellos . 

. Pero las relaciones causales no son observables: son siempre inferencias. 

· 5. El ·desarrollo del conocimiento no proc~de de una-manera üniforme, por 

·. simple expansión, ni por acumulación ~di ti va de ele_mentos. El desarrollo 
. . . 

tiene lugar por reorganizaciones sucesiva~. Esto significa que la elaboración 

de los instrumentos cognoscitivos del sujeto procede por etapás. 

6. En todo el dominio de la realidad (físico, biológico, social) las interacciones 

del sujeto con los objetos <le conocimiento dan lugar a procesos cognosci

tivos que se construyen con los mismos mecanismos, independientemente 
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del dominio. Por consiguiente, en tanto se trate de la asimilación de los ob

jetos de conocimiento, no hay dicotomía, en el nivel psicogenético, entre los 

fenómenos del inundo físico y los fenómenos del mundo social. 

7. El sujeto del conocimiento se desarrolla desde el inicio en un contexto social. 

La influencia del medio social se incrementa con la adquisición del lenguaje 

y luego a través de múltiples instituciones sociales, incluida la misma cien

cia. 

Según García (2000), los dos procesos elementales considerados por el cons

tructivismo como instrumentos básicos en la construcción del conocimiento son 

designados con los nombres clásicos de abstracción y generalización. Piaget exten

dió considerablemente ambos conceptos, reformulando su significado y el papel 

que juegan en el desarrollo cognoscitivo. 

Abstracción 

Piaget distingue dos tipos: 

l. La abstracción empírica: referida a los objetos exteriores, en los cuales el 

sujeto constata ciertas propiedades, características o hechos, que son sepa

rados (abstraídos) de los otros para analizarlos independientemente.· 

2. La abstracción reflexiva: referida a las acciones y operaciones del sujeto. 

La diferencia entre ambas se puede ejemplificar así: dados ci~~o obj~tos el 

sujeto puede centrar su atención en una propiedad física (color, tamaño) y 

considerarla separada~ente de las demás propiedades, lo cual es una abs

tracción de tipo empírico, pero contar los objetos y concluir que son cinco es 

agregar una propiedad que no está en los objetos, y es el resultado de una 

operación del sujeto consistente en poner los objetos en correspondencia bi

unívoca con la serie de los números, lo cual es una abstracción reflexiva. 
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Los dos tipos de abstracción funcionan concurrentemente, pero la abstrac

ción reflexiva tiene un modo de funcionamiento más complejo, y una sig

nificación epistemológica más importante, debido a que el calificativo de 

"reflexiva" se aplica en dos sentidos distintos: 

a) Como reflejante, con una de las acepciones de "reflejar" que significa 

formar la imagen de algo en una "superficie", que en este caso es un 

"nivel"; • .o) 

b) Como reflexionan te, considerando una cosa con detenimiento. 

Generalización 

En correspondencia con los dos tipos de abstracción, son las siguientes: 

l. La generalización inductiva o extensional, la cual es el instrumento de desa-
1 

rrollo del conocimiento q~e l~ filosofía especulativa consideró como un pro-

ceso que conduce de la constatación de hechos singulares repetidos, a no

ciones, conceptos o leyes generales; o bien, a partir· de hechos constatados 

durante un intervalo de tiempo, abstraer una rela~ión que se ha repetido, 

y considerar que seguirá siendo válida en futuros hechos del mismo tipo . 

. Es un proceso que se basa en constataciones de observables referidos a ob

jetos externos al sujeto, de dond~, por abstracción empírica se extraerá la 

propi~dad q~e será objeto de la extrapolación de "algunos" .. a "todos", o d~ 

"ahora" a "siempre". 

-
2. La generalización constructiva o completiva, que Piaget caracterizó como".. 

conducente a la producción de nuevas formas. Tiene como base la abstrac

ción reflexiva. El desarrollo consiste en un progresivo reemplazo de consta- . 

taciones de hechos, y de sus resultados obtenidos a través de abstracciones 

empíricas, por reconstrucciones que implican inferencias y ponen en juego 
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nuevas formas de organización que concluyen en un conjunto de relaciones 

encadenadas deductivamente. La reconstrucción exige una reflexión en un 

nivel superior (representativo o conceptual) al del dato empírico. De aquí 

que no haya generalización constructiva si aostracción reflexiva. Por otra 

parte, tal desarrollo supone un proceso de sucesivas diferenciaciones e inte

graciones. 

3.3.3. La formación de los conocimientos matemáticos 

En cuanto a la construcción de los conocimientos lógico-matemáticos, Piaget 

(1970) menciona que existen dos formas de experiencia, l~s cuales son la experien

cia física y la experiencia lógico-matemática. La experiencia física es la que clásica

mente se ha denominado como experiencia, la cual "~onsiste en actuar sobre los 

objetos para obtener un conocimiento por abstracción a pa~tir de estos mismos 

objetos"(Piaget, 1970; pp. 69-70). En cambio, la experiencia lógico-matematica 

"consiste en actuar sobre los objetos pero por absfracción de los conocimientos 

a partir de la acción y no ya más de los propios objetos"(Piaget, 1970, p. 70). Di

cha acción confiere a los objetos del mundo físico caracteres que no tienen per 

se (propiedades físicas por ejemplo). Por tanto, para Piaget las acciones lógico

matemáticas del sujeto pueden, en un momento dado, no ser aplicadas _a objetos 

físicos e interiorizarse en operaciones que se pueden manipular s!mbóli:camente. 

Po-r lo tanto, 

es por esta razón,( ... ) que a partir de un cierto nivel existen una lógica 

y unas matemáticas puras, para las que la experiencia es inútil. Por 

otra parte esta lógica y esta matemática pura son susceptibles,( ... ), de 

superar indefinidamente la experiencia al no estar limit<1das por las 

propiedades físicas del objeto. (Piaget, 1970, pp. 70-71) 

Que la experiencia física deje de ser "útil" en el sentido de la cita anterior 
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estriba en que las operaciones se llevan a cabo en las estructuras internas del 

sujeto, las cuales ·no necesitan apoyo del mundo físico una vez interiorizadas. El 

plano simbólico es esencial para operar los objetos logico-matemáticos, los cuales 

son el resultado de la abstracción reflexiva. 

La génesis del número 

Siguiendo a Battro (1969), se presentan las operaciones !"eferidas al número . . . o 

que Piaget y sus colaboradores estudiaron a través de sus investigaciones y los 

experimentos que llevaron a cabo para lograrlo, en las cuales se evidenciaron las 

operaciones de clasificación y seriación, las cuales son decisivas según Piaget para 

la construcción del número en el sujeto. 

Figura 3.7: Piaget realizando experimentos junto a los niños. Recuperado de 
https://www . cejepi . com/somos/biografiá-piaget/ 

I. Operaciones de clasificación. Estudio de la noción lógica de "clase!'. o "con

junto", la forma en la que el niño opera concretamente ·con dichas nociones.· 

a) Correspondencia biunív-0ca: con el experimento de "flores y floreros" o 

"huevos y hueveras" se analizó el concepto de corresponde11cin biunívo

ca. Para estudiar la correspondencia biunívoca espontánea, se dejaba que 

el sujeto inventara por su cuenta correspondencias, y para ello utilizaba 
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fichas puestas en varias mane1as. También se estudiaron las correspon

dencias multívocas, por ejemplo: presentar ·al sujeto una colección de 10 

flores azules, 10 flores blancas y 10 floreros, y colocar las flores en los 

floreros. 

Figura 3.8: Correspondenc1A multívoca. Recuperado de https: //www. studiofmp. 
com/yellow-cut-flowers 

b) Adición lógica: se construyeron experiencias de la forma A + A' = B, o sea 

A = B - A',~< By A' < B. Por ejemplo, una caja que contiene perlas de 

madera (clase B) y la mayor parte de_las cuales son negras (clase A) y 2 o 

3 son blancas (clase A'). 

c) Composición· a di ti va de números: experiencia sobre las relaéiones aritmétiJ 

cas de parte a to~:lo: ~ + 4 = 1 + 7 .,...· 6 :t- 2 : 5 _+ 3 = 8. 

d) Conservación de las cantidades continuas: la e~periencia se basa en colo

car recipientes de iguales dimensiones, que contienen la misma cantidad 

de líquido (A1, A2) y se somete el contenido de A 2 a distintas deforma-

dones o transvasamientos, para luego compararlo con A1. 
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Figura 3.9: Experimento de los transvases de líquidos. Recuperado de https: // 
memy.jeja.pl/462765,logiczne.html 

e) Conservación de cantidades discontinuas: lo mismo que en el experimen

to de conservación de cantidades continuas, pero en vez de que el conte

nido sea líquido se sustihrye por bolitas perforadas de distintos colores. 

II. Operaciones de seriación. Estudio de las relaciones asimétricas. 

a) Construcción de correspondencia prdinal entre dos series: 

se colocan 10 muñecos de madera de tamaños distintos y graduados y 10 

bastones en las mismas condiciones, para luego hacer correspondencia 

entre los J:!lUñecos y los bastones. 

b) Determinación de la correspondencia ordinal: igual que en el caso de los 

muñecos y los bastones, pero con bolitas de plastilina en vez de los bas-

tones_ 

Figura 3.10: Bolitas ordenadas. Recuperado de https: / /www.pinterest.es/pin/ 
493284965415563413/ 

c) Reconstmcción de la correspondencia cardinal: el mismo caso que los muñecos 

y bastones, se disloca una de las series y se pide encontrar el bastón para 

un muñeco elegido arbitrariamente. 
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d) Noción de orden y cardinalidad: muestra que la "ordinación" y la "car

dinación" son operaciones que se implican recíprocamente. Ordenar 10 

bastones desde el más pequeño A hasta el más grande f e ir intercalando 

ótros 9 bastones (a, b, ... , i) para crear una nueva serie AaBbC ... Iif. 

e) Composición de las relaciones y relaciones numéricas: 

l. Coordinación de las relaciones inversas: recipiente U (ancho y bajo) 

y pasar la misma cantidad de líquido al recipiente L (estrecho y alto). 
. . 

II. Coordinación de las relaciones de equivalencia: Si L = A y A = G 

entonces se tiene la relación entre L y G: L = G. 

III. Composición aditiva o multiplicativa de orden numérico: L + G - 2A, 

f) Desarrollo de la medida: se presentan dos o tres recipientes de formas 

distintas, llenos con la misma cantidad de líquido. La forma del recipiente 

impide tina evaluación perceptiva directa. 

A continuación se muestra un mapa· conceptual en el cual se sintetiza la for-· 

mación del número a partir de los esquemas de clasificación y seriación, los cuales 

se evidenciaron en los experimentos resumidos en los párrafos anteriores. 

Nürnero 

es la síntesis 
de los esquemas de 

·Claslrficac1ó n 

,. 
consiste en 

Estudio de la noción de "clase" 
ó "conjunto". Establecimiento de 

correspondencias biunívocas 
o multívocas. 

consiste en 

\ 
Estudio de las relaciones 

asimétricas. Construcción de 
correspondencia ordinal 

entre dos o más series, noción 
de orden. 

Figura 3.11: Construcción del número según Piaget. Elaboración propia. 
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El problema epistemológico del número 

Para Piaget (1978), existe un mismo mecanismo operatorio que se desarro

lla en función de su lógica il}tema del modo más continuo y mejor equilibrado, 

el cual, desde las acciones más elementales que permiten al niño enumerar pe

queñas colecciones de objetos hasta las generalizaciones negativas, complejas y 

transfinitas del número, y que a pesar de su apariencia con frecuencia irregular 

~sulta de las dificultades de la toma de conciencia. 

La acción de enumerar no puede estar determinada solamente por los objetos, 

debido a que dicha acción los estructura en función de un esquema operatorio, 

que es asimilación de las cosas al doble acto de reunir y ordenar, y puesto que 

asimilar significa agregar a los objetos caracteres nuevos que no estaban incluidos 

anteriormente a la acción del sujeto. Por ejemplo, la reunión "elemental" 1 + 1 = 2 

añade a cada uno de los objetos contados como unidades la nueva propiedad de 

constituir un todo. 

Existe una/ase intuitiva y P.~e.operatoria del pensamiento durante la cual es ne

cesaria la experiencia para el_ descubrimiento y la verificación de las verdades 

aritméticas, y una fase operatoria a partir de la cual la deducción comienza abas-

. tarse a sí misma. Pero a pesar de que la experiencia (física) sea·psicológicamente 

indispensable para la construcción del número, no es prueba de que se extraiga 

el número a p~rtir de los objetos, en la forma que sea, ya· que una ~osa e~ actuar 

empíricamente y otra abstraer una rélación a partir.de los objetos: la relación es

tablecida-éi-1h:e los _objetos puede haber sido agregada por la acdón; aún cuando 

esta se inicie con una etapa de tanteo experimental.·~n otras palabras, e~ sujeto 

que actúa de modo empírico puede utilizar los objetos como simples soportes -

para la acción, pero en realidad experimentar consigo mismo, es decir, con la 

coordinación de sus propias acciones-más que con los objetos sobre los· que ellas 

se apoyan. 
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Aunque experimental en su fuente intuitiva, el número se afiade a los obje-

tos y en absoluto es extraído a partir de ellos. Se encuentra en su totalidad en el 

esquema de asimilación operatoria. No por esto deja de ser importante la acomo

dación. Hay equilibrio permanente entre la asimilación de los objetos al esquema 
' 

operatorio y la acomodación de este esquema a objetos cualesquiera, pero no hay 

nada de la estructura definitiva del esquema considerado que haya sido "abs

traído" del objeto. Para poder abstraer el número de las colecciones de objetos 

sería necesario poder clasificarlos y ordenarl_os .. q~e son acciones del sujeto ejer

cidas sobre estas colecciones: ahora bien, el esquema del número se reduce preci

samente a estas solas acciones de clasificar y ordenar, simplemente agrupadas de 

forma distinta. 

Con respecto a la experiencia interna del sujeto, tampoco puede obtenerse 

el número a partir de ella. Ni la seriación ni la clasificación ni el número están 

dados en la conciencia interna: son el resultad~ de la coordinación de las acciones 

sucesivas, es decir, de su agrupamiento, y estos agrupamientos se aplican tanto 

a los datos de la experiencia interna como a los de lq experiencia externa, y no 

son más la resultante de las primeras que de las segundas, puesto que se trata de 

acciones que se ejercen sobre ellas y no sobre intuiciones primeras. 

-El número consi~te exclusivamente ·en un sist~ma de acciones u operaciones 
-

que se ejercen sobre los objetos, pero no dependen de las propiedades particulares 
- . 

de estos obj~tos y la construcc_ión del número puede proseguir_ indefinidamente 
.. -

más allá de los límites de la percepción e incluso más all~ de la representación 

imaginada de las colecciones formadas por estos objetos; es-decir,. mucho más 

allá de las fronteras del objeto. 

El uso de las distintas formas de infinito, indispensables para el matemáti

co, no es sino el testimonio cotidiano de esta liberación de los entes numéricos 

respecto del objeto, puesto que el objeto de experiencia es necesariamente finito. 
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La construcción del infinito matemático según Piaget 

Para Piaget (1978), el problema del infinito actual siempre se opuso a las inter

pretaciones realistas y operatorias del número. Las dificultades pueden ser evi

tadas recurriendo al dinamismo intelectual de las operaciones, las cuales son el 

único soporte de las diversas formas de infinito, pues sustituyen la realización 

actual por una virtualidad de un desenvolvimiento ilimitado. 

C - ll -~ 1 111 1 l 1 ºd orno eJemp o, a sene ¿ --¡¡ = - + - + - + ... = se conc uye pues o prop10 e 
11=1 2 2 4 8 

las operaciones intelectuales es el de prolongar operaciones reales iniciales con 

operaciones virtuales cuya validez es el resultado de su posible composición y 

únicamente de ella. Esta serie representa la paradoja de Zenón en cualquiera de 

sus variantes. 

En cuanto a lo "infinitamei:ite pequefi.o" no puede aislarse en forma actual 

salvo apoyándose en una creencia realista o extraoperatoria, obligada además a 

completar la realidad -física, siempre finita, con la realidad de números ideales 

que susbsistirían de por sí. Por lo tanto, solo hay una manera ae evitar las con

tradicciones hacia los cuales condujo el realismo de lo infinitamente pequefio: 

considerar con Leibniz, al infinito como la expresión misma del dinamismo de la 

construcción operatoria. Dicho problema apareció con el análisis de las funcionés 

crecientes asintóticamente hacia infinito, o-sea, en lo infinitamente grande y preci

samente esto planteó la interrogante de si la escala de las funciones alcanza uno o 

varios infinitos actuales que trascenderían las operaciones mism9"s que p-ermiteñ 

alcanzarlas o si solo se aplica a las operaciones como tales. 

Con base en sus resultados, e: Cantor creó el cálculo del transfinito sobre la 

consideración de las relaciones de correspondencia entre conjuntos. La sucesión 

de números enteros es infinita, es imposible asignar en el interior mismo del con

junto un número infinito actual que consistiría en el último de la serie. En cambio, 

se puede asignar a esta sucesión un límite que por definición será exterior a la se-
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rie y a partir de la cual comenzará una nueva sucesión: es el primer ordinal infi

nito w. Gracias a la repetición de este procedimiento se obtendrán los transfinitos 

w + 1, w + 2, ... ,lu + n, ... ,2w,2w + 1,2w + 2, ... ,3w, ... , nw, ... ,w«', ... ,w<v"' , .... 

Dichos ordinales transfinitos constituyen así órdenes. Con respecto a los car

dinales transfinitos, el primero es la clase de los conjuntos enumerables ~o- Otro 

cardinal transfinito es ~ 1 que corresponde al conjunto P(N). El gran interés de 

esta realización del infinito, que trasciende sin cesar las operaciones constructi

vas para alcanzar una sucesión de infinitos actuales encajados unos en los otrn.s.

es culminar de hecho en un debilitamiento del carácter específicamente numéri

co de la construcción y marcar un retomo parcial a los componentes lógicos del 

número. En efecto, los cardinales transfinitos ya no cumplen la ley aritmética de 

iteración, sino a las reglas de tautología y absorción: ~o +~o = ~o y ~o· ~o = ~o

Esto se comprende de por sí pues estos números ya no son a la vez cardinales 

y ordinales como los números finitos, sino que la cardinación está disociada de 
. f 

la ordinación: el conjunto de todos los conjuntos_ enumerables es en verdad una 

clase lógica constituida por todas las subclases numeral?les, es decir, una clase 

cualitativa surgida de una simple reunión lógica de las subclases que tienen la 

propiedad común de ser enumerables. 

Por ejemplo, la función f: N----* N tal que f(n) = 211 es una corresponden-

cía que r:la~iona cada elemento indi_vidual de las subclases _componentes con un 

elemento determinado de una de las otras subclases, es una correspondencia re

flexiva, es decir que permite igualar el todo a la·parte. Ahora bien, e_~ta corr~spon

dencia no culmina en una equivalencia aditiva entre el todo y la parte, sino que es 

una equivalencia multiplica~iva, comparable a la de las clases multiplicadas entre 

sí con el esquema lógico de un cuadro de doble entrada. 

En cuanto a los ordinales transfinitos, solo son tipos de orden, es decir, sistemas 

multiplicativos de relaciones asimétricas, así como los cardinales trasfinitos son 

clases: de ahí que a un mismo cardinal transfinito corresponda una infinidad de 
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ordinales, ya que pueden ordenarse de infinitas maneras los elementos de una 

misma clase infinita. 

En síntesis: los números tr"ansfinitos de Cantor disocian entre sí las dos estruc-

turas fundamentales de la clase lógica y la relación asimétrica, que se fusionan 

en un todo en la construcción de los números enteros finitos. Por ende, si la serie 

de los ordinales finitos corresponde biunívocamente a la de los cardinales finitos, 

siendo todo número entero necesariamente cardinal y ordinal en el ámbito de lo 

finito, dicha correspondencia termina en el dominio de lo transfinito. 

Número finito Número transfinito 

i 
esquemas 

/ ~. 
I 

esquemas ..----- ~ 
Clasificación Seriación Clasificación Seriación 

Figura 3.12: Los esquemas de clasificación y seriación con respecto a los números. 
Elaboración propia. 

_(orno esta disociación transfinita, entre los dos aspectos ordinal y cardinal del 

n4mero entero, culmina en un retorno a los esquemas operatorios separa~os de 

la relación asimétrica y la clase lógica, y constituye la mejor confirmación de la 

interpretación operatoria respecto de la génesis del número entero finito. 

En la página siguiente se muestra un esquema en el que se resume lo antes 

expuesto de los números finitos y transfinitos. 
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Figura 3.13: Comparación entre el número finito y transfinito. Elaboración propia. 



Capítulo 4 

Metodología - oJ 

4.1. Tipo de investigación 

_ Según Hernández et al (2008, p. 22) "la investigación es un conjunto de pro

cesos sistemáticos y empíricos que se aplican al estudio et un fenómeno". El en

foque de esta investigació11 es de corte cualitativo, puesto que- se-examinará el 

mundo social, concretamente con profesores de educación secundaria. En este 

enfoque no se efectuó una medición numérica y la recolección de los datos con

sistió en obtener las perspectivas y puntos de vista de los participantes. Siguien

do a HernándE'.z y otros (2008, p. 28), " ... la investig.ación cu~litativa proporciona 

profunclidad a·los datos, dispersión, riqueza interpretativa, contextualización del 

ambiente o entorno, detalles y experiencias únicas". En la investigación ·se busca 

profundizar acerca del infinito mater:nático, como se construye y se ensefí.a. 

4.2. Descripción y sustento del método utilizado 

El método utilizado en la investigación corresponde al fenomenológico, 

puesto que se trabajó con los insumos que los docentes proporcionaron a través 

de las experiencias que han tenido con la construcción del concepto de infinito. 

81 
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Según Gurdián (2007), "el método fenomenológico respeta, por completo, el re

lato que hace la persona de sus propias vivencias. Se centra en el estudio de las 

realidaqes vividas o vivencias, generalmente, poco comunicables."(p.156). 

El carácter descriptivo y reflexivo de este método permite comprender las vi

vencias de los actores inmersos en dichas realidades. Al respecto, Gurdián (2007) 

menciona que el método fenomenológico siempre empieza con la experiencia 

concreta de las personas. Para esta investigación, se parte de la experiencia con

creta en torno al infinito, experiencias que han sido consideradas desde sus vi

vencias en la infancia, así como las asociadas a la formación universitaria y las 

que han sido parte del ejercicio de la profesión. 

La fenomenología surgió dentro del ámbito de la Filosofía y su fundador fue 

.el matemático y astrónomo Edmund Husserl. Aguirre y Jaramillo (2002, p.55) 

exponen que la pregunta básica de este método (¿Cómo se sabe X?) no tiene como 

objeto algo del mundo objetivo, sino que el fenomenólogo se dirige a la estructura 

(o condiciones) de la experi~ncia o vivencia de X. Entonces, la fenomenología se 

dirige a la conciencia del sujeto y su meta es la descripción de la corriente de 

vivencias que se dan en la conciencia. 

Considerando la anterior notación, el X de esta investigación es el infinito. La 

experiencia de aprendizaje de los docentes de este X que se ha descrito y que está 

presente en los apéndices (E y F) aporta, según Gurdián (2007), la intersubjetjvi-: 

da~ y la intuición en la comprensión de los fenómenos sodoeducativos, además 

que capta el sentido de los fenómenos y la intención de las actividades socio

edµcativas. 

· 4.2.1! Supuestos teóricos-

Por la naturalez~ del enfoque fenomenológico no existen hipótesis iniciales 

de trabajo, sino que los supuestos van apareciendo sobre la marcha. El propósito 



4.3. TÉCNICAS UTILIZADAS 83 

no es generalizar conocimientos, probar hipótesis, elaborar leyes, establecer rela

ciones entre variables, etc. Su contribución consiste en la profundización de los 

significados esenciales de la experiencia pedagógica. A nivel formal, el investi

gador llega a elaborar "una descripción (textual) estimulante y evocativa de las 

acciones, conductas, intenciones y experiencias humanas tal como las· conocemos 

en el mundo de la vida"(Van Manen citado por Ayala, 2008, p.214). 

Durante la investigación bibliográfica surgió el primer supuesto: la epistemo

logía genética explica la construcción del infinito matemático. El segundo supues

to apareció después de que se hicieran las entrevistas a los docentes: las nociones 

intuitivas del infinito ajeno al ámbito matemático que dan los docentes a partir de 

sus distintas experiencias no son suficientes para la enseñanza de nociones aso

ciadas a la construcción del concepto de infinito, particularmente en Matemáti

ca. El tercer supuesto sobre la marcha fue: las investigaciones desde la educa

ción matemática sobre el concepto de infinito matemático y las dificultades en su 

didáctica pueden relacionarse con la explicación piagetiana y las experiencias de 

los docentes entrevistados. 

4.3. Técnicas utilizadas 

.Las técnicas de recolección de la información utilizadas fueron de corte c;ua

litativo y consideraron las sigu_ientes: entrevistas en profundidad, grupos focales 

y una conversación con expertos. 

4.3.1. Entrevistas en profundidad 

En este estudio cualitativo se empleó el uso de las entrevistas en profundi

dad, puesto que se buscaba la recopilación de las experiencias de vida, ideas o 

percepciones del docente en el momento inmediato de la entrevista. 

- l;I 

f 
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Se confeccionó una guía de la entrevista en profundidad de tal modo que pre

sentara coherencia teórica, puesto que Gurdián (2007) comenta que debe ser fiel a 

los objetivos teóricos que se estén buscando y que sea el mecanismo que permita 

avalar la inve~tigación a partir de la información suficiente que se haya consegui-

do. 

La guía presenta un apartado de datos personales, y considerando los do-

centes que se entrevistaron, la información obtenida se resume en el cuadro 4.1. 

Además, la guía se estructuró en cinco bloques: personal-vivencial, formación 

profesional, aspectos curriculares, aspectos didácticos y constructivismo piage-

tiano. 

Docente Edad Años MEP Universidad Institución actual 
de formación 

ANAV 33 10 ·UCR Instituto de Alajuela 
AV 46 º16 UCR, UAM CTP Don Bosco 
DAM 38 9 UCR,UNED Liceo Julio Fonseca 
HUM 45 20 UCR, UNED, UAM Liceo Nocturno 

de Desamparados 
KEN 34 ]2 UCR, UAM CTP·La Carpio 
MAG 34 12 UCR, UAM, UISIL CTP Siquirres 
REQ 47. .. 23 UNA, UAM, UNED Liceo Julio Fonseca 
SR 40 18 UNA, UISIL, UC CTP Sabanilla 
suv 43· 19 UCR Liceo Ricardo Fernández 

. 

Cuadro 4.1: Participantes de las entrevistas en profundidad. 

Los participantes seleccionados fueroi:i nueve docentes de educaóón secun-

daria de instituciones .. públicas, que ~uviesen al menos siele años de experiencia. 

Actualmente, se implementan los pr_ogramas de ~studio del 2012 y, los criterios 

de selección comentados surgen así para identificar experiencias, tanto antes de 

utilizar el anterior programa como el v_igente. 

La decisión de solo elegir nueve docentes se determinó con base en la sa

turación teórica. Martínez-Salgado (2012) recopiló algt,mas pautas importantes 

a seguir para determinar cuándo se ha alcanzado una recolección de datos que 
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cumplan el principio de saturación. Al respecto, 

Se entiende por saturación el punto en el cual se ha escuchado ya una 

cierta diversidad de ideas y con cada entrevista u observación adicio

nal no aparecen ya otros elementos. Mientras sigan apareciendo nue

vos datos o nuevas ideas, la búsqueda no debe detenerse. (Martínez-

Salgado, 2012, p. 617). 
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Inicialmente se entrevistó a cuatro docentes de diferentes instituciones, pe-

ro se concluyó que no eran suficientes para alcanzar el principio de saturación 

teórica, porque en el bloque de personal-vivencia! y en el de aspectos didácticos, 

se habían obtenido respuestas diferentes y se reflexionó que era posible obtener 

mayor variedad. 

Se hizo revisión de aspectos asociados con la muestra que se debía considerar. 

En la presentación sobre las técnicas de muestreo en ciencias sociales y del com

portamiento, Teddlie y Yu (2007) organizan el cúmulo de alternativas disponibles, 

de acuerdo con los propósitos que se establezcan, en cuatro subconjuntos. En el 

tercero de estos se ubican a los diseños secuenciales, en los que "prevalece el prin-

cipio de selección gradual, ya sea porque el propósito del estudio es la generación 
-

de teoría, o porque la integración de la muestra se va decidiendo sobre la marcha, 

conforme van emergiendo los conceptos al ir recabando la información"(citado 

en Martínez-Salgado, 2012, p. 616). 

A partir de la anterior cita, conforme se realizaba otra entrevista, se analizaba 

si se iba alcanzando la saturación o todavía se debían realizar más entrevistas. 

D~spués de entrevistar a otros cinco docentes, y al leer las transcripciones· de las 

entrevistas, se estableció que se alcanzó la saturación teórica en los cuatro prime

ros bloques. Las preguntas para el bloque 5 están condicionadas al conocimiento 

y no tanto a las vivencias, por lo que se buscan estas respuestas en las fuentes 

bibliográficas. 
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A cada profesor participante se le realizó una entrevista en profundidad y con 

un duración mínima de 30 minutos. 

4.3.2. Grupos focales 

El grupo focal es una modalidad de los grupos de discusión que se caracteriza 

por centralizar su atención e interés en un tema específico de la investigación, es 

decir, es una tem~t~ca que es propia del tema central de estudio. Es de /1 discu

sión" porque realiza su trabajo de búsqueda mediante la interacción discursiva y 

la comparación o contraste de las opiniones de las y los miembros del grupo (Gur

dián, 2007, p. 214). En pocas palabras, "el grupo focal es una técnica estimulante 

y provocativa, pues de hecho los seres humanos somos por instinto soci~les, sal

vo algunas excepciones, además el sentimos acuerpados-apoyados por un grupo 

facilita nuestra expresividad espontánea."(Gurdián, 2007, p. 215). 

' Después del análisis de las entrevistas, se clasificó la información obtenida 

en seis tipos de experiencias, las cuales son: personales, definición de infinito, 

universitarias, curriculares, didácticas y constrúefivismo (ver apéndice F). Esta 

clasificación guió el proceso para decidir en qué ·se iba a centralizar la aplicación 

de los grµpos focales para cada uno de los tipos de experiencias. A los participan

tes de los grupos focales se les enyió el resumen de las experiencias al menos con 

una semana de antici pació.n .. _ 

· __ Cabe ~estacar que esta téc;nica dentro de la investigatj.ón cualitativa posee una 

ventaja en relación con otras·!écnicas que se puedan aplicar. Huerta (2005) expre

sa que la aplicación de los grupos focales "tiene mayor credibilidad que otras 

técnicas, debido a que la estrategia y los hallazgos son fácilmente entendi~les por 

los participantes y por aquellos que van a utilizar la información" (p. 3). Se plan

teó el estudio con dos grupos focaies: uno con dos profesores que participaron en 

la entrevista en profundidad, y el otro grupo con tres profesores que no fueron 
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partícipes de las entrevistas, pero que aportan nuevos elementos para el análisis. 

Los docentes fueron elegidos a partir de la disponibilidad que tenían para partici

par en este estudio y se llevaron a cabo en las instalaciones de la Academia AMP y 

en la sala de tesis de la biblioteca Carlos Monge de la Universidad de Costa Rica. 

En los grupos focales se discutieron nociones y vivencias que poseen los docentes 

sobre la construcción del infinito matemático, así como las estrategias didácticas 

que han empleado para su enseñanza en el aula. También se aprovechó el espacio 

para compartir los aprendizajes de los investigadores con respecto a la teoría de 

Piaget y cómo pueden contribuir en la comprensión de lo que ha estado suce

diendo con la enseñanza de temas que están asociados a la noción del concepto 

de infinito. 

4.3.3. Conversación con expertos 

La conversación con expertos es urta entrevista personal de carácter no es

tructurado, en el que las preguntas del entrevistador surgen espontáneamente, 

pero a partir de cierta temática de interés, la cual sirve de guía para orientar la 

conversación. Se entrevistó a dos matemáticos de la Escuela de Matemática de 

la Universidad de Costa Rica: Dra. Samaria Montenegro Guzmán, cuya especia

lidad es Teoría de Modelos y al Dr. Rafael Zamora Calero, especialista en Teoría 

Descriptiva de .Conjuntos. 

Esta conversación surgió porque los investigadores determinaron que los apar

tados en los Programas del·MEP (años 2005 y 2012) con respecto a la manera de 

trabajar intuitiv'~mente el infinito, d~ben contraponerse con la opinión de los ex

pertos. Los. texto~ son: "El concepto de infinito no se introduce formalmente en 

este nivel educativo, sin embargo para la construcción y el estudio de gráficas 

se puede expresar de manera intúitiva su sentido." (MEP, 2012, p. 414). "La pre

sentación de los conceptos de "denso", "continuo", "infinito", "completo" de los 
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conjuntos numéricos, solamente se introducirán en forma intuitiva. Se debe ba

sar en el concepto intuitivo más que en la definición. Por ello, su evaluación se 

realizará en el proceso y con base en ejemplos." (MEP, 2005, p. 48). 

La conversación se generó después de leerles a ellos esos dos apartados y que 

nos explicaran cómo interpretarlo desde la matemática. Cabe destacar que es

tos expertos se han interesado por difundir nociones acerca del infinito en varios 

espacios de la universidad y por eso se consideró que podían brindar recomen-
- " 

daciones para la enseñanza del concepto. 

Por un lado, el doctor Zamora ha expuesto acerca del infinito de manera 

histórica y matemática dada su formación en su campo. Se destaca particular

mente la charla "Construyendo el infinito", durante el II semestre del año 2018, 

cuyo público meta fue el estudiante que está en formación para ser docente de 

Matemática. Por otra parte, la doctora Monteneigo ha impartido el curso intro

ductorio de la carrera de Matemática (MA-0150), en el que :;;e formalizan concep-

tos asociados a la teoría de.conjuntos y sus cardinalidade~. 

El siguiente diagrama representa las fases de esta investigación previo a la 

triangulación de fuentes de información: 

Fase 1: 
Determinad ón 
del problema 

Fase 2: 
Entrevistas en 
profundidad 

Fase 3: 
Discusión de 
los primeros 
resultados. 

Fase 4: Grupos 
focales. 

Pase 5: 
i;:ü~v~rsación_ 
con expertos. • 

Figura 4.1: Fases de la investigación previa a la triangulación. 
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4.3.4. Triangulación 

La triangulación según Donolo (2009) es "un procedimiento de control im

plemementado para garantizar la confiabilidad entre los resultados de cualquier 
' 

investigación"(citado en Villas y otros, 2013, p. 6). Esta estrategia metodológica 

está presente considerando que Gurdián (2007) afirma que es un procedimiento 

imprescindible y su uso requiere habilidad por parte de los investigadores para 

., garantizar que el contraste de las diferentes percepciones conduce a interpreta

ciones consistentes y válidas. 

1. Extraccic\n de las ideas generales de 

1 
las entrevistas y los grupos focales. 

r 

2. Interpretación del uso del conccpm 

de inhniro m:uem;Íciro <.'11 d prog rama -+ 
de estudios. 

\. 

5. Conversación con los cxpenos 
marcmáticos 

~omparaci6n enrre 11 

2 .. 3 y bibliografla 

Figura 4.2: Esquema de los pasos del proceso de triangulación. 

La imp~ementación del método fenomenológico no solo s~ refle~iona en la 

etap~ inicial del proceso, pues como mencionan Aguirre y J~ramillo (2012, p.56), 

el "encuentro ll:1tersubjetivo permite no solo comentar lo hallado, sino clarificar 

o, incluso, corregir, las estructuras de evidencia ·que creía defjnitivas". De este 
. . 

modo, el uso de la triangulación permite reconside~ar lo que se trabajó previo a 

la redacción de las conclusiones y para revisar si los objetivos propuestos se han 

alcanzado. 

El procedimiento de la triangulación ha sido establecido de diferentes mane-
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ras para que se ajuste a las necesidades de cada investigación. Denzin (1970) co

menta que existen 5 tipos de triangulación: de datos, de investigadores, de méto

dos, de teorías y, por último, la triangulación múltiple. Esta última consiste en la 

utilización simultánea de por lo menos dos de los procedimientos o tipos men

cionados. 

La triangulación múltiple es el procedimiento seleccionado para esta investi

gación, donde se analiza lo descrito en la Figura 4.2. Los insumos de las entre

vistas, grupos focales, conversación con expertos y lo extraído del programa de 

estudios, se compara entre estos, dependiendo del apartado de análisis. También, 

se consideran las fuentes consultadas en el marco teórico y, por último, la expe

riencia de los investigadores, considerando que es una triangulación de múltiples 

fuentes, así como de la teoría de la Epistemología Genética encamina a la com

prensión de la construcción del concepto de infinito. 

4.3.5. Procedimiento para analizar los datos 

Se implementó el software Atlas.ti ®, el cual contribuye a la hora de re

colectar y analizar los datos. Según Hernández et al (2008, p.669), este software 

sirve para segmentar datos en unidades de significado; codificar datos y const_ruir 

teoría. El investigador agrega los patos ó documentos primarios y con apoyo del - - . 

programa los codifica de acuerdo con el esquema que se haya diseñado. 

Se importaron las entrevistas en profundidad para luego crear las __ experi~n

cias las cuales responden a las siguiente clasificación: personaies, universitarias, 

didácticas, curriculares, definici?n infinito y constructivismo. Para analizar cómo· 

el docente ha construído el concepto de infinito matem.ático, se recurrió- a indagar 

cómo fueron sus experiencias desde la niñez. Luego, considerando que estudió 

para ejercer el cargo de docente en matemática, se recabó la información de las 

vivencias asociadas a su formación inicial con los temas relacionados con el con-
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cepto de infinito. 

Continúa la recopilación de información con las experiencias vividas al ejercer 

la profesión. Se hace énfasis en los aspectos curriculares y didácticos de lo que 

conlleva ser docente de Matemática en la educación secundaria costarricense. 

Además, se analiza cómo el docente tiene concebida la noción de infinito y 

qué conoce con respecto al constructivismo. De este modo, así fue como los in-

vestigadores establecieron la línea de trabajo previo a la técnica de entrevista en 
. .. 

profundidad. 

Para los grupos focales se importaron los archivos de audio y se transcribieron 

utilizando el programa. 

Después, para la triangulación de la información recopilada, se determinaron 

cuatro categorías de análisis que fueron una guía para los resultados que se expo

nen en el siguiente capítulo. Las categorías surgen como consecuencia del proceso 

previo de haber identificaG.i> seis experiencias, sin embargo, las que estaban rela

cionadas con la definición del infinito, personales y universitarias, se agruparon 

en u11a sola denominada: construcción del infinito matemático . . . · 

Por último, se redactaron las consideraciones finales, lé\.s limitaciones y las 

recomendaciones para futuros investigadores. 

Para la codificación del an?lisis de resultados, se especifica lo siguiente: 

1 Codificación 1 

Entrevistas en profundidad EP 
Gr_upos focales 

. GF . 
Conversación con expertos CE 

Cuadro 4.2: Codificación. 
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Capítulo 5 

Análisis de resultados 

El análisis de datos se organiza de acuerdo con los objetivos que guiaron la 

investigación. Se exponen cuatro apartados con la descripción y análisis de las 

catego:ias que se establecieron y que se muestran a continuación. 

l. Construcción del infinito matemático. 

2. Aspectos curriculares en la enseñanza del infinito. 

3. Aspectos didácticos del infinito matemático. 

4. Acercamiento al constructivisrno piagetiano. 

Además, en un quinto apartado se el~boró un análisis que considera la refle-. . 

xión con las diferentes fuentes, así corno el aporte de los investigadores. 
- . 

5.1. Construcción del infinito matemático 

Tal y corno se ha escrito acerca-de la historia del infinito en este estudio (ver 

sección 3.2.1), esta noción se ha formalizado desde el siglo XIX y, la revisión de los 

textos de carácter formal demanda un conocimiento matemático avanzado. De 

este modo, a través de las investigaciones y las entrevistas realizadas, se identifica 
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que la alternativa de los docentes emrevistados consiste en una aproximación a la 

noción del infinito a través de fuentes, no necesariamente de índole matemáticas. 

"Generalmente leo mucho, es mi segundo hobby, yo no entendía muy 

bien el infinito, todo aquello que no pueda sentir u oler ... El Libro de 

Arena de Borges trata de explicar de un modo más tangible lo que 

sería el infinito, a partir de ese libro es como entendí bien la idea." 

(EP-DAM) 

La iniciativa de ese docente o de otros surge a partir de considerar que la 

noción del infinito es importante, ya sea para la comprensión del mundo en el 

que vivimos o para un fin propio dentro de la matemática. Un par de citas que 

muestra _dicha importancia son las siguientes: 

"Es muy importante conocer la noción de infinito, vivimos en un mun

do donde se puede entender claramente a qué se refiere y ver dónde 

se aplica, y el hecho de que existen infinitos más grandes que otros 

infinitos nos ayudan a trabajar los números reales." (EP-ANAV) 

"Para mí es importante porque me revela la idea de que no hay algo 

que nos detenga." (EP-HUM) 

Las citas previas revelan que el infinito es útil para comprender conceptos_ 

rnatell'.ático.s, particularmente el de conjuntos infinitos. En cambÍo, otra docente 

entrevjstada no considera que se necesite dedicar tiempo para ampliar la noción 

del infinito, inclusiye ~esde su ámbito profe~ional: 

"P.,!-les, la verdad es q~e el concepto de infinito no ha sido corno algo 

que_ha ocupado mi reflexión, o muchas horas de reflexión/' (EP-AV) 

Se comparan las post1:1ras de los docentes, que participaron en este estudio, 

desde la perspectiva histórica con respecto al infinito: unos exaltaban la necesidad 
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de profundizar en la noción del infinito (Arquímedes, Bolzano, Cantor) y otros 

afirmaban que era irrelevante dedicar tiempo en esa noción (Aristóteles, Gauss, 

Poincaré). 

Por tanto, como parte de las aproximaciones a la noción, se interpreta que los 

participantes indicaron que el infinito es inalcanzable, es una cota de procesos 

humanos, algo que no tiene fin, que es indefinible, inefable. 

"Para mí el infinito se refiere a todo aquello que sé que existe, pero está 

muy lejos de ser alcanzado. Esto lo aplico en la perfección humana, 

como, por ejemplo, la cual es muy difícil de ser alcanzada. Por otro 

lado, concentrar el conocimiento en un solo sitio, es algo muy difícil 

de alcanzar. La idea misma del tiempo, lo que se ha recorrido y lo que 

falta por recorrer. El infinito- es la idea misma de seguir adelante, de 

que no hay barrera que se coloque, que paga que las cosas se detengan 

y llegue sólo hasta allí. En lo que recuerdo se refiere a algo vasto o 

extenso, que no tiene límite. Es algo para lo que no hay un final." (EP-

HUM) 

"¡Wow, eso sí que es difícil de decir, es bien difícil decir qué es el infi

nito! Yo le podría decir una discusión acerca de qué es el amor, podría 

tardar horas, semai:as~ mafi.anas y tardes defi~endo el amor desde el. 

punto de vista poético, filosófico, antropológico y al final si no experi

mentas el amor, si no tienes amor, entonces de qué sirve hablar tanto 

del amor." (GFl-J) 

Uno de los docentes en el grupo focal expresó que, desde el ámbito matemáti

co, e~ n:ás difícil explicar qué es el infi~ito. 

"En Matemática es bastante difícil decir qué es el infinito, que podría 

decir una correspondencia, etc, etc crear conjuntos con cardinalida

des, y hablar de números transfinitos, y hablar que la cardinalidad 
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del conjunto mayor es mayor que las cardinalidades de sus subcon

juntos y empezar a construir una teoría de infinito ... Pero a lo real, el 

infinito parece que es como una quimera, como una idea que se nos 

escapa, co~o una aproximación que nosotros hacemos, tratando de 

buscar siempre en medio de nuestra finitud, alcanzar aquello que no 

tiene fin." (GFl-J) 

La definición formal del concepto de infinito matemático, históricamente se 

dio en el siglo XIX, y como menciona Piaget (1978), la dificultad de esta empresa 

radicó en la toma de conciencia de las operaciones que lleva a cabo el sujeto. La 

formalización y artimetización del infinito encontraron resistencia de matemáti-

cos que seguían apegados al infinito potencial en cierto aspecto, tal como cita 

Garbin (2005): "si observamos su hístoria, y hacemos presente nuestras intui

ciones, podemos ver que estas son similares a aquellas experimentadas por los 

matemáticos en el desarrollo del concepto." (Garbin, 2005, pp. 173) 

Desde los primeros años de formación escolar, Jato (2012) menciona que el in-

finito comienza a f9¡:mar parte de nuestras estructuras mentales, ya sea asociado 

a procesos cíclicos.tal y como se da en el cambio del día y la noche, a procesos de 

conteo o a través ·de aspectos asociados a qué tan lejos están las estrellas. Incluso, 

es parte del lenguaje cotidiano en expresiones tales como: "tener una paciencia 

infinita, un espacio infinito ... ". Es decir, cada persona tiene su historia, y una en 

la gue el infinito no puede faltar. 

Villabona y Roa (2016) hace referencia a la transÍ.ción de la historia alusiva al 

-h'lfinito_y la percepción de lo que sucede·en el entorno. Al respecto: 

. 
Históricamente, su comprensión ha permitido el desarrollo de técni-

cas y teorías trascendentales en la evofución de la matemática. Sin em-

bargo, nuestra naturaleza finita genera ·fuertes concepciones sobre el 

infinito asociadas generalmente con lo potencial, aquello que se repite 
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sin fin o que no es posible percibir con nuestros sentidos (la inmensi

dad del mar, el número de estrellas en el firmamento o el número de 

granos de arena en la playa. (Villabona y Roa, 2016, p.120). 
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Parte de las experiencias que mencionan los docentes estuvieron relacionadas 

con el en tomo, con producciones audiovisuales o con el juego con el fin de crear 

una estrategia para poder ganar: 

"El pensar en las estrellas, los granos de arena en la playa, un video de 

una estrella dentro de otra y otra y otra. Me ayudó el video del pato 

Donald, donde el locutor dice que imagine un lápiz con una punta 

muy fina, que puede continuar haciendo estrellas dentro de otra." (EP

ANAV) 

"Recuerdo que de pequeña solía jugar con una amiga, a ver cuál de 

las dos lograba decir el número más grande, pero teníamos la regla de 

que ambas teníamos que mencionar en algún momento números con 

unidades, decenas, centenas, y así sucesivamente,_ hasta que una de las 

dos se cansaba y decía que el mayor era el infinito. Hasta ahí llegaba 

el juego porque no había nada más después del infinito." (EP-KEN) 

Por otra parte, las experiencias de la escuela o el colegio_ son asociadas a temas 

afines a las Ciencias o a la Computación~ Los docentes entrevistados expresaron 

que lés cuesta recordar qué momentos concretos tuvieron con respecto a la noción 

de infinito: 

~'En primaria no recuerdo exactamente, tal vez se hablaba de infinito 

en la idea de la cantidad de númer.os que se podían conocer, o bien 

hasta donde se podía mirar al campo. En secundaria tenía más rela

ción con un asunto aritmético, la cantidad de valores que se podía 

manejar y los que ya sólo nos quedaba imaginarnos, como en el caso 
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de los números reales, su relación para indicar intervalos. Gráfica y 

algebraicamente el concepto de función. En cómputo los ciclos recur-

sivos en un programa, que si no se le ponían una condicionante, se 

volvería un ciclo sin fin. El cálculo de valores irracionales, los cuales . 
su expansión decimal no se detiene." (EP-HUM) 

"En primaria un poco la mención fue más que nada en Ciencias (no 

me acuerdo en qué año) que el profesor que teníamos se emocionaba 

todo y comenzó 2f hablar de la tierra, de las distancias y que habían 

otros planetas, y que la expansión como era infinita ... " (EP-SR) 

Una de las docentes que participó en el estudio expresó que la transición de 

secundaria a universidad permitió descubrir que hay un más allá y, que las áreas 

de estudio en la carrera tienen un componente especial con respecto al Ínfinito. 

"Fue como abrir mundos diferentes. Cuando hablamos de IN, inclusi

ve cuando em•pezamos a hablar de sucesiones es como encontrar otro 

lenguaje, y no solamente eso, sino que uno se da cuenta que el Álgebra 

encierra lo que es el ínfinito porque cuando usted habla de variables 

que pueden representar cualquier número, usted puede poner cual-

quier número. En sucesiones, que es en los primeros curso.s ... En los 

primeros cursos f~e para mí como enterarme de que la Matemática 

. no es solo un asunto de _q~e a mí me gustara porque era buena, sino 

_ porque había algo más en ella que tenía que explorar." (EP-SUV) 

Con respecto a la formación e!1 la universidad, los docentes participantes afir

man que no tuvíeron un acercamiento con la noción de infinito, que nunca.hubo 
- ' 

una introducción por parte de los profesores e inclusive que ellos asumían q~e ya 

tenían el concepto, cuando esa no era la realidad del caso. Otros mencionan que, 

si ellos tuvieron una experiencia con respecto al infinito en la universidad, no fue 

significativa porque ni siquiera la recuerdan: 
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"En la UCR no nos cuentan historia acerca del infinito, viene de un 

ejercicio, que podría pasar en cierta sucesión de funciones, intervalos 

reales, convergencia de funciones. Asumen que uno viene siendo for-

rnado desde niño y se asume que se tiene el concepto." (EP-DAM) 

"Legalmente no recuerdo. No podría precisar mi experiencia. Lo que 

recuerdo tal vez sería que no hubo un abordaje sobre el infinito corno 

tal, sino que su manejo se daba por sentado, con lo que se tenía de la 

educación secundaria. Si se habló acerca de ese concepto, sería como 

parte de un resultado o bien sobre la base de algún otro concepto ma-

temático. Pero, en síntesis, no preciso claramente mi experiencia con 

respecto ~l infinito." (EP-HUM) 

"Pues debe no haber sido muy significativa porque no recuerdo, real

mente trato de hacer memoria corno que alguna vez alguien, haber 

escuchado a alguien hablar o definir- al infinito, o sea, siento que es 

una idea que se usa, pero corno una idea, pero no como un concepto 

que defino." (EP-AV) 
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Como parte de las experiencias previas a la universida~, lo expresado por la 

Dra. Montenegro coincide con lo sucedido por los docentes entrevistados: en la 

secundaria se abordó la noción del concepto de rna~era intuitiva, pero no bastaba 

para comprender qué es el infinito. .. . 

"Recordand~ cuando era ~studiante, me sorprendió que no tenía muy 
. . -

claro qué era ·.el infinito cuando ingresé a la universidad. Se usaba la 

palabra infinito de manera intuitiva." (CE-S) 
- . 

Tanto en las fuentes consultadas como con las opiniones de las personas que 

participaron en este estudio, se resalta la vía de la intuición para la construcción 

del concepto de infinito, a través de diferentes experiencias. Estas experiencias 
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constituyen un factor fundamental en la formación de las intuiciones. Al respec

to, Fischbein (1987) indica que "La fuente básica del conocimiento intuitivo es la 

experiencia acumulada por una persona en condiciones relativamente constan-

tes"(citado en López, p.34). López (s.f.) reconoce que hay tres aspectos principales 

asociados a la intuición y la experiencia: los elementos comunes de la experiencia 

que tenga cada persona, lo que esté vinculado a la cultura y al ambiente geográfi

co (que también se denomina intuiciones básicas) y las experiencias particulares 

propias de la vida de cada individuo (también llam~do itltuiciones individuales 

o locales). 

En el proceso de construcción del infinito en el ámbito escolar, se presentó el 

camino de la intuición. Esta vía continúa analizándose en los siguientes apartados 

asociados a lo curricular y didáctico del tema de esta investigación. 

Los docentes que participaron en este trabajo mencionaron que el concepto de 

infinito tiene sus orígenes en las experiencias de la infancia y la adolescencia, las 
f 

cuales surgen del medio natural y de la admiración del cielo y del océano, de la 
- - -

inmensidad abrumadora del e~pacio y de la percepción que se tiene del tiempo, 

el cual no pareciera tener un inicio ni un final. 

El encuentro con los números naturales y la experiencia escolar los llevaron 

a realizar conteos en los cuales siempre existía un número más grande que un 

número y_a dado. Contar los gral'!os de arena, por ejemplo, o luego realizar con

teos verbalizados, los llevaron a considerar que no hay un límite ~lterior en el 

acto mismo de contar. También las pelíc~ilas o l? literatura les mostraron metáfo

ras del infinito, al igual que las clases de ciencias, en las que se l~s dijo que el 

u!'iverso no tiene límites, que las estrellas son incontables. 

En las clases de matemáticas de primaria trabajaron con números grandes y 

en secundaria conocieron el conjunto de los números enteros, racionales, irracio

nales y reales. Se presentó que la recta numérica podía completarse con números 

reales, que podrían realizar algoritmos para calcular dígitos de números tanto ra-
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cionales como irracionales, y observar la periodicidad o no-periodicidad de las 

expansiones decimales. 

Con respecto a la notación que se aprendió en el aula, los docentes entrevista

dos dijeron que se usó el símbolo del infinito, oo, y para denotar que en la recta 

no hay inicio o fin colocaban -oo o +oo, respectivamente. Posteriormente, se es

tudió el tema de los intervalos reales y sus distintas clasificaciones, y entre ellos 

l<is intervalos no acotados que tenían como "límite" superior +oo o "inferior" - oo ... 

En el tema de las funciones reales de variable real, el uso de los intervalos se in

crementó con el análisis del dominio, codominio y ámbito. Cuando recordaron 

en la entrevista la representación gráfica de funciones no acotadas o que tuvieran 

asíntotas de cualquier tipo, provocó que mencionaran ~uevamente al infinito. 

En la universidad fueron iniciados en demostraciones que a veces no com

prendían; en cálculo operaron con el infinito y calcularon límites, derivadas e in

tegrale.s. Los profesores universitarios asumieron que los docentes entrevistados 

tenía_n una concepción clara del infinito, les relataban paradojas, les dieron teoría 

de conjuntos, resultados con números reales, análisis y topología, pero mencio

naron que no les contaron la historia del infinito. Las clases universitarias fueron 

magistrales y el infinito fue solo un símbolo q\J.e aparecía en topos los cursos de 

r:tatemáticas, pero si!' explicación de su presencia en ellos, según lo expresado 

por los docentes entrevistados. 

Al momento de hablar formalmente del infinito, los docente~ declaran que no 

saben defirlirlo, qu~ pueden dar ciertas características de dicha nocióR, que es una 

idea abstracta y que incluso es intangible y que por ~o no existe e.n la re~lidad. 

Lo asocian con tamaños de conjuntos, con límites o asíntotas; hablan de infinitos · 

más grandes que otros o de lo "muy grande" y lo '~muy pequeño". El infinito 

para ellos es vasto y extenso y los referentes culturales tales como Dios, el amor o 

las películas les ayudaron a formar dicho concepto. 
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5.2. Aspectos curriculares en la enseñanza del infinito 

El concepto de infinito, en el programa de estudios del MEP (2012), aparece 

ligado explícitamente a lps siguientes temas: 

• Expansión decimal infinita: En las páginas 196 y 197, hablando de las divi

siones de quinto año escolar y las fracciones en su forma decimal en sexto 

año, se recomienda no utilizar divisiones que involucren expansiones deci

males periódicas infinitas, sino solo finitas, pues menciona que esas se tra

bajarán hasta el octavo año, lo cual precisamente se menciona en la página 

286 con respecto a la in:portancia de la noción de infinitud en la represen

tación decimal de los números reales: los números racionales tienen expan

sión decimal periód~ca infinita y los números irracionales tienen expansión 

decimal aperiódica infinita_. En la en la habilidad específica 2 de la página 

290 se pide identificar números con expansión decimal infinita no periódica 1 

para así contrastarlos con los números racionales: También se pide cons-

truir dichos números a partir de patrones que los generén, por ejemplo: 

O, 101001000100001 ... 

• Infinitas soluciones de ecuaciones: Ya sea una ecuación lineal, cuadrática o un 

sistema de_ ec:iaciones lineales. En la página 336, en octavo afio, las habili

dades consisten en resolver ecuaciones de primer grado con una incógnita y 

se menciona que deb_e contemplarse los casos en que la ecuación teng~ solu

ción vacía o que tenga infinitas soluciones, y no solo quedarse con ejemplos 

en donde la solución sea únic~. Para el noveno año, en la página 349 se re

fiere a ecuaciones cuadráticas y se propone que deben incluirse ecuaciones 

que tengan solución vacía o infinitas soluciones. En el décimo año, en la 

página 412, se sugiere trabajar con sistemas de ecuaciones lineales con las 

tres posibilidades de conjunto solución: vacío (rectas paralelas), un punto 
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(solución única) o una recta (infinitas soluciones). 

• Espacio muestra!: En noveno afí.o, en la página 365 se menciona la habili

dad de utilizar el concepto de frecuencia relativa como un~ aproximación al 

concepto de probabilidad y que para ello es importante conocer el espacio 

muestral, lo cual no siempre puede ocurrir si dicho espacio es muy grande, 

indefinido o infinito. 

' . 
• Subconjuntos de números reales: En décimo afí.o, en la página 406, las habilida-

des están relacionadas con operaciones de conjuntos, y más puntualmente, 

subconjuntos de números reales, y sean de tamaño finito o infinito. Entre los 

subconjuntos infinitos se mencionan N, Z, Q, JI, lR y sus respectivos subcon-

juntos positivos y negativos. En las páginas 418 y 419 se hace la definición 

de cada conjunto a estudiar, por ejemplo, el conjunto de los números de

cimales, el cual está dcfü~do así: JO = {-ª-,a E Z,n E IN}. También se hace 
1011 

la definición de los intervalos reales con sus notaciones de intervalo y por 

comprensión, así como su representación gráfica. Los in~E'.:r:valos del tipo 

(a, +oo[ o] - oo, a) son los semiabiertos infinitos. 

• Gráficas de funciones y dominios: En undécimo año, en la página 423, semen

ciona.el conjunto] - oo, +oo[ como dominio de la función exponencial f(x) ~ 

a' . Además se utiliza el término "tiend.e a infinito", referido a la asíntota 

horizontal I .=. y - O y la gráfica de la Íl,\nción exponencial, ya sea para tipo 

creciente o decreciente. Cuando f es qeciente, si x tiende a - oo entonces 

f(x) tiende a cero; si fes decreciente, cuando i tiende a +oo entonces f(x) 

tiende a cero» De una manera similar, en la página 424 se describe la función 

f ( x) = logª x, en donde la asíntota vertical a la gráfica es l : x O, el dominio 

es el intervalo JO,+ oo [ y el ámbito es lR. 

• Notas históricas: En la página 66 se menciona que históricamente es posi-
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ble identificar obstáculos o dificultades epistemológicas que podrían tener 

paralelos en los aprendizajes que incolucran al manejo del infinito. En la 

página 403 se menciona el quinto postulado de Euclides y de que en una de 

las geometrías en el que este postulado implica que por un punto exterior a 

la recta dada pasen infinitas rectas paralelas. 

• El concepto de manera intuitiva: En la página 414, para el nivel de undécimo, 

el concepto de infinito no se introduce formalmente, pero para la construc

ción y el estudio de gráficas se puede expresar de manera intuitiva. También 

se menciona que no es conveniente formalizar el concepto de asíntota, sino 

que debe tratarse de manera intuitiva como una recta que.se aproxima arbi-

trariamente a la gráfica de la función. 

Como un aporte de la presente investigación, después de la lectura del pro

grama del MEP en los ciclos III y diversificado, se estableció cuáles conocimientos 

t~enen implícitamente al infinito. El criterio para determinarlo se basó en la expe

riencia docente de los investigadores, esto con el fin de mostrar el impacto que 

tiene dicha noción en la propuesta curricular de la educación secundaria costarri

cense. A continuación se mencionan los conocimientos clasificados por áreas. 

1. Números: 

• Recta numérica: en primaria se hace énfasis en asociar puntos o rayitas 

de una ·recta con números naturales consecutivos. Para esto es menes-

ter el concepto de orden, antecesor y sucesor. En la recta numérica con 
- - -

los naturales no existe un último elemento debido a que siempre exis-

te "el sucesor de". De manera potencial, el conjunto de los números 

naturales es de cardinalidad infinita. 

• Números primos: según el teorema fundamental de la aritmética, todo 

número natural puede ser factorizado por medio de la división eucli-
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diana, aunque esto no es sencillo para números grandes, pues deter

minar si es primo o compuesto es una tarea hasta hoy complicada. En 

primaria y sétimo año se utiliza la criba de Eratóstenes para localizar 

los primos menores que 100. El conjunto de los números primos es in

finito. 

• Conjunto de números pares e impares: y en general conjuntos de múltiplos 

de un número natural, son de cardinalidad infinita. Se realizan suce-... 
siones que siguen un patrón (de dos en dos, de tres en tres, etc.) para 

mostrar algunos elementos, o una fórmula para calcular cualquiera de 

los términos. 

2. Relaciones y álgebra: 

• 5uce?iones: a partir de un conjunto de términos finitos puede deducirse 

una regla de formación· de la secuencia a la cual perr~necen. O tam

bién, dada la regla de formación, se pueden cal~ular los ténninos. La 
. 

sucesión puede ser finita o infinita. 

• Funciones: Las funciones se introducen con ejemplos de la vida diaria 

y luego se utilizan las representaciones tabulai:es, con diagramas de 

Venn! gráficas, relacionales o con gráficos y con una fórmul? o criterio. 

El concepto de función involucra muchos conceptos, y sus dom~nios 

de definición pueden ser de cardinalid'1.d finita o infinita. Sirven _para 

modelar situaciones de la vida cotidiana o profesional. 

• Gráficas de funciones en el plano cartesiano: Las funci01~es reales de varia

ble real se representan en el plano cartesiano, por medio de su gráfica, 

la cual, dependiendo de si el dominio es finito o infinito, la gráfica será 

un conjunto de puntos, finito o infinito. 

3. Geometría: 
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• Puntos, rectas y planos: Las rectas y los planos son conjuntos de infinitos 

puntos en el espacio. 

• Áreas de figuras no poligonales: La aproximación se realiza por medio de 

rectángulos en el plano cartesiano. Entre más rectángulos se encajen 

con la figura (por exceso, defecto o combinación de ambos) se tendrá 

una mejor aproximación del área. 

• Circunferencia: Por definición, dado un plano en el espacio, y un punto 

en este plano, la circunferencia es el conjunto de puntos del plano que 

equidista a una distancia determinada del punto dado. El conjunto con 

esta definición es infinito. 

• Homotecias: La homotecia entre polígonos es una correspondencia 

biunívoca entre puntos del plano. Como el conjunto de puntos es infi

nito, se asocian conjuntos infinitos con conjuntos infinitos de puntos. 

4. Estadística y probabilidad: 

• Ley de los grandes números: esta ley establece que por una cantidad de. 

repeticiones idénticas del mismo experimento, qtie tienda al infinito, 

la probabilidad de un determinado evento tiende a coincidir con su 

frecuencia. 

Refiriéndose a los conceptos expuestos anterior~ente y ligados con el infinito 

matemátieo y el programa del MEP, se resalta que, los docentes entrevistados y 

de grupos-focales mencionaron la mayoría de lo~ conceptos citados explícitamen

te por el M~P (2012), co~o asíntotas, conjuntos infinitos, números irracionales, 

númeI:os decimales, tal como se menciona en los siguientes extrac:tqs: 

" ... concepto de asíntota _en funciones exponenciales, logarítmicas, in

finito con divisiones, acercamientos al cero: 1/10, 1/100, 1/1000, etc., 
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ninguna llega exactamente al cero. El estudiante entiende 1/1000000 

que no es cero exacto. El concepto de infinito está ahí. Razones trigo

nométricas, tangente de 90°, tai:i-(89,9º). Relación de orden en los natu

rales, enteros, racionales, densidad de Q, lo que significa, en su densi

dad, quedan pequeños o grandes vacíos que no los llena Q, entonces, 

¿cómo lleno los vacíos? Con los irracionales, infinitos no periódicos. 

Son necesarios para completar la recta, el infinito a ambos lados. 

Más formalmente el concepto de completitud de JR que es necesario 

para entender el conjunto. Los programas vienen concretos, pero es 

importante y necesario, por ejemplo, en mecánica de precisión que 

requiere hacer cálculos muy finos." (EP-RQ) 

"Lo valoramos en la parte de teoría de números, ejemplo en séptimo 

interiorizarles el concepto de número ñatural, de enteros, por qué en 

los enteros hay un orden, porgué hay una recta numérica, qué quiere 

decir la recta numérica. Y ahora abordarlo por medio de un proble

ma." (EP-SR) 

"Según el nivel yel área de funcionamiento, como conceptos geométri

cos, conversiones de fracción a decimal y su clasificación según el 

comportamiento deci~al,_para clasificar números según los conjuntos 

numericos." (EP-MAG) 

"Cuando yo empiezo a dar clases y tengo que hablar que Q es un con

junto denso ahí es donde yo digo: ¿cómo les e~plico esto? Uno explica, 

pero también uno cae en el asunto de explicárselo muy somero. En la 

secµn_daria hay que acogerse al temario porque hay cosas más imp9r

tantes en qué enfocarse como el asunto algebraico, por ejemplo. 

Que ellos vean que los naturales es un subconjunto en los enteros. 

Curricularmente, ellos nada más dicen defina JR, como la unión de los 
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racionales con los irracionales ... nada más. Pero esa unión no es tan 

sencilla si uno tiene que recordarle a ellos que todavía los enteros no 

es denso como los racionales. Esa parte ahora se ha borrado un poco, 

sin embargo yq siempre les digo a ellos cuando se ven racionales." 

(EP-SUV) 

Como puede notarse, el énfasis de los docentes citados se da en los conjuntos 

numéricos y sus propiedades, en donde destaca la densidad del conjunto de los 

números racionales Q en el conjunto de los números reales: entre dos números 

racionales siempre habrá otro número racional. También resaltan las divisiones o 

fracciones con denominadores grandes, que tienden hacia infinito en magnitud, 

y cuyos recíprocos tienden hacia cero. Se destaca lo mencionado por De León 

(2014), en que los docentes dan protagonismo a los números racionales porque 

calcularlos resulta más sencillo, y los números irracionales en la enseñanza de

penden de aproximaciones racionales, de ejemplos históricos comunes sin justifi

cación del por qué son irracionales y prevalece la falta de reconocimiento o cons

trucción de números ir.racionales por otras vías que no sean las de la definición 

por medio de la expansión decimal no periódica infinita. 

En cuanto a la resolución de problemas y el trabajo en el aula, los docentes ex

presaron la importancia de asociar los temas a situaciones del entorno inmediato, 

~sf como tener claros ciertos conceptos matemáticos relacionados con el infin~to: 

"La mayoría de las veces son situaciones sencillas, que con un poco 

. ' _ .de pe:•samiento se le llega a la solución, pero igual son pocos los es

tudiantes lqs que contestan, la mayoría ·~spera o que ~e les diga o bien 

que conteste otro." (EP-HUM) 

"1-'roblemas que involucran el conteo de números. Por ej~mplo cuan

do se estudian sucesiones, y se hacen casos también como· tablas de 
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valores en la función lineal. También se habla de los viajes espaciales 

y la distancia que pueda recorrer hacia una dirección determinada (no 

hacia un sitio) . Por otra parte cuando se trabajan fracciones la dif~ren

cia entre la forma aproximada y la exacta de un número con expan

sión decimal periódica. También cuando se habla de intervalos, sea de 

tiempo, temperatura, económico, etc. Casi todo basado en la solución 

de problemas, basado en experiencias de los mismos estudiantes y su 

relación con el entorno." (EP-HUM) 

"Si te trabajan conjuntos numéricos por ejemplo, se debe tener claro el 

concepto de antecesor y sucesor, el concepto de conjunto y la diferen

cia entre conjunto finito e infinito. En geometría, se debe diferenciar 

simbólicamente los conceptos de segmento, rayo, recta y semirrecta, 

así como el de plano o semiplano. En la conversión de fracciones a 

decima~es, es importante enfatizar en un proceso de división comple

to, donde se visualice el comportamiento de los decimales y el mismo 

estudiante saque sus propias conclusiones." (EP-MAG) 

"El programa en décimo habla del tema de interpolación y de aproxi

mación de curvas que se aproximen de manera lineal y otras. El estu

diante debe dar ese salto del análisis, de la intuición, del razonamien

to. yer los números no !=Orno algo frío! sino que puedan cuestionar." 

(GF2-REQ) 

Los docentes, refiriéndose al planteamiento de enseñar conceptos ligados con . 

el infinitó de manera intuitiva señalaron que 

"El concepto del infinito a través del tiempo en la etapa secundaria, 

cieo yo, se ha dejado de lado muy a lo intuitivo de la persona, sin que 

para el estudiante resulte ni práctico y provechoso, lo que hace que la 
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construcción de este concepto sea únicamente para explicar ciertas si-

tuaciones que no se pueden manejar de manera concreta." (EP-HUM) 

"Ok, casi que uno desde sétimo año comienza a intuir en ellos el con

cepto de por lo menos números infinitos, o el concepto de números 

reales, enteros, que hay infinitos números dentro de otros; pero pro

piamente el concepto no se da como tal, sino que se involucra en cier-

tos temas." (EP-KEN) 

- o 

"La experiencia es desde el punto de vista intuitivo, es un concepto 

que, aunque no podemos verlo ni tocarlo, existe. Ejemplo, las raíces de 

cualquier orden, decimales para raíces, por ejemplo Vi, multiplicar un 

número por otro, se da cuenta que no va a terminar, y es un proceso 

manual que no termina; el concepto de infinito está ahí pero no lo 

podemos palpar." (EP-REQ) 

« 
En el Programa de Estudios de Matemática se menciona con respecto al nivel 

de undécimo añ.o que "el concepto de infinito no se introduce formalmente en 

este nivel educativo, sin embárgo para la construcción y el estudio de gráficas 

se puede expresar de manera intuitiva su sentido." (MEP, 2012, p. 414). Esta cita 

debe comparars~ con la noción de infinito que planteaba el programa anterior, es 

de~ir, el del año 2005, el cuql expresa lo s~guiente: "la presentación de los concep

tos de "_denso", "continuo;', "infinito", "completo" de los conjuntos numéricos, 

solamente se introducirán en forma intuitiva. Se debe basar en el concepto intui

tivo más que en la definición. Por ello, su evaluación se realizará en el proceso y 
' 

con base en ejemplos." (MEP, 2005, p.'48) 

Con respecto a lo anterior, el Dr. Zamora señaló lo siguiente, diferenciando los 

dos enfoques presentados en cada progni.ma: 

"hay una disonancia entre el infinito al que se refieren. El del 2005 es 

más conjuntista, más de tamaño, en el otro (2012) tiene que ver con el 
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concepto de límites y gráficas, de crecer y crecer indefinidamente. El 

problema es el de tratarlo de manera intuitiva." (CE-R) 

En los antecedentes de esta tesis se mencionó que las investigaciones de Bel

monte y Sierra (2011) evidenciaron que la idea intuitiva del infinito era conflictiva 

y que los modelos tácitos surgían a raíz de ello, genera contradicciones internas 

que se exteman por medio de respuestas incoherentes, lo cual coincide con lo 

expresado por el experto consultado. Para Belmonte y Sierra (2011) el concepto 

de infinito no se define explícitamente en el currículo español, y se ha de señalar 

que tampoco en el currículo costarricense, tal como se ha podido evidenciar en 

las citas del programa de estudios vigente. 

Al momento de. trabajar con diversos temas asociados al concepto de infinito, 

los docentes revelaron dificultades como falta de tiempo, muchos contenidos que 

no se pueden abarcar, falta de interés del estudiantado en los temas, despn~ocupa

ción de los docentes, influencia de la zona en d~nde laboran y el tipo de población 

con la que tratan, cambio de programa de estudios de matemática y la forma de 

evaluar los contenidos y habilidades, al igual que no saben con exactitud cuáles 

temas están vinculados con la noción de infinito: 

"Con los nuevos programas, no he tenido que abordar el contenido 

como tal. Vamos a ver, no ubico ni siquiera (siendo muy honesta) en 

· q~e parte del programa ha~ría que tratar el concepto como tal. No sé 

si usted me dice que está en sétimo, octavo ... no sé si por ejemplo es 
. . 

una intuición que se debe venir c·onstruyendo intencionalmente desde 

la escuela, lo que-.no sé digamos si viene tan explícito. Casi, casi me 

atrevería a afirmar que tan bien viene como algo intuitivo." (EP-AV) 

"La falta de interés del algunos docentes y de los estudiantes, hace 

que no se preocupen mucho por formalizar, o por lo menos, la de 
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generalizar de manera más detallada este concepto tan importante." 

(EP-HUM) 

"En la zona donde trabajo se hace difícil profundizar cualquier tema, 

ya que de lo contrario no se logra completar el programa. Aun así mu

chas veces no se logra la abordar la totalidad del mismo. ( ... ) trabajo 

en dos instituciones que cuentan con una población estudiantil total

mente diferente una de la otra, lo cual me obliga a trabajar y evaluar de 

maneras muy diferentes, a ritmos muy diferentes :f"los alcances varían 

considerablemente. He compartido mi experiencia con compañeros de 

diferentes lugares del país y en algunos casos son similares y en otros 

(muy pocos por cierto) los resultados se acercan a las expectativas del 

MEP." (EP-MAG) 

':Hasta ahora estoy recibiendo estudiantes que han venido con el pro

ceso y ahorita que los tengo en sétimo no me ha ~astado la idea de 

empezar con un problema, en cambio los estµdiantes qué yo.tuve ha

ce cuatro años de cuarto año o de sétimo que me entraban éra un pro-

blema porque no lograban hacer eso. Siento que el cambio fue muy 

radical en el MEP. No ha sido un aprendizaje solo para ellos, para uno 

también:'' (EP-SR) 

. 
"En realidad uno termina viéndolo muy ralamente, apenas lo que uno 

necesita para que ellos sigan a lo dem~~- Y las_pocas veces, he h~c!to el 

intento, y han sido pocas porque mi experiencia me ha llevado~ ver 

que no puedo profundizar mucho porque pierdo él interés de ellos 

muy fácilmente. ¡Era para eso! Así le dicen a veces a uno y está la 

limitante del tiempo. 

En los primeros años de experiencia sí lo intenté cuando uno les habla 

de R, yo siempre les menciono los complejos. Me dicen: No profesora, 
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déjelo ahí. Inclusive ellos me dicen a veces que uno como que empieza 

a volar, porque hay tanto conocimiento que uno tiene que uno quisiera 

que ellos tuvieran ... 

' 
Los estudiantes quieren lo necesario, lo que necesitan para aprobar el 

ail.o y punto." (EP-SUV) 

"No, porque me avoco a lo que nos piden en el programa, crear ideas 

"de intuición para el estudiante, no ha sido un tema que me interese 

mucho a mí." (GF2-REQ) 

"El programa es muy diverso en varias areas y hay poco tiempo para 

pasarde un tema a otro.( ... ) Hay compañeros que dicen que hay temas 

que nunca más se vuelven a ver y por eso no los dan, por ejemplo de 

noveno, y que en décimo y undécimo no aparecen." (GF2-REQ) 

En él Ptograma de Estudios de Matemática del MEP (2012), el infinito aparece· 

ligado a-otros conceptos (conjuntos_infinitos, expansión decimal infinita, asínto

tas, espacio muestra!, funciones re_ales de variable real, cantidad de soluciones de 

una ecuación, intervalos reales). ·Los docentes hicieron hincapié en que se debe 

en~eñar de forma intuitiva lo que corresponde al infinito, sin una formalización 

del concepto, tal como en el documento oficial se indica. 

Se concluye-en~onces que el MEP (2012) no define el concépto de in~inito 9ue 

se utiliza en el currículo, sino que opta p~r la vía de la énseñanza tácita del con

cepto, de forma intuitiya, no formalizada, quizás en aras de evitar que -los estu

diantes entren en algún tipo de conflicto cognitivo. Sin em_bargo, considerand? el 

uso de la historia de las matemáticas como uno de los ejes disciplinares del pro-

grama de estudios, y agregando a esto, el método historico-crítico de la episte

mología genética, es fundamental que se -evidencien las dificultades enfrentadas 

por los matemáticos al encontrarse con el infinito. 



114 CAPÍTULO 5. ANÁLISIS DE RESULTADOS 

5.3. Aspectos didácticos <lel infinito matemático 

Con respecto al infinito en la matemática escolar, Lestón (2011) menciona lo 

siguiente: 

El infinito es un concepto que a lo largo de la historia atrajo. a pen

sadores de diversas áreas del conocimiento por las dificultades en su 

tratamiento y abordaje científico y didáctico. Al incluirlo en la cien

cia provocó numerosas paradojas y contradicciones que hicieron que 

durante siglos no fuera posible un tratamiento formal del mismo. Sin 

embargo, difícilmente podríamos en la actualidad trabajar ciertos con

tenidos en el aula de los distintos niveles educativos, si no habláramos 

de este concepto. (p. 6). 

Se indica que el trabajo en el aula inyolucra el uso del concepto del infinito. 

Concerniente a esta realidad, en esta investigación se evidenciaron diferentes es

cenarios. En uno de ellos, al consultar acerca de los conocimientos previos para 

que se construy9 el concepto de infinito en el aula, los docentes expresaban que 

no saben cómo hacerlo, debido a que no tienen claro a qué se refiere el infinito 

matemático: 

"Para mí es la.intuición que se trae· de ese concepto, que casi se -crea 

(ahora que lo pienso) de una manera casi inconsciente." (EP-AV) 

"Honestamente, no tengo clara cuál debe ser la concepción de infinito 

que yo debería transmitirle al est~diante. Esta es la primera vez que 

me siento a pensar sobre el concepto de infinito y si yo realmente tengo 

clara la cuestión de qué es el infinito, hablando matemáticamente. Y si 

yo no tengo ni siquiera esa claridad, pienso que es difícil ubicar cuáles 

van a ser esos contenidos previos para ese concepto." (EP-AV) 
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En un segundo escenario, como el concepto de infinito no es un conocimiento 

específico del plan de estud10s, no hay estrategias didácticas para ir adquiriendo 

la noción, salvo algunos espacios donde se accostumbra realizar pleanarios con 

los estudiantes acerca de las experiencias previas asociadas al infini[o, tal y como 

lo expresó uno de los docentes entrevistados. 

"Primero que nada, ver qué significa infinito en sí, o sea qué dice la 

Real Academia. ¿En dónde hu.r.. escuchado ellos el término infinito? 

Si ha sido en la casa, en la escuela, con algún familiar, en qué lo han 

visto." (EP-SR) 

Otra de las docentes indicó que en diferentes temáticas se debe crear un pen-

samiento positivo, e inclusive recurrir a la imaginación. Más allá de incentivar 

al estudiantado considerando el eje de creencias positivas de la Matemática pro
f 

puesto en el programa de estudios actual, el que ensefi.a también debe manifestar 

ese gusto, como sucede con el caso del infinito . 

"Utilizar más la imaginación, no ser tan apegados a lo concreto. Para 

eso se necesita que la persona se pregunte más acerca de sí misma y se 

pregunte sobre su entorno, no ser tan conformistas. Por otra parte, que 

traten siempre _de ver más allá de las cosas e_videntes y buscan maneras 

nuevas de ha~er las cosas, o por lo menos de.hacerlas mejor. Eso -es 
.. 

parte de crear un pensamiento positivo qu~ permita la adquisición de 

nuevos conceptos, entre ellos el d·el infinito." (EP-HUM) 

En un tercer escenario, para enseñar temas que incluyen el uso del infinito, 

los docentes entrevistados recurren a diversas propuestas. Una alternativa está 

relacionada con la noción de lo ilimitado, de aquello que no acaba por más que la 

persona quiera intentarlo. 
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"El ponerlos a pensar en cualquier número y que otro compañero diga 

otro más grande, y luego otro y luego otro, hasta que ellos se cansen." 

(EP-ANAV) 

Otra alternativa es el uso de las TIC's en el aula a través de Geogebra para las 

graficaciones de funciones reales de variable real y elementos que las describen, 

así corno las rectas asíntotas; también utilizan calculadoras científicas y calcula

doras en intemet, o información extraída de páginas web y medios digitales de 

información: 

"Creo que hay que prestarle atención cuando uno intenta hacer una re-

presentación gráfica del infinito, (usar flechillas) porque parece inocen

te pero realmente no lo es, por ejemplo, porque cuando usted usa un 

software y el software no usa las flechas, eso en algunos ·casos al es

tudiante se le genera un conflicto cognitivo, y quizá uno lo da pbr, lo 

obvia, lo pasa por alto y quizá eso es una expresión de_ que ese con

cepto no está lo suficientemente claro. Que el estudiante entienda que 

la representación gráfica siempre va a ser uoa representación limita

da porque no puedo realmente representar al infinito de una forma 

concreta." (EP-AV) 

"Por ejemplo, ahora que vernos los irracionales_ lo~ estudiantes pre~ 

guntan-que corno saben cuál es ef número que sigue, o corno sabernos 

los profesores que ese número es infinito y que no tiene-repetición. 

Les darnos el ejemplo de n, existe una máquina que está calculando 

los dígitos de n, contarles sobre el libro de arena, ejemplo del libro ge 

unas enumeraciones enorme, ejemplo del saco, trate de sacar el mis-. - . 

rno número. La idea de imposibilidad es la idea que lo sumerja más. 

Generalmente, hago grupos de papás de estudiantes y entro a YouTu

be de video que hablen del terna que traro esa semana. El problema 
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es que los estudiantes ni siquiera lo ven ni les dan la información, los 

ven, pero no los entienden, los busco los más elementales posibles." 

(?P-DAM) 

"Uso Geogebra para que vean las asíntot_as en las gráficas, o las ramas 

de las parábolas, si las definiciones en lR, límites hacia el infinito, limi

tado a intervalos, raíces limitadas a dos o tres decimales para trabajar-

las; uso la calculadora para expansiones decimales infinitas pc•iódiefl.s 

o puras, irracionales no se pueden representar en la calculadora. Han 

servido esas que mencioné anteriormente, la parte visual sirve mu-

cho para asíntotas. Al estudiante le llama la atención en décimo. En 

noveno tratar de sacar una raíz, se hace una única vez y luego con 

la calculadora. El infinito como tal está en todos esos números." (EP-

REQ) 

"Entonces yo les digo: ustedes sabían, o busquen, busquemos en Goo

gle. Saquemos cuál es el último número ... y claro, sale un chorro y 

dicen: ¡Profe, eso es grandísimo! Y aun así todavía no he encontrado 

que ... el último valor. Pero eso es enorme, cómo lo va~1 a escribir." 

(EP-SR) 

117 

Cabe destacar que los docentes señalan las limitaciones del software que uti-
- . 

lizan al exponer temas relacionados con el concepto de infinito~ limitaciones que 

a la larga pueden resultar en obstáculos epistemológicos, como ~o es creer que - · 

si no hay punta Cl.e flecha en una gráfica de una función, entonces esta es fini-

ta; o que las aproximaciones de números irracionales en la calculadora los hacen 

aparentemente números racionales. 

Como alternativa también se exponen temas relacionados con el infinito a 

través de la historia de la matemática, aunque sea de manera superficial. 
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"No se puede extender uno mucho sino nada más dar una pincelada 

sobre la historia y en algunos casos yo procuro referir con historia de 

matemáticos _donde se haya mencionado, ejemplo la expansión de los 

números, que por qué se utilizó, que quién fue que lo vio, realmente 

a los de sétimo año que es a los que más les llama la atención cuando 

uno les habla sobre historia, más que les pongo toda dramática y les 

digo que a alguno de los de la escuela de Pitágoras el que comenzó a 

ver sobre los números irracionales." (EP-SR) 

En un cuarto escenario, una de las docentes expresó una combinación de las 

alternativas expuestas anteriormente, e incluso otras formas. Se destaca la refle

xión que realizó, porque acepta que no han sido suficentes las estrategias para 

ampliar la hoción del infinito. 

"Tal vez preguntas concretas: De aquí a la pulpería, de aquí a pa

sar el océano, o de aquí a ... O la noción de infinito también la ve

mos en (bueno, a mí me fascinan los atardeceres), alguna imagen en 

la parte didáctica, ahora que son las imágenes tridimensionales en el 

WhatsApp, utilizar la imaginación y las cuestiones tecnológicas en lo 

que se pueda, en lo que yo pueda encontrar. Sin embargo, esta recta 
. . 

puede pasar el Universo, ¿qué sigue después del Universo? Siento que 

me he quedado corta con las propuestas." (EP-SUV) 

Considerando los cuatro ·escenarios descritos, cabe· preguntarse si la noción 

del infinito se está presentando, aunque sea de manera intuitiva, tal y como lo . . 

expone el Pro~rama de Estudios de Matemática. Esta respuesta requiere de la 
' . 

especificación de lo que se entiende por intuición en Matemática, para lo cual 

Gómez-Chacón (s.f.) hace referencia y menciona que "tenemos intuición porque 

tenemos representaciones menta~es de los objetos matemáticos"(p.30). Sin em

bargo, se atribuye en muchas ocasiones que una persona piense intuitivamente 
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como algo opuesto a lo riguroso, que sea visual o convincente; inclusive, que esté 

inspirado en un modelo físico. 

Gómez-Chacón (s.f.) comenta que es_necesario educar en la intuición. Al res

pecto, Guzmán (1991) dice que "la intuición no se debe concebir como una es

pecie de regalo arbitrario de las musas. La intuición se puede cultivar activa~ 

mente"(citado en Gómez-Chacón, s.f., p.31). Se recomiendan algunas pautas pa

ra educar en la intuición: prepararse para recibir la intuición, dejar a un lado la 

convicción y tratar activamente de oír los mecanismos mentales no conscientes 

que poseemos. Es decir, para la acción del docente es necesario trabajar con los 

estudiantes las creencias que tienen sobre la .intuición. Y, en el caso de este tema, 

se requiere conocer cuáles son las intuiciones que poseen asociadas al infinito. 

Pareciera que la interpretación que se tiene de lo intuitivo del infinito por 

parte de los docentes entrevistados corresponde- a U1:1 desconocimiento de lo que 

implica trabajar nociones formales en el ámbito escolar con el fin de avanzar en 

los diferentes tópicos de un programa de estudios. Gómez-Chacón (s.f.) expre

sa que "al utilizar la intuici~n percibimos de forma activa nuestras impresiones, 

las registramos, las interpretamos y, por último, las integramos con el resto de 

los procesos mentales. La intuición es un proceso muy riguroso. Un proceso que 

necesita de una instrucción." (p.31). 

En la conv~rs.ación con expe~tos se destacó el papel preponderante de las in

. tuiciones con.respecto al infinito, pero expresan que el docente debe_ conocer la 

formalización, precisamente para que tenga mayor claridad al momento de trans

mitir las intuiciones del concepto. 

"La intuición es esencial para entender los conceptos matemáticos. De 

la intuición surge la formalización, para el ciudadano común el con

cepto intuitivo es más relevante, pero es importante que un profesor 

tenga la formalización. La intuición no es suficiente, por ejemplo 1/oo 
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puede ser muy problemática para un estudiante para entenderlo. Que 

un estudiante entienda la intuición de infinito es genial, pero sobre 

todo a nivel colegial." (CE-R) 

"Cuando uno tiene' que transmitir una idea intuitiva pero no tenés la 

idea adecuada para dirigir, si no hay claridad, la intuición vacua pue

de ser peligrosa ... Los profesores deberían tener más claro el concepto 

para transmitir intuiciones claras. " (CE-S) 

A pesar de que este estudio se enfoca en el impacto que tiene en la educación 

secundaria, se procura alertar de lo siguiente: un descuido de cómo se concibe el 

infinito estriba en mayores dificultades al momento de llevar cursos universita

rios. Se coincide con la opinión de Marín (2014) cuya posición es la siguiente: 

Creo que por la falta de precisión en la enseñanza del concepto del 

infinito es que resultan la mayor parte de los problemas para los estu

diantes de cálculo a la hora de aprender numerabilidad y no numera

bilidad, cardinalidad, .convergencia, continuidad, etc. (p.120). 

En cuanto a los aspec_tos didácticos, se destacan algunos esfuerzos que se lle

van a cabo para presentar al infinito" en el desarrollo de _diferentes temas ma

temáticos,- visto~ más como una propiedad, por ejemplo: conjunto infinito, in

tervalo.infinito o expansión decimal periódica infinita; lo que se plantea está en

fundón del conocimiento matemático correspo:r:idiente al Programa de Estudios, 

vinculando que se considera el uso del infinito d_e manera int~ütiva. Al contrastar 

con lo que está descrito por algunos autores o con la opinión de los expertos, la 

intuición no debe descartarse pero debe valorarse ·9e manera diferenté a cómo ha 

sido concebida hasta el momento. 

Para el cierre de este apartado, según lo indicado" por Crespo (s,f.), en cuanto 

a la intuición, "El profesor y el maestro han de estar enterados de su importancia. 
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Conociendo los alcances y peligros de la intuición, podrán orientar sus métodos 

didácticos". (p. 86). Es decir, se incentiva para que se reflexione cómo hacer una 

presentación intuitiva, pero con la acepción que le corresponde y no de _forma 

vaga o imprecisa. 

En las experiencias didácticas los docentes hacen uso de calculadoras o soft

ware para mostrar expansiones decimales de números irracionales o realizar apro

ximaciones de estos; también realizan gráficas de funciones y destacan que el 

estudiantado tiene problemas al momento de identificar si una gráfica de una 

función es acotada o no, debido a que no comprenden el uso de las flechas en los 

extremos de la gráfica. Los docentes indican que a los estudiantes se les dificul

ta el manejo de los intervalos reales en cuanto conjuntos numéricos, porque no 

determinan si un número real que no es racional pertenece o no a un intervalo 

dado, y de ahí también que presenten dificultades al trabajar con inecuaciones, 

ya que el conjunto solución, en general, es u"n intervalo real. Los docentes sefi.alan 

que la historia es muy importante para el desarrollo del concepto de infinito, pe

ro que en sus lecciones no pueden abarcarla por falta de tiempo, aunque instan 

a los estudiantes a que busquen por cuenta propia, y como casos concretos, que 

averigüen acerca del uso de números demasiado grandes. 

-Los docentes han utilizado el teorema de Pitágoras con la regla y el compás 

para ubicar números irracionales algebraicos en la recta numérica,- también utili

zan la espiral de Teodoro. Otro r~curso que han_implementado es la bisección de 

un segmento finito, pues así representan la densidad del conjunto de los núme

ros racionales y la idea de que entre dos números racionales siempre habrá otro 

núme¡:o racional. 

Cabe resaltar que los docentes se enfocaron-en el área de Relaciones y Álgebra

del programa de estudios en cuanto al uso y conceptos asociados con respecto al 

infinito malemático, y que no hicieron mención alguna, en las entrevistas ni en los 

grupos focales, de ejemplos como la infinitud de números primos en el conjunto 
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de los números naturales, o del infinito en el área de Geometría o de Estadística 

y Probabilidad. Se infiere entonces que el concepto de infinito matemático tiene 

mayor relevancia para los docentes que participaron en este estudio, en los temas 

de conjuntos numéricos y funciones. 

Los expertos consultados coinciden en que, tanto en el colegio como en la uni

versidad, el infinito se da de manera informal y que existe un uso meramente 

operacional de dicho concepto, e insisten en que los profesores deberían tener 

formalizado el concept0 r~r~ poder trabajar con intuiciones claras al momento 

de enseñarlas a los estudiantes. Diferencian entre un infinito de crecimiento y un 

infinito conjuntista o de tamaño. Señalan que la intuición es necesaria pero no 

suficiente. Acentúan que el concepto formal de infinito matemático es contrain

tuitivo y hasta puede parecer falso a quien lo vea por primera vez. 

Entre las experiencias de los docentes que se registraron destacan que, cuando 

se debe realizar un conteo l se llega a una cantidad ilimitada, o fuera de las po

sibilidades de hacer mención de _un ~úmero, entonces el concepto que resulta un 

"comodín" es el infii1ito. Según varios profesores, aceptan que trabajan el infinito 

como si ya los estudiantes lo conocieran, tal y como se destaca con el caso de una 

de las profesoras: "Usualmente estoy dando, hablando de_ funciones usando R, 

usando en mi lenguaje, en el lenguaje normal ese término infinito. Asumo _que 

mis estudiantes entienden, que nos entendemos mutuamente cuando hablamos 

de infinito, entonces no ha sido algo que ~s objeto de discusión, o sea, lo usamos 

el término y Y?" (EP-_AV). 

Las experiencias de los docentes participantes, por tanto, fueron de gran im

portancia en cuanto al concepto de infinito matemático, pues pone en contexto 

las prácticas y los quehaceres didácticos que se realizan en el aula en torno a una 

noción que, históricamente ha sido difícil y así lo evidencian también las investi

gaciones presentadas en los antecedentes de esta tesis (Waldegg (1996), Villabona 

y Roa (2016), Vera, Pinilla y Roa (2010)). Es por esto que el aporte de la construc-
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ción del número y del infinito según Piaget adquiere su valor en cuanto a que 

explica dificultades de enseñanza y aprendizaje de estas nociones desde la epis

temología genética, la cual establece que los conocimientos matemáticos tienen 

una génesis y una evolución en el sujeto cognoscente, y que las teorías didácticas 

de la matemática han denominado como obstáculos epistemológicos, conflictos 

cognitivos1 y otros . 

5.4. Acercamiento al constructivismo piagetiano 

Uno de los principios del constructivismo que apoya el trabajo didáctico es 

"la concepción piagetiana de que un sujeto construye la información a partir de 

sucesivas aproximaciones" (Barriga, 1998, p . 131). De manera similar a la cita an

terior, las ideas extraídas de las entrevistas realizadas a los docentes con respecto 

al constructivismo son las siguientes: 

• La persona va modificando su estructura cognitiva a partir de experiencias 

· ·de aprendizaje. 

· • Por medio del trabajo propio, manipulación y relación con el entorno cons

truyo el conocimiento. 

• Interiorización del concepto en sus propias palabras, no por los libros. 

• El estudiante del er:r:or puede obten·er conocimientos. 

• El estudiante utiliza ·ideas familia"re& para relacionarlas COR el concepto que 

está trabajando. 

1Rojas (2008) menciona que ei conflicto cognitivo, a veces llamado "disonancia intelectual"; 
consiste en "todas aquellas situaciones en que el alumno se enfrenta a un reto intelectual que 
de alguna manera es dis tinto de sus creencias o de lo que tenía construido. Podemos afirmar 
que estamos en presencia de un conflicto cognoscitivo cuando el estudiante duda de sus ideas 
anteriores, las cuestiona y recurre -para superar el desequilibrio que esto le causa- a una reflexión 
operatoria, es decir, abstracta, reorganizativa, mentalemflete creadora de significaciones nuevas y 
reordenadora a nivel lógico." (Rojas, 2008, p .77) 
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• El constructivismo no consiste solo en actividades lúdicas sin objetivos pre

vios. 

• Ofrecer recursos al estudiante para que pueda crear definiciones y concep

tos propios. 

• Es una tendencia o corriente pedagógica, arte de aprender haciendo, descu

briendo, aprender del error. 

Las ideas anteriores expresadas por los docentes entrevist<'ldos.evidencian que 

ellos poseen los conceptos básicos del constructivismo piagetiano como corriente 

pedagógica. 

Una de las docentes resalta que los estudiantes deben construir conceptos, 

pero guiados por el profesor: 

~Es cuando el docente guía a los estudiantes para que ellos mismos 

entiendan o construyan los conceptos nuevos, para h ~go aplicarlos 

en los temas nuevos." (EP-ANAV) 

Según los docentes entrevistados, ei constructivismo como corriente pedagógi

ca, se opone a las prácticas tradicionales de enseñanza, emancipa al estudiante y 

el conocimiento no es un conjunto de datos que deben ser absorbidos del medio 

exterior por el sujeto: 

"Para mí es la construcción del conocimiento por medio de experien

cias propias vividas. P.or medio del trabf}jo propio, manipulación y _r~

lación con el entorno, voy construyendo el conocimiento." (EP-HUM) 

"Cqnstruir conceptos a partir de diferentes actividades que uno se ha

ga, estrategias de aprendizaje diversas que no le den el contenido así, 

clases magistrales por decirlo así, sino de los juegos que hagamos, de 

las actividades que hagamos se pueda construir el conocimiento, se 

pueda construir el concepto como tal." (EP-KEN) 
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"Hay que ofrecer los recursos necesarios para que el estudiante pueda 

crear una definición propia de cada concepto, teniendo en cuenta lo 

que el estudiante sabe, sacando a relucir lo que debería de saber y. 

sacando provecho a la capacid'ad de análisis que posea cada uno de 

manera individual o colectiva." (EP-MAG) 
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En cuanto a la relación entre prácticas pedagógicas constructivistas y el pro

g:ra~a- dti estudios de matemáticas, existen diferentes opiniones en relación con 

la posibilidad de aplicarlo en instituciones públicas, pero coinciden en que el es

tudiantado se resiste a participar. 

"Con los nuevos planes el constructivismo se facilita, pero el cumpli

miento de las habilidades de cada nivel es realmente muy difícil, prin

cipalmente por el tipo de estudiante que tenemos, pues se necesita que 
1 

el grupo completo se interese en trabajar." (EP-ANAV) 

"Es u11a utopía realmente, por lo menos todavía, no tenemos ni los 

recursos y el plan es un poco sobrecargado en cualquiera de las ramas, 

tampoco se aplica en la prima~ia, más fácil trabajar el conductismo, 

uno trata de hablar del constructivismo, pero los mismos estudiantes 

se iesienten, el constructivismo, ellos lo resienten: ¿y como lo voy a 

hacer? Algún- momento lo apliqué e!l coles privados .. En públicos es 

muy complié::ado." (EP-DAM) 

Eñ cuanto al~ figura de Jean Piaget, los docentes entrev~stados lo recu~rdan 

como el padre del constructivismo, como parte de la formación inicial recibida en· 

la universidad. 

"Debo conocerlo porque sé que lo estudié en la universidad, pero 

cuando doy clases no planeo pensando en un nombre, solo en hacerme 
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entender, ya sea de manera magistral o dinámica. ( ... )Hace bastantes 

años que leí de él. Él explica la evolución de las habilidades mentales, 

lo ubica por etapas y que deben irse cumpliendo para llegar a evolu

cionar a etapas más complejas. Fundamentalmente eso es lo que hace, 

que observó mucho a sus hijos para plantear esas teorías." (EP-ANAV) 

"Es el papá del constructivismo Jean Piaget. Me acuerdo en Peda

gogía, principalmente los trabajos de él de investigación eran relacio

nados a chiquitos, no está relaCionado como a adolescentes que yo 

creo que era una de las críticas que nosotros le hacíamos. Me parece 

que él decía que un niño aprende cuando juega, y no cuando se le obli

ga, porque está incentivado, está motivado y no me acuerdo que era 

la otra cosa." (EP-SR) 

Lo que mencionaron los docentes con respecto a Piaget está acorde con lo que 

explica Socas (2000) con referencia al científico suizo: Jean Piaget fue una de las 

figuras más notables de la psicología evolutiva o teoría cognitiva y de la episte

mología del siglo X(<. Por un lapso de más de cincuenta años trabajó, junto a un 

.equipo interdisciplinario, una teoría general y original del desarrollo intelectual 

y perceptivo del ser humano. Piaget se doctoró en Biología y se interesó por la 

Psicología desde su juventud, así como por la Filosofía y la Sociología. Creó el 

métoqo c::línico mientras· estudiaba el pensamiento infantil. Las ideas centrales d~ 

Piaget se enfocaron en el problema del conocimiento y su co~strucción . Much()S 

de sus estudios abarcaron la construcción de conceptos matemáticos, lógicos y 

físicos. La influencia de Piaget en la educación se manifestó en los distintas co

rrientes constructivistas, las cuales pusieron la mirada en el pensamiento infantil 

y adolescente para revisar las didáctiéas de las diversas disciplinas del currículo 

escolar. 

En resumen, Piaget, no solo construye un edificio teórico complejo y 
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coherente sino que aporta un enfoque y una metodología nueva para 

abordar el problema del conocimiento humano. Piaget hace posible la 

construcción de una ciencia del conocimiento, la epistemología genéti

ca, que no se limita a estudiar el desarrollo individual sino que al:iarca 

también el desarrollo del pensamiento científico. (Socas, 2000, p. 372) 
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Para Piaget (1978), el infinito, en la historia de las matemáticas, presentó un 

gran desafío para los matemáticos qtie se ~nteresaron por dicho tema. El infini

to aristotélico de carácter finitista o potencial estuvo inmerso en el pensamiento 

matemático durante muchos siglos, incluso antes, en el planteamiento euclidiano 

de los números y la geometría, y hasta en el cálculo infinitesimal, en el cual va

rios matemáticos no se preocuparon por formalizarlo. Por esto, no es de extrañar 

que las paradojas del infinito como las de Zenón se convirtieran en verdaderos 

desafíos- que constantemente minaba') los incipientes fundamentos de las ma

temáticas hasta llegado el siglo XIX. 

El infinito matemático debe rastrearse en conjunto con la historia de~ 1:1.úmero, 

puesto que este también tuvo un trayecto desde los números naturales ~asta los 

números imaginarios. Los trabajos con los inconmensurables por parte de algu

nos pitagóricos evidenció que h~bía núm~ros que no eran expresables por medio 

de cantidades que·surgieran de una razón entre dos números '~mesurables" . 

Fue hasta que Georg Cantor logró aritmetizar el ·infinito y convertirlo así en 

un número, algo .que BoIZano no había conseguidÓ. Cantor construyó la teoria 

de conjuntos y con e11a la base nece_sari.a para formalizar el j!lfinito actual, y con 

esto, se dejó establecido que existe toda una jerarquía de infinitos desde el punto 

de vista ordinal. Los conjuntos infinitos son aquellos que pueden ponerse en co

rrespondencia biunívoca con un subconjunto propio, en tanto que los conjuntos 

finitos no tienen dicha propiedad. 

Para llegar a esto último, Piaget (1982) menciona que el ser humano, al cons-
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truir el concepto de infinito matemático, sigue la misma ruta histórica del infinito, 

pues es por medio de la abstracción reflexiva que puede lograr culminar en una 

construcción del infinito actual, libre de las ataduras de la intuición y de la abs

tracción empírica. 

El número entero, al ser la síntesis entre los esquemas de clasificación y los 

esquemas de seriación, evidencia que dicha noción no proviene de los objetos de 

la realidad, sino de la coordinación de las acciones del sujeto cognoscente, siendo 

así el número una construcción propia del individuo. 

Con el infinito potencial el sujeto va más allá del número finito, pues el acto 

de contar se vuelve meramente virtual, ya no necesita del apoyo de los objetos 

materiales, sino que las acciones se llevan a cabo únicamente en el sujeto. Pero 

sucede que el individuo, al poseer un fuerte arraigo al finitismo, acepta el infinito 

potencial en su estructura debido a que no entra en conflicto con sus esquemas, y 

por tanto, con la estabilidad del peJ!samiento que posee en determinado momen

to. Así que si existen desequilibrios, estos solo son aparentes y puede evitarlos, 

como por ejemplo, que la suma de infinitos términos siempre darán un resultado 

infinito, o de que el conjunto de los números pares es de menor tamaño que el de 

los números naturales, puesto que la lógica finitista le indica que el todo es mayor 

que sus partes. 

Solamente por medio de la abstracción reflexiva se lle':'ª é! cabo un desequili

brio en las estrueturas del pensamiento y se puede reequilibrar y estructurar para 

alcañzar un nuevo estado de equilibrio, y esto explica por qué el infinito actual, el 

que representa la totalidad, sin el acto de contar, no es asimilado por los sujetos: 

atenta contra el equilibrio finitista y contra todo aquello que el sujeto consiqera 

intuitivo y exento de comprobación. 

El infinito actual es contraintuitivo. Es un infinito acabado, y es el que repre

sel}.ta los tamaños de conjuntos infinitos. Una cosa es decir que el conjunto de los 

números naturales tiene infinitos elementos porque se pueden seguir agregando 
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elementos y otra es decir que dicho conjunto es infinito porque se puede poner en 

correspondencia biunívoca con el subconjunto de los números pares. Al momen

to de arit~etizar el infinito, se conservan algunas propiedades de los números 

finitos, pero existen propiedades de carácter cualitativo que ya no comparten con 

los enteros, por ejemplo, al sumar,\+,\ = 1\. 

Verdades aparentemente absolutas como que 7 + 5 = 12 tienen una génesis en 

los niños, y para ellos no es una verdad autoevidente, sino que es consecuencia 
- ,, 

de la síntesis entre los esquemas de clasificación y seriación. Pero sucede que con 

el infinito aritmetizado la clasificación y la seriación dan paso a la cardinación 

y la ordinación, separadas y siguiendo sendas que dan paso a operaciones cada 

vez más complejas y alejadas de toda comprobación empírica. Allí el todo no 

es mayor q11e sus partes, tampoco es cierto que haya conjuntos que puedan ser 

contados con el infinito de los números naturales. 

En la conversación con expertos se destacó que se necesita de la forma1ización 

del concepto para poder ofrecer intuiciones más claras, más adec~adas, inclus·o, 
. 

intuiciones correctas. Más allá de la formalización está la comprensión del con.: 

cepto de infinito por parte de los docentes, pues desempeña un rol fundamental 

al momento de enseñarlo. Al respecto, Perkins (2003) menciona lo siguiente: 

·"presentamos tres metas indiscutibles de la educación: la retención, la 

comprensión y el uso activo del conocimiento. La comprensión desem

peña una función central en está tríada. En primer lúgar, porque las 

cosas que se pueden hacer para entender mejor un concepto sqn las 

más útiles para· recordarlo. Así, buscar pautas en las ideas, encontrar 

ejemplos propios y relacionar los conceptos nuevos con conocimientos 

previos, por ejemplo, sirven tanto para comprender como para guar

dar información en la memoria. En segundo lugar, porque si no hay 

comprensión es muy difícil usar activamente el conocimiento. ¿Qué 
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se puede hacer con los conocimientos que no entendemos? " (Perkins, 

2003, p.3) 

La comprensión de cualquier concepto matemático implica haber realizado 

abstracción reflexiva, lo cual es la toma de conciencia de la operaciones que in

volucran las distintas representaciones y usos del concepto, lo cual significa re

conocer las dificultades de diversa índole que podría atravesar el estudiante, y 

para ello el docente debe comprender más que repetir conceptos que aún no ha 

reflexionado en la enseñanza del infinito matemático. 



Capítulo 6 

Consideraciones finales 

Con base en los capítulos anteriores se destacan las siguientes reflexiones en 

esta investigación: 

• El infinito debe tener un tratamiento especial en el aula. Los docentes entrevis

tados y en los grupos focales coincidieron en que es un concepto ql1e se 

ve superficialmente y que las estrategias empleadas para la enseñanza de 

conceptos ligados a esta noción no son suficientes para la comprensión de 

dicho~ conceptos. No hay una diferenciación entre infinitos, ya sea en su 

versión clásica "potencial versus actual" o en su versión de cardinalidad de 

conjuntos (potencia de los naturales versus potencia del continuo). El tra

tamiento del que se habla <lepen-de, según los expertos consultados, de la 

comprensió~ del infinito matemático que tengan los docentes que e_nseñan 

contenidos y habilidades relacionadas con dicho concepto. Así, cuando los 

-docentes recurran a ejemplos reales o metáforas, deben distinguir a qué ti

po de infinito (potencial o actual) se refieren. El uso de TIC's para enseñar 

conceptos relacionados con el infinito enriquece y hace más dinámica la re

presentación geométrica o algorítmica del infinito, pero también posee sus 

limitaciones en cuanto a visualizar tendencias hacia el infinito o la visuali

zación de dígitos en la expansión decimal de un número real. 
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• Hay que considerar la transición entre el colegio y la universidad. En los cursos de 

cálculo el infinito se ve como un comportamiento, un proceso que va más 

allá de agregar elementos de forma potencial. Con~eptos como sucesiones, 

series, límites, derivad~$ e integrales, por mencionar algunos, requieren de 

procesos limítrofes, los cuales son posibles gracias al infinito actual. Se en

tende que el MEP plantea la palabra "intuitivo" como un acercamiento in

formal de un concepto matemático y, desde esta perspectiva, los expertos 

recomiendan que los docentes hagan un uso de las intuiciones de manera 

reflexiva y teniendo clara la formalización, al menos desde lo elemental, del 

concepto de infinito y los distintos conceptos que lo involucran, los cuales 

en cantidad no son pocos en el campo de las matemáticas universitarias. Es 

más: en los cursos universitarios de cálculo el iRfinito es una noción clave 

para el desarrollo teórico de los contenidos que ahí se imparten. 

• ~a dificultad para comprender algunos conceptos tiene relación con la co111pre1~sión 

del concepto de infinito. Los docentes entrevistados y los de los grupos focales 

coincidieron en que los ·intervalos reales son un ejemplo claro en el que un 

concepto no es compr~ñdido plenamente si no se reflexiona previamente 

sobre el infinito matemático. Dicha ·dific~ltad, que radie~ en la naturaleza 

de conjuntos con potencia del continuo, se transfiere a las operaciones con 

conju.ntos que se realizan con los intervalos reales, c;omo son la unión, inter

sección o complemento. Tambi~n las dificulta?es son más notables· cuando 

se d~finen funciones reales de variable real con intervalos reales como do

minios y sus respectivos conjuntos imágenes. Q_tro concepto fundamental es 
. . 

el de número real, pues la definición por expans~ón decimal se ve seriamen-

te afectada por los truncamientos de los números· ya sea en las calculadoras 

o por los algoritmos (como el de la división euclidiana generali~ado para 

los reales) llevados a cabo para calcular dichos números. 
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• El aporte de Piaget ayuda a comprender por qué es difícil entender el concepto de in

finito. Piaget hace un énfasis especial en que los conceptos lógico-matemáti

cos tienen una génesis y una evolución dentro de la inteligencia del suje~o. 

El análisis histórico-crítico y el psicogenético revelan que las dificultades en 

la construcción y consolidación de estructuras cognitivas estables depende 

de las perturbaciones o desequilibrios que a la larga robustecen dichas es

tructuras. Las perturbaciones provienen de distintas fuentes, como lo son 

el entorno social, el medio ambiente y el organismo del sujeto. El análisis 

histórico-crítico permite conocer cómo el concepto de infinito evolucionó a 

lo largo de los siglos y su formalización iniciada en el siglo XIX con el ma

temático Georg Cantor, y así compararlo con la senda de construcción del 

infinito que se sigue en un individuo determinado. En particular, el estudi.o 

de la génesis del número es el primer paso para explicar la construcción del 

infinito matemático en el sujeto cognoscente. 

• Las experiencias de los docentes invitan a la reflexión sobre cómo enseñar el con

cepto de infinito. Con Piaget se resalta la i_mportancia que tiene la formación 

de los conceptos en los sujetos desde sus primeros años de vida, y por es

ta es que las experiencias docentes analizadas son un material muy valio

so para que los docentes de matemáticas en general puedan compararlo y 

constrastarlo con sus propias e_xperiencias o _las experiencias de sus estu-
. 

diantes, ya sean personales o didácticas, principalmente. Que los docentes 

puedan recordar sus experiencias-para analizarlas y como apoyo para com

prender có~o es que conciben el concepto de infinito matemático es vital 

para una enseñanza efectiva de nociones lig-adas con el infinito, las cuales 

no son pocas en matemáticas a nivel secundario y lo son casi todas en las 

matemáticas universitarias. Si no se comprende un concepto difícilmente 

podrá enseñarse de manera efectiva en el aula; la comprensión ayudará a 
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que las estrategas didácticas sean más diversas y no tan limitadas. 

6.1. Limitaciones 

Previo al desarrollo de la investigación, se propuso un cronograma para la 

realización de las actividades. Conforme transcurrió el tiempo, hay modificacio

nes que se realizaron o actividades que se llevaron a cabo en otros tiempos a los 

propuestos originalmente porq•-1P,.precisamente, existen limitaciones. Como un 

proceso de reflexión, se enumeran aquellas que se presentaron para que también 

otros futuros investigadores tengan en cuenta varias situaciones que se puedan 

presentar. 

l. Desde el 10 de septiembre, el gremio del Magisterio Nacional junto con los 

sindicatos de profesores, se mantuvieron en huelga como una forma de 

ejercer presión para qui! no se aprobara el plan fiscal en Costa Rica. En

tre septiembre y o~tubre se hafüa propuesto realizar los grupos focales con 

los docentes; actividad que no fue realizada en los tiempo:=; propuestos por

que, conforme se contactaban a los docentes, ellos afirmabqn que estaban en 

huelga y se negaban a colaborar en la investigaeión. Esta· situación implicó 

dos aspectos: un atraso en ~l desarrollo de la investigación y una preocupa.: 

ción por no tener una cantidad de personas para ios grupos focales, confor-
. . 

me los especialistas así lo recomiendan, según la bibliografía consultada. 

2. El título de la investigación hace refe~ncia al aporte de la teoría de Piaget, 

sin embargo, él escribió una cantidad de libros y de artículos muy numero

sa. Por tanto, un aspecto que representó un reto: la delimitación de aquello 

que permitiera responder a los objetivos de la investigación. Finalmente, se 

optó por leer las versiones finales de Piaget, es decir, la visión "madura" 

de este autor, puesto que su lectura se facilitaba, considerando también que 
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esos escritos respondían mejor a los supuestos teóricos planteados por los 

investigadores. 

3. Se realizó una revisión bibliográfica de antecedentes en el país. Salvo algu-
' 

nos artículos referentes a la formalización del infinito matemático, en Costa 

Rica no se encontraron investigaciones didácticas con respecto a esta no-

ción, pero en países como México, Argentina, España sí hay disponibles va

rios artículos. Por tanto, con respecto a lo que corresponde a la investigación 

del tema en Costa Rica, no había forma de realizar comparación alguna. 

4. Esta limitación ya estaba prevista por los investigadores: leer a Jean Piaget 

es complicado. Así lo afirman diversos autores. Particularmente, Dubinsky 

(2000) menciona que."hay muchos autores que interpretan las ideas de Pia-

get; existe, en mi opinión, una brecha grande entre los que se dicen intérpre-

tes de Piaget y lo que Piaget dice en verdad" (p. 56). 

5. No se hizo una búsqueda extensa de teorías neopiagetianas ni de construc

tivismos radicales. Esta es una posibilidad, pero la lectura de estas obras se 

~lejaban de los objetivos de la investigación. Esta es una limitación, porque 

tales obras, al· ser i:nás recientes, so_n mencionadas frecuentemente y repre

sentaron un reto en la parte de la delimitación del trabajo. 

6. Los docentes durante la entrevista o en el grupo focal preguntq.ban para 

saber si l; que estaban respondiendo fue correcto o no. Como en la investi-

gación se llevó a cabo el método fenomenológico, esto representó una difi

cultad ya que no se debfa .. responder, o.más bi_en, influir en la respuesta que 

ellos dieran. Algunos doéentes comprendieron este hecho, pero otros no. 

Como investigadores, llevamos a cabo la realización de las técnicas según lo 

explican los expertos, pero los participantes, como no están acostumbrados 

a esas modalidades de trabajo, mostraban cierta incomodidad o resistencia 
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al momento de contestar. 

7. No se encontraron investigaciones acerca de lo que piensan los docentes 

en torno al infinito, pero sí de lo que piensan los estudiantes (esto a nivel 

internacional). Se cree que este trabajo es una forma incipiente de abordar la 

problemática y conllevó un desafío el cierre de la experiencia, considerando 

que los investigadores están optando por el grado de licenciatura . 

. .. 
6.2. Recomendaciones 

• Para cursos de didáctica específicos, que se muestre una presentación de lo 

que hizo Piaget para la reflexión del pensamiento matemático. La construc

ción del número que este autor realiza es un aporte útil para el estudiantado 

que _está en formación inicial. 

• Se propone la lectura crítica· de precursores de Piaget. Ad~más, si se quie

re aprender de Piaget, que ;e lea a dicho autor y no. a muchos a{itor.es que 

hacen interpretaciones y solo se quedan en algunos aspectos, corho en la 

propuesta de las etapas. Se recomienda, como lectura inicial, la obra Pía-

get para Principiantes que está en la bibliografía de la investigación. Ese 

ejemplar guía al lector para que luego pueda espeóficar la. búsqueda de 

lo que necesite, conforme al área de especi~lización y no solo ·en cua~t~ a 

Matemática se refiere. 

-
• Nos parece que la explicación de Piaget, principalmente en su obra del p~n-

samien~o matemático, es acertada; además, nos confrontó la construcción 

de número que habíamos hecho hasta el momento con la formación y esto 

queda como una reflexión final: no solo el infinito es el concepto que se de

be escudriñar, hay muchas otras nociones matemáticas asociadas al núme-

ro que requieren de un estudio completo, como por ejemplo: los números 
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complejos, asumiendo esto para el mejoramiento de la enseñanza de la ma

temática. 

• Se insiste que el concepto de infinito no es un tema curricular pero que mu

chos conocimientos matemáticos dependen del uso del infinito, más allá 

de solo escribir el símbolo como parte de la notación que se enseña. Se re

comienda estudiar acerca de la formalización del infinito, aprender de los 

ac_on_te~imientos históricos que permitieron su desarrollo y que se reflexio

ne acerca de las intuiciones adecuadas para mostrar una aproximación al 

concepto. 

• Se motiva al estudiante en formación inicial que investigue más en torno a la 

construcción del infinito matemático, e inclusive, que ofrezca.una propuesta 

didáctica. 
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Apéndice A 

Infinito potencial y actual 

Segun Villabona y Roa (2016), 

Infinito potencial. El infinito potencial es la concepción del infinito como 

un proceso._ Este proceso es construido, er¡.pezando por los primeros pasos (por 

ejemplo 1, 2, 3, en la construcción del conjunto de los números naturales) la cual 

corresponde a una concepción acción. Repetir es_tos pasos (por la adición de 1 

repetidamente) al infinito, requiere de la interiorización de esas acciones en un 

proceso. 

Infinito actual. El infinito actua~ es el objeto mental que se obtiene de la en

- capsulación del proceso anterior. 
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Apéndice B 

La teoría APOE 1 di• 

Según Villabona y Roa (2016), la teoría APOE (Acción-Proceso-Objeto-Esquema) 

es una interpretación de la teoría constructivista, basada en la abstracción reflexi

va planteado por Pia¡;et para describir el pensamiento lógico. Dubinsky1 (1991) 

extiende esta noción y la usa para describir cómo un sujeto logra ciertas con8t¡uc-

ciones mentales sobre un determinado concepto o noción matemática en niveles 

más avanzados. 

Las siglas APOS significan las acciones ("actions"), los procesos ("pro

cesses"), los objetos ("objects" ) y los esquemas ("schemes"). Éstqs son 

las _construcciones mentale~· que, según esta teoría,_ un individuo rea

liza para obtener significados de las situaciones y de los problemas 

matemáti(:OS. Los mecanismos para hacer dichas construc~~ones s~ lla

man abstracciones reflexivas e incluyen la repetición, la interioriza

ción, la encapsulac~ón, la desencapsulación, la coordinación, la inver-

sión, etcétera. (Dubinsky, 2000, p .58) 

1Ed Dubinsky (1935-) es un matemático estadounidense, fundador d e la teoría APOE (APOS 
en inglés), la cual toma los conceptos piagetianos de acción, esquema, proceso y objeto, así 
como la abstracción reflexiva, para explicar la construcción de nociones matemáticas avanza
das. En este documento Dubinsky explica su encuentro con la teoría epistemológica de Piaget 
y su interés por reinterpretarla: http: //www7. uc. cl/sw_educ/educaci on/greci a/plano/html/ 
pdfs/linea_investigacion/Otros_IOT/IOT_065.pdf 
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Esta teoría describe las estructuras y los mecanismos mentales con los cuales 

un individuo puede llegar a construir un concepto o noción matemática. Desde 

esta perspectiva el conocimiento matemático se describe en términos de estructu

, ras que son motivadas por mecanismos mentales desarrollados por el individuo. 

Acciones 

Procesos 

oordinan 

Objetos 

Encapsulan 

Figura B.1: Estructuras y mecanismos mentales para la construcción del conoci
miento matemático. Villabona y Roa (2016). 

Para Dubinsky (1991), la abstracción reflexiva es 

the construction of mental objects and of mental actions on these ob

jects. In order to elaborate our theory and relate it to specific concepts 

in malhe~atics, we will us_e the notion of schema. A schema is a more 

or less coherent collection of objects and processes. (p.101) 

~n cuanto a procesos y-objetos, Dubinsky (1991) menciona gue 

We will also sometimes use the term process or mental process instead 

of mental action when we are einphasizing its internal (to the subject) 

nature. Finally the term object will refer to a mental or physical object 

(avoiding añy discussion of the nature of the-distinction). (p.102) 

Los conceptos matemáticos pueden ª!lªlizarse por medio de una descomposi

ción genética (la cual no es única), la cual d·etermina las estructuras y mecanismos 
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mentales por medio de los cuales un sujeto puede construir el concepto de mane

ra exitosa: 

One of our goals in elaborating the general theory is to isolate small 

portions of this complex structure and give explicit descriptions of 

possible relations between schemas. When this is done for a particu

lar concept, we call it a genetic decomposition of the concept. We should 

also point out that although we only give, for each concept, a single 

genetic decomposition, we are not claiming that this is the genetic de

composition, valid for all students. Rather it represents one reasonable 

way that students might use to construct a concept. (Dubinsky, 1991, 

p.102) 
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Apéndice C 

Guía de entrevista 

Universidad de Costa Rica 

Facultad de Educación 

Escuela de Formación Docente 

Departamento de Educación Secundaria 

Carrera de Enseñanza de la Matemática 

Título de la investigación: "Aporte de la teoría piagetiana para la enseñanza 

del concepto de infinito a partir de la experiencia 9-e aprendizaje de los docentes" 

Responsables: Mario De León Urbina, Carlos Robles Padilla y la Dra. Jaqueline 

García Fallas, directora de tesis. 

Buenos días/tardes/noches. Mi nombre es . ........... y estamos realizando 
-

·un estudio sobre el concepto de infinito. en la forrnaci~:m profesional de los do-

. centes de Matemáticas en educación secundaria. Siéntase libre de compartir sus 

·ideas en este espacio. Aquí no hay respuestas correctas o incorrectas, lo que im

porta es justamente ~u opinión sincera. Cabe aclarar que la información es sólo 

p·~ra nuestro trabajo, sus respuestas serán unidas a otras opiniones de manera 

anónima y en ningún momento se identificará qué dijo cada participante. Para 

agilizar la torna de la información, resulta de mucha utilidad grabar la conver

sación. ¿Existe algún inconveniente en que grabemos la conversación? El uso de 
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la grabación es sólo para los fines de análisis. ¡Desde ya muchas gracias por su 

tiempo! 

Datos personales 

a) Años laborados para el MEP: ------------------

b) Institución para la que labora actualmente: _____________ _ 

c) Niveles que ha impartido en lós iiltimos 7 años: ___________ _ 

e) Universidad( es) en la(s) que se formó: ---------------

En esta entrevista hemos decidido dividir las preguntas por bloques. 

,. Bloque 1: personal-vivencia11 

l. ¿Cuáles han sido-sus acercamientos o recuerdos sobre el infinito o ideas 

afines desde la infancia hasta la actualidad? 

2. ¿Qué importancia tiene para usted el concepto de infini!o? 

' 
3. ¿Recuerda qué a~pectos fueron claves en la construcción del concepto? 

4. ¿Para usted qué es el infinite? 

- • Bloque 2: Fon:n~ción p~ofesional 

l. ¿Cómo fue su experienc~a en su forma_ción matemática con respecto al 

concepto de infinito? 

-2. . ¿Cuáles estrategias didácticas emplearon sus profesores en cuanto a 

dicho concepto? 

• Bloque 3: Aspectos curriculares 
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l. ¿Cuál ha sido su experiencia de trabajar el infinito según el plan de 

estudios del MEP? 

2. En aquellos temas matemáticos cuyo uso del concepto de infinito es . 
obligatorio, ¿ha aprovechado la oportunidad de extender la noción de 

este concepto? De ser así, ¿cuáles oportunidades o limitaciones se le 

han presentado? 

3. ¿Qué contenidos previos pueden ser necesarios para facilitar la cons-

trucción del concepto de infinito por parte del estudiantado? 

• Bloque 4: Aspectos didácticos 

1. ¿Cuáles han sido las estr<:tegias didácticas que ha desarrollado en cla

ses para abordar el uso del infinito en los ternas que se le ha presenta

do? 

2. ¿Cuáles de las estrategias mencionadas anteriormente han sido efecti

vas y cuáles no? ¿Por qué? 

3. ¿Qué recomendaciones ofrecería, para sus estudiantes, en la construc-

.ción del concepto de infinito? 

• Bloque 5: Constructivfomo piagetiano · 

l. ¿Conoce usted el trabajo de Jean Piaget? 

2. ¿Para usted qué es el constructivismo? 





Apéndice D 

Citas del programa de estudios 

A continuación se presentan las citas del programa de estudios de matemáti

cas del MEP que hacen referencia explícita del concepto de infinito. Se resaltan 

con mayúsculas los conceptos y definiciones que involucran el infinito . 

• • "Muy ligado a lo anterior, en una circunstancia histórica es posible identifi-

car obstáculos o dificultades epistemológicas que podrían poseer un para

lelo con aquellas que se podrían encontrar en los aprendizajes (por ejemplo: 

EL MANEJO DEL INFINITO, los inconmensurables, etc.)" (MEP, 2012, P· 66) 

• ·:'Los res1:1ltados de dichas divisiones no deben generar una EXPANSIÓN DE

CIMAL INFJNITA PERIÓDiCA, pues dicha noción se estudiará en 8º Año. Sólo 

se trabaja con res{iltados con expansión deci~al finita." (MEP,.2012, p.196) 

• "Para representar fr~cciones en su forma decimal se deben proponer ejem

plos qtie no sean equivalentes a NÚMEROS CON EXPANSIÓN D~CIMAL INFI

NITA PERIÓDICA. Se trabajará únic.amente con representaciones·_con expan

sión decimal finíta. " (MEP, 2012, p.197) 

• "Habilidad específica: 2. Identificar números con EXPANSIÓN DECIMAL IN

FINITA NO PERIÓDICA. Lo que se desea es mostrar números decimales dife-
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rentes a los números naturales, enteros y racionales. Es importante conside

rar el reconocimiento de patrones de construcción que generen números de

cimales con expansión infinita no periódica, por ejemplo: "0,1010010001 ... 

(cada vez agregar un cero más antes de escribir 1)". Esto permite establecer 

conexiones con el área de Relaciones y Álgebra." (MEP, 2012, p.290) 

• "16. Resolver ecuaciones de primer grado con una incógnita. 17. Resolver 

ecuaciones algebraicas fraccionarias que se reducen a ecuaciones del pri

mer grado con una incógnita. 18. Resolver ecuaciones literales para una de 

las letras. Se recomienda implementar ejemplos donde se contemplen los 

casos en que la ecuación tenga solución vacía o que tenga INFINITAS SOLU

CIONES." (MEP, 2012, p.336) 

• "Para las ecuaciones, incluya aquellas que no tienen solución, las que tienen 

sol_ución única y las que tienen INFINITAS SOLUCIONES, como por_ejemplo: 

x2 + 9 = O, x2 - 6x + 9 = O, x2 - 2 = ~ (2 - x2 )." (MEP, 2012, p.349) 

• "3. Utilizar el concepto de frecuencia relativa como una aproximación al 

cqncepto de Probabilidad, en eventos en los cuales EL ESPACIO MUESTRAL 

ES INFINITO o INDETERMINADO. Lo establecido hasta este punto en mate

ria de probabilidades limita el análisis de situaciones en las que se conoce 

con detalle el espacio muestra!. Desafortunadamente -eso no siempre ocurre 

pues e~ muchas ocasiones EL ESPACIO MUESTRAL ES MUY GRANDE, ES IN

DEFINIDO o INCLUSO ES INFINITO. Para complementar el análisis se sugiere. 

generar situaciones aleatorias en las que el espaeio muestral sea indetermi

nado o infinito." (MEP, 2012, p.365) 

• "De esta manera, cambiando el quinto postulado, Gauss, Lobachevsky y 

Bolyai crearon independientemente geometrías no euclidianas; es decir, geo

metrías en las que el quinto postulado de Euclides no se cumple. Una de 
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estas geometrías asume, en sustitución del quinto postulado, que POR UN 

PUNTO EXTERIOR A UNA RECTA PASA UN NÚMERO INFINITO DE RECTAS 

PARALELAS A LA DADA (es decir que no la cortan). Otra asume que por 

un punto exterior a una recta no pasa ninguna recta paralela." (MEP, 2012, 

p.403) 

• "Utilizar SUBCONJUNTOS FINITOS o INFINITOS DE LOS NÚMEROS REALES, 

en particular el conjunto de los números n~_t1Jrales N, el de los números en

teros Z, los decimales D, los racionales Q, los irracionales Il, z+, z-, para 

los enteros positivos y los negativos respectivamente, Q+, Q- ,para los racio

nales positivos y los negativos respectivamente. Otros conjuntos de interés 

son el de los números pares, el de los impares y el de los números primos." 

(MEP, 2015, p. 406). 

• "Se sugiere proponer sistemas con solurión única, solución vacía y con IN-

FINITAS SOLUCIONES. Enfatizar el significado gráfico de cada uno de los 

tres casos: rectas que se intersecan en un punto, rectas paralelas que no se 

intersecan, rectas coincidentes." (MEP, 2012, p.412) 

• "EL CONCEPTO DE INFINITO no se introduce formalmente en este nivel edu-

cativo, sin emb_argo para la construcción y·e~ estudio de gráficas SE PUEDE 

EXPRESAR DE MANERA IJ\!TUITIVA SU SENTIDO." (~E:P, 2012, p.Ú4) 

• "EL CONJUNTO DE LOS NÚMEROS IRRACIONALES -[ -ESTÁ FORMADO POR 

LOS NÚMEROS CON EXPANSIÓN DECIMAL IN.FINITA NO PERIÓDICA." (MEP, 
. -

2012, p.419) 
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• Intervalos (MEP, 2012, p.419) 

Notación de 
intervalo 
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]- -' .a[ 

Notación de conjunto por 
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• "Observe la diferencia gráfica cuancfo el valor de a es menor que 1, y cuando 

a es mayor que l. En ambos casos el dominio es toda la recta real, es decir, 

EL INTERVALO ] - oo, oo[ y el ámbito está formado por tod?s !os números 

reales positivos. La gráfica interseca el eje y en el punto (O, 1). Si a > 1, la 

función es creciente y su gráfica se acerca al eje x cuando x TIENDE A MENOS 

INFINITO. El semieje negativo de las abscisas es una asíntota horizontal de 

la gráfica. Si O < a < 1, la función es decreciente y su gráfica se acerca al eje 

x cuando x TIENDE A INFINITO. El semieje positivo de las abscisas es una 
. 

asíntota horizontal de la gráfica. Una forma de hacer ver esto es por medio 

de la_ elaboración de tablas de valores donde se aprecie el comportamiento 

asintótico de la función." (MEP, 2012, p.423) 
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Apéndice E 

Grupos focales 

E.1. Notas 

• El primer grupo de participantes opinará sobre la info_rmación recopilada y 

qué les parecerá eso. 

• El segundo grupo de participantes será elegido de los entrevistados para 

dar credibilidad a la participación_. 

• Presentar información a docentes por medio de cuadros comparativos. 

E.2. Preguntas 

• Con base en las "de"finiciones"de infinito vistas, ¿qué opinan al respecto? 

• Al grupo 1: después de las entrevistas, ¿investigaron sobre el tema, les pre

sentó interés, se sintieron inquietos al respecto? ¿En clase cuando surgió el 

tema de infinito, qué_ hicieron al respecto? 

• ¿Consideran que las experiencias (personales, académicas, MEP ... ) en torno 

a dicho concepto son fundamentales para la construcción del infinito? 
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Apéndice F 

Grupos focales transcripción 

F.0.1. Grupo 1: J, E y K 

J: Al ojear este documento yo la primera conclusión que extraigo es que la no

ción de infinito en el mundo cotidiano es sumamente vaga, es dispersa, no es una 

construcción clara, nítida, y-partimos mucho de los ejemplos, de la cotidianidad. 

Por ejemplo, a mí me dijeron que los granos de arena en una playa son infinitos 

porque no se pueden contar, sin embargo, todos sabemos que por metro cuadrado 

podríamos hacer un buen ejercicio de la aproximación de la cantidad de granitos 

de arena que hay, entonces hay como una especie de diferenciación metodológica 

conceptual, en tanto el infinito es algo que se pierde en nuestra noción de tiem-

po,. pero en lo concreto podemos hacer apa!te de nuestra experiencia vivencia! 

cotidiana un esfuerzo por alcanzar ese otro infinito, por alcanzar la totalidad, por 

alcanzar ese modo.que se nos escapa en nuesti:a noción de tiempo. 

~osotros somos sere~ normales, habituales con un espacio y tiempo definido, 

.nace1\t.0s y morimos, sin embargo, el tiempo pareciera que no hay un límite para 

la izquierda o para la derecha, o sea que no podemos señalar el afio de creación 

del mundo ni el año de conclusión, igual que cuando nos dicen Dios es un ser 

infinito, cuesta pensar en Dios como un ser infinito, porque yo soy un ser finito, 
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yo tengo un concepto de infinitud permeado por un infinito actual, por un infinito 

en el que yo vivo y en el que yo me desarrollo, la concepción sigue siendo bastante 

etérea, es casi metafísica más allá de lo cotidiano. 

J: En primer lugar, con las secuencias, la generalización, porque ~uando yo 

empiezo a enseñar el proceso de construcción de una secuencia matemática, de 

una sucesión (series no las podría mencionar porque no están habitualmente, lo 

hacemos es con sucesiones), entonces tenemos enormes dificultades porque cuan

do quiero dar el salto a explicitar, a rlr:-rir: '~y así por siempre" "y así por los siglos 

de los siglos" para dejar plasmado una visión de que eso va a suceder en un tiem

po, la temporalidad o la falta de conceptualización en mis estudiantes les impide 

crear una buena noción para ellos. 

Cómo acercarme a O por ejemplo, con 1/x, voy sustituyendo, 1/x, le doy ax el 

valor de 1, x voy con el valor de 2 y con una calculadora a la par, entonces para 

mostrar que noción puedo yo generar, sobre todo en nociones de límite, pero diay 
. f 

ustedes saben que las nociones de límite no las enseñamos, trabajamos con otro . . . 

tipo de acercamiento. 

Por ejemplo, en el colegio usamos mucho que los números naturales son O, 1,2 

3, 4, 5, 6, 7, y algunas veces yo uso una payasada, 8, 9, 10 y me voy_ ácercando 

a la puerta, y paso el umbral de la puerta y sigo contando fuera y sigo y sigo y 

escuchan y ellos s.e burlan, se ríen, verdad y yo me vuelvo al aula y les digo, no 

he terminado, ellos me-dicen, siga siga porque ellos.quieren que yo me vaya del 

aula; que no dé la clase. __ Esa pqyasada que pareciera s·er una absurda noción o 

una ejemplificación del infinito matemático para el.conjunto de los números na

turales, con ello yo intento con esa pantomima dejar plasmada la idea que esa 

sucesión continúa así al infinito. Esa es una de las nociones más clásicas. Puedo 

también trabajar otro tipo de argumentos, por ejemplo-me acuerdo de la espiral 

de Arquímedes, la que es 1, 1 cateto de triángulo rectángulo construido sobre la 

recta numérica de radio igual a 2, que es la hipotenusa, y después vuelvo a co-
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locar tomando como base la hipotenusa raíz cuadrada de 2, le agrego perpendi

cularmente otro cateto de longitud 1 para formar de nuevo y entonces ahí le voy 

mostrando a ellos una secuencia que va en espiral y que ellos dicen: eso se pierde 

en el tiempo, i\o podemos hacer los dibujos, sí ya no podemos hacerlo, se lo pue

den imaginar, sí porque los triángulos van montados unos sobre otros, la espiral 

de Teodoro perdón, para ejemplificar en los procesos de construcción que tienen 

que ver con el teorema de Pitágoras, que me sirve para muchas cosas. ¿Cómo es

to sigue? Vamos a dar una formulita y entonces eso sigue, sí eso sigue, entonces 

esos números tienen nombre y se llaman el conjunto de los números irracionales, 

y algunos de estos van a ser como por ejemplo, raíz cuadrada de 2 que no va a 

ser un entero, y ya usted empieza a clasificar el proceso de la construcción, les da 

un ejemplo de que se sigue así por siempre, cuando estoy enseñando la supuesta 

irracionalidad de pi, y ya con un algoritmo divisorio y dividamos esto entre esto, 

y esto nos da esto ... ¿Y después de aquí qué sigue? Ahora 1/3, agregamos un O y 

ponemos 3 por 3 (0.333). 

J: Sí hay q~e ~arle relevancia, sí hay que tocarlo, sí hay que tenerlo presente, 

porque los conjuntos no son finitos, no trabajamos la finitud en la construcción 

de los conjunfos y trabajamos con conjuntos numéricos, estamos trabajando con 
-

aproximaciones, estamos trabajando con habilidades que nosotros queremos for-

jar en·ellos y la noción de infinito es determinante para la construcción de muchos 

_conceptos matemáticos. No podemos·abandonarla, no podemos ser indiferente~ a 
' -

esa noción, solamente .. que en secundária tenemo~ que afinar, cómo la abordamos, 

có~o la trabajamos. 

Mario solicita un aporte desde el punto de vista filosófico: 
. . 

J: Cuando nosotros trabajamos con e_l conjunto de los números-naturales mu

chas veces recurrimos a los subconjuntos de los números naturales, por ejemplo, 

el conjunto de los números pares, entonces alguien pregunta. Pero dígame una 

cosa: se puede comparar el conjunto de los números pares con el conjunto de 
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los números naturales. Sí, sí se puede comparar con qué ... Se puede hacer una 

correspondencia con el número par con uno natural, otro par con otro natural, 

pero diay el de los naturales es más grande. Sí, es más grande, pero como el otro 

chiquitillo, siendo parte de ese otro casi que también tiene el mismo comporta

miento, eso quizás no lo ve el estudiante. Entonces, el infinito de los naturales 

debe ser más grande que el de los pares . . . Bueno, ahí se los dejo. Piense si ese in

finito es más grande que ese otro, valoren . . . ¿cuál tiene más elementos? Diay los 

naturales, entonces ese infinito es mayor y sin embargo, lo trabajamos .con gtras 

nociones, con otros acercamientos, empezamos a considerar conjuntos con una 

mayor cardinalidad. 

J: Wow, eso sí que es difícil de decir, es bien difícil decir que es el infinito . 

Yo le podría decir una discusión acerca de qué es el amor, podría tardar horas, 

semanas, mañanas y tardes definiendo el amor desde el punto de vista poético, 
-

filosófico, antropológico y al final si no experimentas el amor, si no tienes amor, 
f 

entonces de que sirve hablar tanto del ~mor. En Matemática es bastante dif~eil 

decir qué es el infinito, que podría decir una corr_espondencia, ett, etc crear con

juntos con cardinalidades, y hablar de números transfinitos, y hablar que la cardi

nalidad del conjunto mayor es mayor que las cardinalidades de sus subconjuntos 

y empezar a construir una teoría de infinito . .. pero a lo real, el infinito p arece que 

e_s c?mo una quimera,. como ima idea que se nos esc!lpa, como una aproximación 

que nosotros hacemos, tratando de buscar siempre en medio de nuestra finitud, 

alcanzar aquello que no tiene fin. Y la paradoja está en que __ nosotr?s siendo seres 

finitos intentamos alcanzar el infinito. Lo difícil que aun a mí me resulta desde la 
- . 

perspectiva teológic_a y siendo creyendo, cuando me dicen que Dios ·es el Alfa y 

el Omega, y me dicen que el Alfa es el principio y Omega es el fin. Pero, ¿cuál es 
. . 

el principio y fin? Entonces, es que Él es infinito, pero cómo capto, cómo p ercibo 

para mí esta noción siendo un mortal. Yo empecé a tener conciencia a partir de 

cierta edad y puedo relatar hechos de mi vida a partir de cierta edad y en algún 
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momento mi vida se va a acabar Soy un ser finito que está inmerso dentro de un 

proceso de infinito social, de infinito del mundo, y eso es lo paradójico del asunto, 

que siendo finito trate de capturar un proceso que está más allá de mis posibilida

des físicas, humanas, entonces pareciera que el 'infinito es corno una persistente 

imagen de alcanzarlo todo y de llegar al fin, pero ese fin se sigue escapando de 

mis manos por más esfuerzo que yo haga. 

Previo, Mario habló. 
. .• o 

E: Diay, pero yo crecí en el mar. Mi casa estaba cruzando la calle y ahí estaba 

uno en el mar, cuando se inundaba, se inundaba. Entonces, mi patio era ... Me 

acuerdo que yo veía exactamente eso, ese vasto terreno lleno de arena, uno aga

rra el puño y se cae por todo lado. Usted se acuesta en la playa, ve la cantidad de 

estrellas y ahí empieza el chiste ... ¿cuántas estrellas hay? Y no se puede contar. 

Uno ve en el agua un montón de caracolitos que quedan cuando se baja la ola y 

por más que uAed cuente, van a ver y puede seguir contando, y queda mucho 

más. Es un primer acercamiento que uno tiene del infinito. Mario le dice que hay 

una cita de que el infinito es intangible. ¿Qué opii:.a acerca de esto? E: Lo veo en 

la parte filosófica, religiosa y todo ... eso tampocq lo puedo tocar y entonces tam

poco existe. Es un símbolo que me representa el no haber un tope en el cual yo 

me detenga. Yo pl,ledo continuar, continuar y continuar. Es como·el conocimien

to: el conocimiento -en ninguna parte se detiene, el conocimiento continúa y no 

puedo detenerme y ¿cómo no p~edo ver el final, entonces puedo decir que no 

exíSte? Igúal que una carrete~a .. . Uno lo ve allá, allá ... 'y yo sé que a a1gún lado 

me lleva. 

Mario comenta la experiencia de 1/x y acercarse a O. 

E: Eso fue lo que imaginé cuando él estaba hablando de hacer -una h'?molo

gación de los naturales con los números pares, pero yo lo hice con los números 

racionales. El 1 con el 1/1, el 2 con el 1/2, el 3 con el 1/3, entonces eso hay una 

infinita cantidad de números entre el 1 y el O, porque se va acercando a O, es un 
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cero más cero. Dicen los chiquillos, estoy con un cero cada vez más cero. Enton

ces ahí estoy diciendo que en un espacio significativo de una unidad tengo una 

cantidad infinita de números porque nunca voy a dejar de contarlos. Entonces un 

día estaba viendo esa película: "Bajo el mismo cielo" y estaban hablando que hay 

infinitos más grandes que otros infinitos y me acordé de eso. 

Mario comenta que los profesores mencionan que muestran videos. El tema 

infinito es ajeno a la realidad o es algo cotidiano, esa es la pregunta. 

E: Está en todo lado; es lo que le estoy diciendo. Una carretera, pero no veo 

por dónde está. Y empiezan a discutir, tiene un límite. 

Mario comenta que los docentes hablan de la formación. 

E: Usted sabe que yo no me acuerdo y estoy tratando de acordarme y en nin

guna parte me habían hablado acerca de qué es el infinito. Yo estuve en la Escuela 

de Matemática de la UCR, pero que hayan cogido tres horas para explicarme qué 

es el infinit<?, el simbolito ... Mario comenta que en la· UCR era solo teore_ma y 

demostración, según algunos de los docentes entrevistados previamente. . 

E: No había demostración acerca del infinito, asociado con bolas, cardinalida

des porque lo tuve que repetir como dos veces. 

J: La imagen que tengo del infinito es la del límite, me recuerdo por ejemplo 

cuando n crece en l/x, voy sustituyendo la x por valores y es una idea aritmética 

de sumas, de capturas para irme ju~tifi.cando que de 1/x-entre t¡;¡nto voy haciendo 

la x más grande, ·más me voy acercando a O, para intentar aritméticamente dejar 

grabado en mí que la noción está dando vueltas en mí que yo sensoríalmente 

visualmente, adquiera la noción de infinito. 

E: Hay conceptos básicos, conceptos primitivos en_ Matemática que no pode

mos definirlos, pero sí podemos representarlos. Lo mismo con el infinHo, no lo 

podemos definir de manera concreta, pero sí lo podemos representar y todos te

nemos una noción ante preguntas como: ¿Cuándo se creó el universo? Dígame 

un número grande y yo le doy otro más grande. Ellos no saben el concepto, pero 
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lo podemos representar. 

E: En el colegio uno ha encontrado como dificultad la apatía. ¡Ya sabemos qué 

es, cómo se representa y terminó la curiosidad científica! 

Hablando de intervalos reales: E: Profesora, ¿por qué son infinitos? Tomamos 

en cuenta que como solución tomamos un número allá larguísimo (por qué lo 

dejamos abierto). Y viene una gran duda, ¿por qué dejamos abierto el infinito? 

Porque es un concepto (y me la creen). 
- .. 

J: Ellos lo patinan, no les llama la atención, no les interesa. El conjunto de los 

números reales es al que le podemos buscar la completitud, qué significa eso, 

aquí dice que es un conjunto completo. ¿Cuál número está entre 1 y 2? Profe diay 

0,5. ¿cómo nace 0.5? Tomo 1 y ... No no no profe. Entre 1 y 2 está 1.5. ¿Y cómo 

se puede llegar a él? Tomemos 1más2, 3. Dividido entre 2, 1.5. Ahora, seguimos 

buscando más números. Pero ahora entre 1 y 1,5. Tome la calculadora. 1 más 1,5 y 

todo eso lo divide entre dos. Eso nos da 1.25. Y e;tl está ahí. .. sigamos llenando. 

Hagámoslo por ad., y por qué no lo hacemos para acá: ¡Toda la recta la vamos 

llenando de números! 

No queda un solo campito en la recta que yo no lo pueda llenar. ¿Qué quiere 

decir eso? Que el conjunto de los números reales es completo, está lleno, no que

dan huecos. Antes sí quedaban huecos cuando trabé'.ijaba con los naturales, entre 

el 1 y el 2 no había más números naturales, ahí sí que había huecos de huecos. Pe

ro ahora no. Ya l_o podemos llenar, aritméticamente lo podemos.lle~ar. Nosotros 

hacemos en el colegio un esfuerzo co.n algunos ejemplitos de. c~pturar el infinito 

por medio de procedimientos aritméticos par~ que a·ellos les-quede cl~ro, pero 

ellos quedan nadando. Queda ahí que se lo imaginen, que sean curiosos. 

Mario motiva a que-se hable en funciones, con asíntotas (dificultades). 

E: Ellos se pierden por todo lado. Hay que tener mucho cuidado y los profe-

sores en eso tenemos mucho la culpa. Cometes los errores cuando le dices a un 

muchacho: vamos a resolver Pitágoras, vamos a sacar raíz cuadrada, pero nun-
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ca le decirnos al muchacho que es cuatro o menos cuatro, y que tenernos que 

desechar la negativa. Cuando llegan a la universidad, es un problemón. Cuan

do se lee una gráfica de izquierda a derecha. Y con límites se puede leer al revés 

porque yo me puedo acercar por la izquierda o por la derecha, igual que con-las 

asintóticas ... casi cero, pero nunca les va a dar cero. 

E: ¿A qué se refiere usted con infinito matemático? Yo le voy a ser muy franca. 

Hay muchos conceptos que nos enseñaron en la universidad y que creo que no 

son adecuados enseñarlos a los muchachos. Me sirven a mí como docente, para 

poder bajar el conocimiento a los estudiantes, pero no dárselos como me lo die

ron a mí porque no me lo van a entender. Hay cuestiones que me han costado 

entender 50 años y a veces digo. Ahhhh!, esto era y eso me ayuda a encontrar una 

forma para explicarlo a los estudiantes. 

E: Yo no sé qué pasa con los muchachos. Antes uno decía cosas y las entendían, 

ahora por más que uno use un vocabulario hasta pachuco, y no lo entienden. 

E: Ay si no, qué_ es el infinito para mí. Se lo quedo debiendo. Es solamente 

un símbolo, lo más grande que me pueda imaginar de una manera, pero me lo 

puedo imaginar más grande y voy a seguir en ese jueguito y nunca voy a parar. 

K: En realidad no hay aportes. Sino que "pide observar la noción de infinito 

visto desde muchos puntos de vist(!, religioso, filosófico y desde el concepto de 

conjunto matemático. 

Los estudiantes manejan el concepto de infinito,· al trabajar en el área ma

temática lo relacionan con los conjuntos numéricos: Sin embargo, al limitarlo, por 

ejemplo en la solución de una inecuación, el dominio de una función o al hablar 

de conjuntos mayores o menores a x, se les dificulta reconocerlo. 

Es importante, principalmente para estos estudiantes con capacidades supe-
-

riores donde su necesidad de ampliar sus conocimientos, como por ejemplo al 

·hablar que un.'.1 ecuación cuadrática si el discriminante es negativo decirnos que 

no tiene solución real, ellos asumen que no tiene solución, sin embargo, nos lirni-
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tamos a dejarlo hasta ahí, por todas las razones que sabemos: tiempo, programas 

de estudio, mediación pedagógica, complejidad. Cuando podríamos explorar en 

sus posibles solucion~s imaginarias. 

Para mí el concepto de infinito matemático sería el concepto de un todo posi

ble, que existe posible de aplicar, resolver y determinar. 

Lo relaciono con los conjuntos numéricos al explicarle la existencia, el conteo 

de los números para un niño de primaria, como lo mencioné anteriormente, las 

soluciones posibles de una inecuación. 

Además pienso que el concepto es parte de la misión de esta ciencia, donde 

detrás de este resultado podemos llegar a algo más y después a algo más. 

F.0.2. Grupo 2: R. y S 

Carlos: buenas tardes. Les agradecemos por su participación. En la experien- -1 

cia de la entrevista en profundidad se hicieron 7 preguntas divididas en varios 

bloques, nos interesa enfocamos en algunas de ellas y saber si hubo un cierto 

impacto después de ese momento hasta este instante en su experiencia como do

cente. Dentro de las preguntas que se habían propuesto dentro de este trabajo se 

les había preguntado acerca de sus acen;amientos al concepto de infinito desde 

la infancia hasta· la actualidad, y hubo uña pregunta relacionada ¿para usted qué 

es el infinito? con base en las definiciones, tanto la que usted dio como las que 

dieron los otros, ¿qué opina al respecto? 

R: El concepto de infinito como tal lo trabajamos en la universidad a través. 

de cursos como cálculo, en sucesiones. Epistemológicamente no es algo que se 

trabaje en la carrera y en historia se abordó poco, en los Golegios cuando el tema 

se requiere usar con estudiantes veo que la mayoría lo ven como una percepción 

intuitiva, tratar de generar en el estudiante y nosotros mismos la idea de algo 

no medible, la idea que continúa y no se detiene, tratamos de buscar ejemplos lo 
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más concretos posibles donde al estudiante le quede esa idea de algo que con-

tinúa, que no se detiene. La mayoría lo menciona como intuitivo, percepciones, 

ideas. Poner a alguien a contar hasta que se canse o en la recta numérica cuando 

deci~os al estudiante que no se puede representar: buscamos un símbolo que lo 

represente. Que el estudiante tenga en su mente de que hay algo que no se pue

de limitar ni en el tiempo ni en el espacio, y por lo tanto le asumimos a eso un 

nombre y lo relacionamos con un concepto de infinitud. 

Carlos: Después de la entrevista en profundidad, ¿investigó un poco acerca 

del tema? 

R: No, porque me avoco a lo que nos piden en el programa, crear ideas de 

intuición para el estudiante, no ha sido un tema que me interese mucho a mí. 

Lo veo más filosófico, en _la universidad solo era visto como una posibilidad de 

solución, cuando hablábamos de intervalos, de la construcción de los elementos. 

No sé si hay un interés real del tema en la universidad ahorita, en aquel tiempo: 

Y lo usamos como un trabajo para un tema específico._ Pero no más allá. 

Carlos: Eso que usted comenta está expresado en la página 414 del programa, 

en donde el concepto de infinito no se introduce formalmente en el nivel edu

cativ~ pero para la construcción en el sentido de gráficas se puede expresar de 

manera intuitiva. ¿Usted cómo entiend~ ese párrafo? 

R: Poder crear en el estudiante, no darle, el estudiante debe generar a partir 

de algo una idea, una forma es bu~car algún modelo, alguna construcción donde 

el estudiante c;aiga a cuentas en algún momento de que el concepto no se detie

ne, no va a parar, por ejemplo, hubo una idea interesante en noveno año cuando 

tenemos que ubicar números. irracionales en la recta numérica: es fácil con una 
. . 

regla ubicar números enteros, ~s fácil ubicar fracciones dividiendo, pero cuando 

tengo que colocar un número como v0. o J3 ya no es tan simple hacerlo solo con 

regla, ahí requerimos de otras herramientas. U!la~ forma de hacerlo es a través 

del teorema de Pitágoras. Cuando se hace reiteradamente el estudiante pregunta 
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que cuándo parar. Ahí viene nuestra intervención: esto puede continuar, puede 

seguir. Los irracionales están ubicados en la recta, tienen un espacio ahí, y son 

infinitos. Puede seguir haciendo un caracol etername~te, cuando está ubicando 

también expansiones decimales. Es interesante, en noveno, el estudiante tiene que 

aprender a estimar valores, un tema que es bastante lindo, en donde el estudian

te me da un estimado de v'8 con dos decimales al menos. El se dará cuenta de 

que puede sacar los decimales que quiera, si lo hacemos a mano puede sacar los 

que quiera. Para un estudiante de ahora sacar 7 decimales es una cantidad muy 

grande. Ellos preguntan ¿cuándo acabo, cuándo termino? Generar en su mente 

que existe un número que no va a tener un periodo y ese número podemos sacar

le eternamente decimales. El infinito es algo que no se adapta a nuestras normas 

cotidianas de vida, pero se usa. Las raíces las usamos, pei;o nadie va a la ferretería 

a pedir media raíz cuadrada de clavos, pedimos medio kilo, medio metro. Vamos 

buscando estimaciones. -

Carlos: En el programa están presentes 5 áreas de trabajo, ¿en cuál considera 

usted que se dificulta más esa noción intuitiva de trabajo con el infinito? 

R: Más que todo cu~ndo se usan intervalos, el problema es el trabajo previo ... 

el concepto de intervalo por comprensión le cuesta al estudiante porque por error 

nuestro también y error de los textos, trabajamos solo con números enteros, us

ted habla de intervalos cerrados de 1 a 7 por ejemplo, y ellos entienden que los 

números que faltan son el 2, _el 3, 4, 5, 6. Alguno más brillante entenderá que ahí 
-

están las fracciones, pero hasta ahí. En bachillerato se les dificulta cuando se les 

pregunta sobre 1:1.n posible valor que está dentro de tal intervalo, por ejemplo con 

dominio y le dan una raíz, y el estudiante no puede ver que esa raíz está ahí. 

Tenemos que empezar a darle al estudiante otro tipo de ejemplos, yo trato de no 

usar solo enteros para limitar intervalos. A un estudiante se le dificulta cuando 

una ecuación cuadrática da raíces con números irracionales. Hay que enseñar a 

ubicar números en un intervalo que no sean solo enteros. 
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Carlos: ¿Considera que las experiencias personales, académicas, en la institu-

ción, son fundamentales para la construcción del infinito? 

R: El programa es muy diverso en varias áreas y hay poco tiempo para pasar 

de un tema a otro. También hay que v~r el interés de la persona que recibe la 

información, y en general es de manera impuesta. Puede haber desinterés en dar 

el tema bien y por ejemplo puede dar el símbolo oo como dos bolitas pegadas y 

el estudiante se queda con el símbolo equivocado. Una simple banda pegada en 

los extrPmQ$ contrarios y ponerlo a cortar le genera un concepto interesante. El 

problema es que en la parte didáctica en CR no está muy desarrollado, el área 

de didáctica de la matemática. Yo tengo una licenciatura en didáctica de la ma-

temática y trato de buscar ideas que que les dé curiosidad a los estudiantes. Hay 

compañeros que dicen que hay temas que nunca más se vu_elven. a ver y por eso 

no los dan, por ejemplo de noveno, y que en décimo y undécimo no aparecen. El 

programa en décimo habla del tema de interpolación y de aproximación de cur-
~ 

vas que se ap_rox~men de manera lineal y otras. El estudiante debe dar ese salto 

del análisis, de la intuición, del razonamiento. Ver los números no como algo frío, 

sino que puedan cuestionar. 

Carlos a S: ¿Pudo leer el material q:ie le proporcionamos? Para ampliar, con 

hase en las definiciones vistas, ¿qué opina? ¿Pudo investig~r algo acerca de~ tema? 

S: Habían docentes y .las preguntas que ustedes hicieron. Uno en el colegio 

no lo tiene muy claro,_no lo profundiza, algunas personas coincidei: ahí con eso, 

e~ como muy intuiti:vo. No es un concepto qu~ se enseñe, la verdad. Después 

de la entrevista me pareció bastante curioso el tema; empecé a ver cuestiones, 
. - -

por ejemplo, mi hijo que está en quinto grado, me habló del ~nfinito y es algo 
- -

que se supone que en primaria que lo deben de tener bien clat_o, sin embargo, 

después de la entrevista,- no es algo que todos los estudiantes lo ·tengan claro y 

en mi experiencia es algo como muy obvio. Todavía a nivel universitario cuando 

uno les dice "un número irracional que tiene una expansión decimal infinita" y 
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la calculadora les da nueve decimales todavía no tienen esa noción. 

No investigué profundamente del tema pero si me di cuenta de coas que creí 

que eran ml.1y básicas. que manejaban los estudiante por ejemplo los intervalos, 

¿por qué me dejan cerrado el intervalo en el infinito? Me doy cuenta de que ellos 

lo ven como un número, esa noción algebraica o simbólica de ese intervalo. He 

sido más perceptiva en clases. Mi hijo de quinto grado me dijo que el infinito es 

solo una noción, y yo le pregunté que dónde había aprendido eso de noción. 

Carlos: compartíamos con R., con respecto a la noción intuitiva de la página 

411, ¿qué opina al respecto? 

S: Que no, los estudiantes no ven al infinito, una flecha, eh no. Cuando no 

tienen la flecha piensan que sigue, no hacen ese paso de lo que es la gráfica a 

ese ·concepto intuitivo del infinito y tampoco lo hacen cuando hablamos de los 

intervalos, no es tan evidente, y ese paso de lo simbólico, la gráfica a la idea de 

infinito de manera intuitiva no es tan sencilla. 

Carlos: ¿Cuál área considera que se dificulta más trabajar el concepto de infi-

nito? 

S: Los intervalos, eso sería relaciones y álgebra, en fun~iones. Otra área, núme

ros. Hay un apartado en el programa que habla de números muy grandes y muy 

pequeños y habla· de teras, megas, gigas, hexa; uno lo ve pero con una gente de 

la universidad nos dio un número con 10 a la 12 y les pregunté cuánto es, ¿qué· 

es esa eantidad? Hablando del déficit fiscal aprqveché de que t;l hueco era de bi-
. -

llones,·pero esos estudiantes nunca habían escrito ese número de 10 a la doce. En 

noveno, no relacionan qué tan grandes o qué.tan pequeños son los números, pues 

los núm~ros son infinitos. ~demás de ese, ¡me doy cuenta con mi hijo que ellos 

ven números grandes! Millones, trillones, en la escuela. No sé si es que las gene

raciones anteriores no han visto esos grandes números o no tuvieron la necesidad 

de utilizarlos, porque se usan mucho en almacenamiento digital. No pueden ver 

que en un intervalo hay infinitos números, por ejemplo entre 1 y 2 porque ellos 
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solo ven el 1 y el 2 pero no ven más números. 

Carlos: La problemática parece ser la de los intervalos de extremos enteros. 

¿Consideras que las experiencias personales, etc., son fundamentales para la cons

trucción del infinito? 

S: Sí, cada persona puede generar la idea. Cuando uno empieza desde pe

queño a contar y ver que sigue y sigue. Pero uno no sigue hasta el fin, sino que 

es un asunto meramente matemático. Una persona que no le guste la matemática 

no sigue con esa idea. - o 

Carlos: Sobre el constructivismo y Piaget. 

Interviene Mario con síntesis sobre Piaget. 

Carlos: ¿Cuáles didácticas se están aplicando actualmente? R: El constructivis

mo, tenemos una forma contradictoria de evaluarlo. Yo aplico el método socráti

co. Tengo a alguien que sabe más que mí, lo consulto. Descubro a través de ayuda. 

El estudiante "descubre" con ayuda del docente. El constructivismo es muy am-
~ 

plio: no solo es construir, es descubrir, ensayo y error. A través de un error puedo . . . 
generar conocimiei:ito verdadero. Resalto el error para aprender. En noveno le 

dije a mis chicos que buscaran qué significaba el símbolo de Google, y les· dije 

que si sabían que era un concepto matemático. Hay un video muy lind~ de los 

80s de Carl Sagan y hablaba del gogol. La empresa Google lo que nos dice es 

que tiene una ilimitaqa capacidad de informaeión que ofrecernos. La calculadora 

del teléfono es más potente que las nuestras y con los wuchachos lo hemos tra

bajados.-Con el construct:i-vi~mo no_ es ensayar, tengo l!n control y me guío para 

llevar aprendizaje. La pregunta es ¿quiere el estudiant~ aprender realmente? El 

programa actual no contempló si el estudiante quiere aprender · 



Apéndice G 

Experiencias en tablas 

Las experiencias de los docentes de las entrevistas en profundidad se ordena

ron en tablas. 

171 



1. Experiencias personales 

Docente 

ANAV 

· Experiencia;; 

El pensar en las esuellas, los granos de arena en la playa, un video de una estrella dentro de otra y otra y otra. 

El poder entender la noción con cosas palpables, como se rhe presentó con la arena y las estrellas, y el video del pato 

D~nald, donde el locuto~ dice que imagine un hipiz con cma punra muy fina, que puede continuar haciendo estrellas 

denrro de omi. 

AV Pues, la verdad es que el concepto de infiniro no ha sido como algo que ha ocupado mi reflexión, o muchas horas de 

DAM 

reflexión . 

. Fstoy hablando· no desde el punto de vista matemático, sino de la cotidianidad, simplemente usar la expresión inHnico 

para referirme a algo que es muy, muy grande, com~ que no logro visualizar su fin. 

Como puede pensar decirte: "El amor de Dios.es intlnito" , alguna expresión tal vez de este tipo. 

1 Generalmente l~o m~1cho, es mi segundo hobby, yo no entendía muy bien d infinito, todo aquello que no pueda sentir 

l 
·u oler, el libró de arena de Borges. En ese libro se trata de explicar de ttn modo más tangible lo que sería el infinito. a 

partir de ese libro es como enrendí bien la idea . 
• 1 

1 



HUM 

Perfectamenre el inflnlto si lo sacamos no sería casi necesario, despnés de cierra canridad de mímeros se hace ab.macto, 

uno lo puede olvidar, no es ran ~e.cesario, con mímer9s reales, complerirud de mímeros reales, desde Q, la recra no se la 

podem,os ... línea complera. esa línea nunca fue complera. y que todo fue una farsa, que riene huecos. 

De niñ\:i sería el ver el espacio, contemplar el cielo estrellado y ¡o.ensar en la canridad de estrellas y derit;Ís elementos que se 

encuenrr¡rn :illí. De jove11.ser(a
0

!a cantidad de conocimienro que se puede genernr, en donde para un:\,sola persona re.mira 

imposible de conocer. 

En primaria no 1ecuerdo ex;\ctamente, tal vez se hablaba de infinito en la idea de la canrídad de números {¡ue se podían 

conocer';~ bien hasta'donde se podía mirar al campo. En secundaria tenía más relación con un asunto aritmérico, la 

cantidad de v.1lor~s que se podla manejar y los que ya sólo nos quedaba imaginarnos, como en d caso de los números 

reales, ·s~J relación para indicar íntervalos. Gráfica y algebraic:tmente el concepto de función. En cómpuro los delos 

recursivos en un progmma, que si no se le ponían una condicionante, se volvería un delo sin fin. El cálculo de valores 

irrncionales, los cuales su expansión decimal no se detiene. 

Para mi es import;\nte porque me revela la idead.e que no hay algo que nos detenga. 

Nos recuerda qtle no hay un fln concrero, que siempre se puede seguir. Eso viéndolo desde un punto fllosófico, diría yo. 

Me imagino que la filosofía rnv~ mucho que ver y la visión de las cosas, desde la perspectiva humana y su lugar en el 

universo. l'vl:is all:i de eso, admiro no me he puesto a 1m1sar en bs bases de la formación de esce •xrncepto. 



KEN En s~cundaria si un toqnecito cuando empezamos a ver el tema de funciones. La profesora sustituía y veíamos cantidades 

muy grandes en la calculadora y dependiendo dd infinito daba como cero . 

. 
Sinceramenre en la aplicación diaria no le he visto ninguna imporcancia, en lo que es formación de estudiantes. 

MAC; Claro, desde que se ~abla de la percepción de conjuntos de números. En primaria se habla de que los números nunca 

terminan, esto con el encendido de que: no existe d número más grande de todos. 

En secundaria el concepro se conserva en cuanto a conceptos numéricos, pero se extiende al estudio dd componamienro 

de los números decimales, representación de inrervalos y análisis de gr.ífkos. 

' 
Recuerdo que de peque,ña solía jugar con una amiga, a ver cuál de las dos logr:iba decir el número más grande, pero 

teníamos la regla de que ambas teníamos que mencionar en algún momento números con unidades, decenas, centenas, y 

así sucesivamcnre. hasra que una de las dos se cansaba y decía que el mayor era el infinito. Hasta ahí llegaba el juego 

' 
porque no habfa nada más después del infinito. 

REQ Acercamientos formales en el colegio con intervalos reales, solución de inecuaciones. dominio y ámbito de fondones 

cuadráticas, trigonometría, dominio de la función rangenre. Ltlego en la universidad. 
' 

SR Yo le puedo hablar desde pequeña cuando mi papá se sentaba y me decía: ejemplo, la pista, de que nosotros veíamos la 

pista larguísima. esto es que 'continúa, es infiniro hasra llegar al lado de la frontera 



en escuela me acuerdo que 
0

se mencionó algo así como en ciencias, más que nada foe como en el Universo y luego, en 

colegio comenzamos a (por lo menos que yo me acuerde) como en cuarto, quinto año que füe más que nada en Física 

Mare que nosorros utilizamos un poco sobre ese iema. 

en primari:1 un poco Li mención fiie más que nada en ( :1er1ci:1s (no me acu;::rdo en qué año) que d profesor que teníamos 

se emocionaba todo y comenz¡) a h:ibLu de la rierra, comenzó a h;1bbr dd sol, de todo d Sistema Solar, enronces comenzó 

:i hablar de q:1e las distancias y que habían orros planews, y que la expa1u ión como era inflnita 

En el colegio, le 'soy sincera, ya fue especiflcameme corno b dd1nición de números naturales, números enteros, los 

-racionales, que ;1 nosotros nos decían que estos van hasra el inflnito, que continúan infinirameme, no hay algo que los 

derenga. 

SUV Cu;mdp uno el11pio.a a esrnr ya uno en la escucb y emp 1~za ;J ver que hay m;Í.5 de 100 en la parte munérica, que ya hay 

m:ís números, que ya vamos por el mi1lón y.~ exriende m:ÍS •WIÍ es donde se empieza a ya dar n1.is ;m poco lo que es el 

infinito . . 

,'\ 11ivel de se<::undaria pu ya se emp!ez.an a ver los números reales, lo que son los imervalos inflnirns. se empien a form ar 

lo que e.s ios ne~a dn)s, 'ya no es un infinito positivo, sino que hay un inllnit(• 1 egativo ... '{ya hablamos de infinito en 

cirnbos sentidos en' lo que c:s la recta numérica. 



En Ciencias hablábamos de que el Universo es infinito. En lo que ern en Matemárica, más que rodo en inrervalos para 

maneíar dominios, manejar funciones, pero igual yo lo veía como un asunto de la recta numérica del phmo carresiano. 

Cuando me dicen efi la escuda que los números no acaban, así lo digo como lo recuerdo. ¡Ya eso es importante! Después 

cuando veíamos en Ciencias (porque a mí me gustaba mucho Ciencias en b escuda), cnando hablamos dd Universo, el 

urili~ar mucho la imaginación para eso, porque no es un concepro que se pueda palpar. 

Pero yo me acuerdo en lo que son los asunros de educación porque estamos hablando que el infinito no es solo algo 

numérico o matemático, sino también Inclusive humano. 



2. Definición de infinito 

Docenre Definición 

ANAV Infinito es algo que no tiene fin , desde h digión que h;ibla del amor de Dios, o el universo del cual formamos parte basta 

los números que crecen y crecen y que gracias al sistema numérico con d que con tamos pueden seguir haciéndolo sin que: 

tenga nunca Hn., 

f~~ muy importante conocer la noción de inflniro, vivimos en un mundo donde ~e puede entender claramente a que se 

refiere y ver dónde se aplica, y el hecho de que existen infinitos m:ís- grandes que orros in fin iros nm ayudan a trabajar los 

núrnerns reales. 

Creo •1ue cada vez que se toca la noción de infinito caigo en lo mismo, infinito es algo muy muy muy grande, o muy muy 

muy pequeño. ¿qué tan grande? ¿qué tan pequeño' No se puede decir. eso es infinito. 

Que d infinito es
0

solo una idea, la m1tenútíca le puso un. símbolo para poder hablar Je c:-<..1 idea, pew es lo qu-f' decirnos 

cuando no podemos decir cufoto es en verdad , ya pNq11i: .sc;t muy grande o m11y peque1io. 

AV F.! inllniro bueno ... es una idea que rdlere a cominuidad sin límire. 

Yo siento que' esa retcrc:ncía ¡.:¡ue existe en nosorros, pienso mucho por la sociedad en la que: vivimos, un Dios, J;i infinitud 

! hac i;i algo s1.1pren~o , el espacio i11 a lcanz~1ble , el espacio infl niro, un Dios que den e un poder infinito , un Dios que ricne 

' . 
... 



un amor infinito son referentes culturales ~¡ ue p ohablemente son los que se usan para elaborar de alguna manera ese 

concepto, pues se da por sentado . . 
~ 

Ahora que lo pienso, pues me imagino simpli::me1Hc: que qued;1 nada más en una idea abstracta, que uno asume que es 

algo muy abs,tracto y por eso lo relacionan con esas cosas que son un poco complejas. 

DAM fü una idea 1 ada más, m:Ís que eso no porque es intangible. para los que no creemos en cosas intangibles, nadie lo ha visto 

para ver que eso exisre, es una idea, una abstracción. 

HUi'0 Para mí d infinito se refiere a' codo aquello que sé que e.xiste, pero está 1.nuy lejos de ser alcanzado. Esto lo aplico en la 

~1~rfec.ción h.um.u;ia, como, por ejemplo, la cual es muy dificil de ser alcanzada. Por orro lado, concenrrar d conocimiento 

' en un solo sitio, es algo muy difícil de alc.mzar. La idea misma dd tieri1po, lo que se ha recorrido y lo que falca por 

recorrer. El infinito es la idea misma de seguir addanre, de que no hay barrera que~ se coloque que haga que las cosas se 

detengan y llegue sólo hasta allí. 

En lo 'que recui=rdo se refiera a algo vasto o extenso, que no tiene límite. Es algo para lo que no h;1y un final. 

KEN Si hablamos de números, infinito es como un número al que no sé cómo conta.r, no tengo una regla establecida para llegar 

. a contarlo, no sabrfa definir infinito yo, es ran complejo, no sé. Se ve ran fácil y se ve tan a. la hora de definirlo . 

Simplemenre como una cantidad que no se puede llegar a conocer; una canridad extremadarnen te grande o 

extremadamente pequeña. 

MAG Es aquello que no titne fin o que nunca termina. Siempre que hablamos del concepto infinito lo hacemos con el entendido 

de qt_re d concepto se refiere a algo que no tiene fin, es decir, que por alguna razón nunrn termina. Saber que siempre se 

puede obtener 1¡n número más grande que el anterior. 



REQ Lo considero AlosóHcai-neme como un concepto, siempre existe la posibilidad de obrener un mímern m;Í.5; desde 1111 punto 

de vista formal no lo tengo muy claro, pero uso de fórmulas, concepro de límire, asínroras, límites laterale>. Nunc:1 

llegarnos a ver un número como mi.. 

Como profesor de marem~ticas es un concepro que nos permite transmitir que hay algo m:ís, por ejemplo, Jos n1'1merns 

en b recta: "uno más en el paquete". También o=i; tm p irn nte filosóficamente hablando. 

SR A nivel maremfoco, lo puedo ver como' una fonrn numéri.ca. Ya en concepto espiritual, todo en la vida es una 

consecuen-da, una .reacción y todo esto lleva rambién a un infinito, porque hay infinidad de soluciones, de proced.irniemos, 

de cosas que puede pasat, e igual que el pasado si yo hubiera cambiado, que reacción hubiera tenido. En b parre lingiíisrica, 

ejemplo cuando uno interioriza el concepto uno les dice a los chiquillos el inflniro y m:ís allá, ¿a dónde lo han. escuchado? 

A bueno, en una película, ah en una f.íbula . 

SlJV En lo matem:íticamenre hablando, es un asunrp de nunca acabar sino también lo sienro en mi ser. Cuando uno se va 

desarrollando como persoi¡a se da uno cuenrn que hay un sinfín de siruaciones en las que usted puede decir que son 

predecibles para usted, pero en re~t!idad hay muchas. Aunque la v.ida es corra, nuestro pensamiento puede genera1 co~as 

inflnirns. La tecnología es una muestrn de lo que hasta abqrn hemos avam.ado y mi abuela decía: "Quién sabe 'lue v~tn a 

ver ustedes, por<iue si yo vi un montón de cosas, lmedes quién sabe que' van a ver''. Para mí. d inflníto lo representad 

pensamiento humano, no solo en la parre matem;irica, cíentíflca, recnológirn, r;1mbién su desarrollo emocional. Uno <::sel 

que. ge11 era ese as11mo de infinito, midie lo va a represen car m<h que 11 r;a persona. 



3. Experiencias universitarias 

Docente 1 

ANAV 

... 
Experiencias 

Sencilla, no recuerdo nada que fuese complicado con el infinito, una vez que comprendí los signos (< y >) no ruve 

difkulrad con los infinitos. 

No r~CJJerdo flingu.na estrategia en específico, los ejemplos y la explicación del símbolo, nada más. 

AV Pues debe no haber sido ¡nuy significativa porque no rewerdo, realmente trato de hacer memoria como que alguna vez 

algi~ien, haber escuchado a alguien hablar o definir al infiniro, o sea, siento que es una idea que se usa, pero como una 

idea, pero no como un éoncepto que defino. 

DAM Cuando uno la ve en la u, tiene otro tipo de nivel de madurez, hay que decirlo porque está en los planes, pero sin sentido. 

Cuando uno lo empiez;1 a usar más en l.ímite~ al infinim, parece contradictorio, como se ve x en cierto entorno, cuande> 

uno acepra la idc:a de infinito t~n cosas pequefi;1s, inrervalo [O, J] y R. 

En la UCR ~10 nos cuentan hisroria acerca del infinito, viene de un ejercicio, que podría pasar en cierra sucesión de 

funciones. intervalos reales. convergencia de funciones. Asumen que uno viene siendo formado desde nifio y se asume 

que se tiene d concepto. 

Si las emplearon no me acuerdo, ... ellos ya asumen que usted tiene la n?ción de lo que significa el infinito, en reoría de 

~?njupros, y. uno.se lo cree. 

Me acuerdo de infinito y de emategia, en la UCR había una profe que algui ·11 le comento sobre la paradoja del conejo y 
.. 

la tortuga. ella aprovecho para hablar del concepro. Una fabula de MGM. 



HUM 

KEN 

Legalmente no recuerdo. No podría precisar mi experiencia. Lo que recuerdo ral vez seria que no hubo un abordaje sobre 

d i~·flnito como tal, sino que su manejo se daba por sentado, con lo que se tenía de la educación secundaria. Si se hablo 

acerca de ese conceptb. sería como parre de un resultado o bien sobre la base de algún otro concepro matem;írico. Pero, 

en síntesis, no preciso claramente mi experiencia con respecto al inflniro. 

l~emostmciones. Como en d caso los límites. La demostración de que el conjunto de números reales no es acorado 

superioi:mente. Casi todo se basó en el uso de demostraciones. 

pebo utilizar elementos que para ellos sean más de uso conocido y concreto. No recuerdo estrategias p.ira a bordar este 

concepto que me fueran proporcionadas por los docentes, en mi riempo de estudio en la univei:sidad. 

Ya propiamente en la carrera es necesario conocerlo para muchas cosas; en el caso cuando uno imparte lecciones para los 

que estudian ingenierí~ y ahí si tienen que llevar cálculo y ríenen que ver b aproximación a, o el lírníte a cuando se tiende 

a inflnito o díferenres representaciones gráficas para que dios lo logren aprender. 

Sincerar~ente no recuerdo absolutamente nada, alguien que me diera ningún énfasis en la universidad sobre ese concepto. 

Ok, en mi. formación como tal d concepto de infinito, no tengo recuerdos que me lo hayan dado como tal, sino en la 

aplicación de cienos contenidos, de cierta materia relacionada con el rema de infinito, pero, así como relación propiamenre 

que nos hayan dado para represenrarlo, no: 

Es tan complejo verdad, porque yo me recuerdo mucho en dlculo que us:íbamos, hasta en integrales, roda esa pane, pero 

d cálculo meramente, e~trategias didkrkas ni siquier;1 usaban para ningún rem~i a mi parecer, era todo magistral cien por 

denro y menos para uatar el tema de inflnico verdad, simplemente como una resolución de algo y obtenga un resultado. 



MAG Nunca fue un rema que se estudiara con exclusividad, más bien represenraba solo un posible resulrado para el análisis o 

dasifü:ación de estructuras. 

Sólo se u1ilizaba la represenradón simbólica (oo}, anteponiendo el menos cuando se cambia de dirección. 

REQ Se abordó en dlculo en el uso de límires, integrales, derivadas. ecuaciones e inecuaciones. más parte de dlculo. Ahorira 

) 

no manejo demoscraciond. Definición de límir~s laterales, límite formalmente: para cada delta existe lambda tal que 

enconrrar un valor. 
4 

A nivel de formación, demostraciones, teoremas. No hay mucha did;ktica. 

SR Cuando enrr~ a la carrera de Marem~itkas, directarnenre ya ahí ubicados de los conceptos de números emeros, etc., sobre 

el infinito, principalmente la parte algehraíca. En la pane geométrica. tal vez por los recursos que uno u rilizaba ahí se 

menciona m•:mos por decirlo ásl, como era m;Ís físícb ... Pero fue en la parre del Álgebra donde más uno lo denotó, por lo 

SlN 

merios lo mencionó, hiw rela<:ión, etc. 

Frustrante, porque el profespr Fabio en Maremoitica Funda~1enral él nos hizo una demostración c!e 8 págim1s para llegar 

a un ~oncepto de que l~s iiúmeros eran infinitos. Y er¡i un•l demosrración de que si usced me: pregunta cómo empezó ... 

no sé. 

Me lle'_'Ó.casi .~uatro. ¡neses para poder entender codos los conceptos que él puso en esa demostración. 

Asodar lo pedagógico co~ lo magistral, difícil. Uno invema, prneb;; y error. 

A mí, me queda de la universidad cu:mdo se lrnbla de la complerirud de R, que: ahí h 1e donde enrend i más d asunto de 

que el infinito no es nada más un montón de números que siguen de un lado a otro, sino que en un pequeño inrervalo 

hay infinid.id. 

........ 
00 
N 



De hecho, inclusive cuando vemos dimensiones, cuando hablamos de JD, de dimensiones y que también hay rnllniJad 

(n dimensiones en la universidad). En d cqlegio uno lo veía todo plano, 

Fue como abrir mundos diferenres. Cuando hab!:m10s de N, inclusive cuando empezamos a hablar de sucesiones es como . 
en -onrrar otro l<;nguaje, y no solamente eso, sino que uno se da cuenta que d Álgebra encierra lo que es d infinito porque 

cuando usred habla de variables c¡ue pueden representar cualquier número, usted puede poner cualquier número. En 

sm:esíones, que es en los primeros cursos ... En los primeros cursos fut para mí como enterarme de que la Matern~ítica no 

es solo un asunto de que a mí m~ gustara porque era buena, sino porque ha?ía algo más en ella que renía que explorar. 

Me. :1cuei:do lll1'1 vez.que llevaron una gr.Hlca de una imagen en 30, luego en 4 y así. .. No recuerdo hasta qué dimensíón 

' ilegaba, pero sí fue muy interesante porque cambia mucho. Cuando vimos sucesiones y teníamos que definir n+ l. lvfe 

acuerdo de que una de las cosas que más me cosró en l'vfatem;ítica fue Topología poa¡Ut! eso tiene que ver mucho con 

infinito y cu;md9 deflnen vecindJrios ... Son nociones nmy abstractas, pero ernn 1nuy into:res,m~s. No era entender algo 

que está ;1hí, sino .rom;ir en cuenta que lo tiene en su mente. 

Yo ahí sí rengo un problema por d divorcio que había entre Matemática y Educación en esa época. 



4. Experiencias curriculares 

Docente 1 Experiencias 

ANAV No me ha pr~sentado mayor dificultad, como mencioné anteriormcn,re, me ha parecido que luego de que comprenden 

los símbolos > y <. El uso dd <y >, creo que mucha gente llega con problemas reales en estos símbolos, incluso a niveles 
. . 

universitarios. ' 

AV Muy pocas veces he teni~o que dar los niveles de sétimo, oct4vo, noveno, y entonces siento que así como profesora de 

momentos significativos, no me acuerdo algo específico tan fiicilmente. 

Yo casi siempre los recibo wandes, entonces por lo menos en d recuerdo más próximo en niveles de sétimo, octavo, 

noveno si hay que hablar de esos conceptos. 

Con los nuevos programas, no he renido que abord:ir el contenido como tal. Vamos a ver, no ubico ni siquiera (siendo 

muy h:m srn) ~n que parte dd programa habría que ua:ar el concepto como tal. No sé sí usted me dice que está en sétimo, 

octavo ... no sé si por ejemplo es una intuición que se debe venir construyendo intencionalmente desde la escuda. lo que 

no sé digamos si viene tan explícito. Casi, casi me aueverfa a atlrmar que ran bien viene como algo intuitivo. 

DAM Uso d libt'o de arena par;t analizar cuales esrudiantes m<:!to en olimpiadas. El MEP se h~1 enfocado <:n ver otros t<:mas, no 

sirven para nada en L1 vid<t real, en la u posiblemente si sirva. d MEP quisiera que planteemos un objeto que sea infinito 

para que los ~srndia~tcs lo entiendan mejor, es un objeto intangible. En 71110 apenas csr,in empezando a absrraer. 

HUM La 1m1yoda de las veces son situaciones sencillas, que con un poco de pensamiento se le llega a la solución, pero igual son 

pocos los em1diantc·s los qm'. to'nrestan, la mayoría espern o que se les diga o bien que t:.ontesre otro . 

... 



KEN 

Cominuidad. Cantidades finitas (por ejemplo, t'.Xpansión decimal), para contraponerl 11 .. ; con car.1iJ 1da. -uy,1 

representación ¡¡;enera n1ayor complejidad. Conjuntos l1nitos, para realizar conrraposidones. 

Problemas qut: involucran d conteo de números. Por ejemplo cuando se estudian sucesiones, y se hacen casos también 

como tablas de ,valores en la furrdón lineal. También se h.1bla de los viajes espaciales y la disrnncia que pueda rcc.;•Hcr 

h:JCÍ:t una dirección determinada (no hacia un sitio). Por mra parte cuando se trab~ijan fracciones la diferencia entre la 

forma aproximada y la exacta ~e un número con expansión decimal periódica. También cuando se .habla de lnterv;dos, 

sea de tie'mpo, temperarurh, económico, ere. Casi todo ba:sado en la solución de problemas, basado ef\ experiencias de !os 

mismos estudiantes y su relación con d entorno. ' 

El conc(;p.tq del JnHnit~ a través del tiempo en la etapa sccund.1da, creo yo, se ha dejado de lado muy a lo intuitivo de la 

persona; sin que para ~I estudiante resulte ni pdctico y provechoso, lo que hace que la construcción de este concepto sea 

únicamente para explicar ciertas situaciones que no se pueden m;mejar de manera concreta. 

La folr; de interés del ,Jlgu,nos docentes y de los esrudiantes, hace que no se preocupen nm cho por formalizar, o por lo 

m,enos, la de generalizar de manera m<Ís detallada este concepto tJn im portante. 

Ok, casí que uno desde sétimo aí10 com!em.a a intuir en ellos el concepto de por lo menos números infinitos. o el concepto 

de números reales, enteros, que hay inflníros nüineros dentro de orros; pero propiamente el concepto no se da como tal, 

sino que ~e ínvolucra en ciertos remas. 

Cuando uno está viendo el dlcu!o de dominio o ámbiro en funciones precisamente ahí en bachillerato evahí;in inflniro, 

por lo que nosotros tenemos que dúles una noción a los muchachos y u110 se ayuda con la calculadora para q¡¡ e ellos 

comiencen a rrabajar con los números. 

,. 



MAG 

REQ 

Según d nivel y el área de fqncionamíento, como conceptos geométricos, conversiones de fracción a decimal y su 

dasif:'lcadón según el comportamiento decimal, para clasificar nl'.1meros según los conjuntos numéri.cos. 

En la zona donde trabajo se hace difícil profimdizar cualquier rema, ya que de lo contrario no se logra completar d 

programa. Aun así muchas veces no se logra la abordar la totalidad del mismo. 

Sí te trabajan c,onju1;tos numéricos por ejemplo, se debe tener claro el concepto de :lntecesor y sucesor, d concepto de 

conjunto y la diferencia entre conjunto finito e infinito. En geomerría, se debe diferenciar simbólicamente los conceptos 

de ,,egmento, rayo, recta y semirrecta, así como el de plano o semiplano. En la conversión de fracciones a decimales, es 

importante enfotíwr en un proceso de división completo, donde se visualice d ·omportamienro de los decimales y d 

mismo estudiante saque sus propias condusíones. 

Trabajo en dos instituciones que cuentan con una población estudianril totalmente diferente una de la otra, lo cual me 

obliga a trabajar y evaluar de maneras muy diferentes, a ritmos muy diferentes y los alcances varían considerableme te. 

He cmnpanldo mi experiencia con compal'ieros de difúentes lugares dd país y en algunos casos son similares y en otros 

(muy pncos ¡;or cierro) los resultados se acercan a bs expectativas del MEP. 

La experiencia es desde el punto de vista intuitivo, es un conc.epto que, aunque no podemos ~erlo ni tocarlo, existe. 

f'.jemplo, las raíces de cualquier o rden, decimales para ralees , por ejemplo raÍ7. de 2, multiplicar un 111ímero por otro, se 

da cwenra que no va a re'rminar, y es un proceso manual que no rermína; el concepto de infinito esd ahí pero no lo 

pode rims palpar. 



Concepto de asín rota en fünciones exponenciales, logarítmicas, inflniro con divisiones, acercamientos al cero: l /10, 11100, 

111000, etc., ninguna llega ~xactamente al cero. El estudiante entiende l/1000000 que no es cero exacto. El concepro de 

infiniro está ahí. Razones rrigonométricas, tangenre de 90º, tan(89,9º). 

Relación de orden en los naturales, enteros, r~icíonales, densidad de Q, lo que significa, en su densidad, quedan pequeños 

o grandes vacíos que 110 los !lena Q, entonces. ¿cómo lleno los vacíos? Con los irracionales, infinitos no periódicos. Son 

necesarios para completar la recta, el infinito a ambos lados. 

Más formalmente el concept9 de compleritud de R que es necesario para entender el conjunto. Los programas vienen 

concretos, pero es importante y necesario, por ejemwlo. en mecánica de precisión que requiere hacer cilculos muy finos. 

SR Lo valoramos en la parte de teoría de nú meros, ejemplo en séprimo imeriori1.ades el concepto de número natural, de 

enteros, por qué en los iemeros hay un orden, por qué hay una recra numéric;1, qué quiere decir b recrn nmnérica. Y ;1hora 

abordarlo por medio de un problema. 

Hasta ahora est;)y recibiendo es,n~dianres qu.: han vepido con el proceso y ahorirn que los rengo en sétimo no me ha 

costad9 la idea de empezar con un problema, en cambio los esrudianrcs que yo tuve hace cuatro años de cuarro afio o de 

sétimo Hile me c;:ntraban era un problema porque no lograban ¡,... <'~1 (~so. Siento que el cambio fue mll:.' radical en el MEP. 

No ha sido un aprendizaje solo' para dios, para uno rambién. 

SUV Cuando yo empíc;~w a dat clases y tengo que hablar que Q es un conjunto denso ahí es donde yo digo: ¿cómo les explico 

esro? Uno expliC'a, pert~ también uno cae en el asumo de explidrsdo muy somero. En la secundaria hay que acogerse al 

(emario'p~rque hay cosas m;ís importames en qué enfocarse como el asunto algeb .deo, por ejemplo. 



Que ellos vean, que los naturales es un subconjunto en los enteros. Curricularmeme .. ellos nada más dicen defina R, como 

la unión de los racionales con los irracionales .. , nada más. Pero esa unión no es tan sencilla si uno tiene que recordarle a 

ellos que todavía los enteros no es denso como lo.~ racionales. Esa parte ahora se ha borrado un poco, sin embargo yo 

siempre les digo a ellos cuando se ven racionales. 

El curriculum no le ayuda a uno en nada en cómo explicarles. 

En realidad uno rermina viéndolo muy ralamente, apenas lo que uno necesita para que ellos sigan a lo demás. Y las pocas 

veces .• he hecho el intento, y han sido pocas porque mi experiencia me ha llevado a ver que no puedo profundizar mucho 
1 

porque pierdo el interés de ellos muy fácilmente. ¡Era para eso! Así le dicen a veces a uno y está la limitante del tiempo. . ' . 

En lós primeros aí'los de experii:ncia sí lo inrent¿ cuando uno les habla de R, yo siempre les menciono los complejos. Me 

dicen: No profesora, déjelo ahí. Inclusive ellos me dicen a veces que uno como que empieza a volar, porque hay tanro 

conocimiento que uno dene que uno qt1isiern que ellos tuvkran . .. 

Los estudiantes. quie;en lo necesali.o, lo que necesitan p;ira aprobar d año y punto. 



5. Experiencias didácticas 

Docente Experiencias 

ANAV El ponerlos a pensar en cualquier nt'unero y que otro compaúero diga orro más grande, y luego otro y luego otro, hasta 

que ellos se cansen 

El uso de los mismos ejemplos que me mostraron a mí, y la actividad donde un esrudiante dice un nú1ne rQ luego otro 

dice uno más grande y otro y otro. 

La anécdota de dibujar una recta en la pizarra y hacer la pantomima de condnuar \a recta hasta salirse de la pizarra e 

incluso del aula si se puede. 

Creo que cada estrategia fondona, tal vez no a todos los estudiantps, pero alguna le servir;\ a unos y otras a otros, por eso 

me gusta hacerlo todo, porque de pronto con una estrategia Luisito no entendió, pero con la segunda sí, y Martita hasta 

la rerceT~ lo logró. 

AV Usualmenre estoy dando, habfando de funciones usando R, usando en mí lenguaje, en d lenguaje normal ese término 

infinito. Asumo que mis estudiantes entienden, que nos entendemos mutuamente cuando hablarnos de infinito, entonces 

no ha sido algo que es objeto de discusión, o sea, lo usamos d término y ya. 

Ya nbico orra cosa, cuando hablamos dd espacio, el Universo, p~r ahí son referentes de ese infinito, ya traen los chiquil.los. 

De nuevo, no me he sentido en la necesidad de hacer una discusi6n ... como decir, es algo que sigue. Viene como parre 

de ese lenguaje que ya se trae. 

Para mí es la intuición que se trae de ese concepto, que casi se crea (ahora que lo pienso) de una manera casi inconsciente . 

... 



Lo visualíw nada más como cuando le hago las flechitas al plano cartesiano para indicar que esto va parad infinito , ahí 

es donde lo visualizo, como usando iepresent~ciones de ese infinito, cosas que .indiquen 'lue ahí está ese infinito, pero nr! 

definiendo el infinito. 

He asumido '(ji.le los chicos entienden cuando uso d concepto o digo la palabra infinito, riende al infinito, esto crece 

inflnítamenre. Uso ese tipo de e:cpresiones. Tampoco recuerdo un momento en que un chico me haya detenido y me 

diga: pero profe. ¿eso qné significa? 

Honesramenre .. no rengo clara cuál debe se.r la concepción de infinito qui; yo debería transmitirle al estudianre. fata es la 

primera va -que me siento a pensar sobre el concepto de infinito y si yo realmente tengo clara la cuestíón de qué es d 

infinito, hablando matemáticamente. 

Y si yo no tengo ni siquiera esa claridad, píenso que es difícil ubicar cuáles van a ser esos contenidos previos para ese 

concepto . . . 

Para \1ablar o si::ñalar del ínfiníw utilizo ciertos gestos, expresíones o movimientos de la mano que uno puede usar ¡nra (y 

esto sigue ... ), expresiones así y que uno gesticula de alguna manera indicando esa continuidad. Pienso en las 

representacion~, cuando hablo de los intervalos cómo escribir adecuadamente (pienso menos infinito, más infinito), qué 

símbolo uso. Digamos, una discusión por ahl para hac~r un acuetdo de cómo es que lo vamos a expresar. Cuando yo en 

funciones quiero indicar que es una tendencia, que continúa infinitamente, le ponemos flecha, no le ponemos flecha .•. 

Busc:tr alguna tt1xe5entadón apropiada que nos indiql!e ese infinito. Es básicamente como los a.cuerdos que hacemos. 



DAM. 

c:reo que hay que p restarle atención cuando uno intenta hacer una representación gráfica de! infinito, (usa r flechillas) 

porque parece inocent~ pero realmente no lo es, por ejemplo, porgue cuando usted usa un software y d software no usa 

las flech,as. eso en algunos casos al estudiante se le genera un conflicto cognirivo, y qui7.á uno lo d.1 por, .lo obvia,. lo pasa 

por alto y quiz.í eso es una expresi@n de que ese concepto no esd lo suficientemente claro. 

Que el ~studiante entienda que la 1·~resentadón gr:ifica siempre va a ser una representación limitada port1ue no puedo 

l'ealmente represenrar al inflniro de una fórma concrern. 

Los estudiantes no lo aceptan, dios le preguntan a uno, como se yo que ese número es intlnito, si tiene los puntos 

rnspensivos indica que se reproduce infinitamente, contarles la historia, algo rn:ís al.lá, no. 

Por ejemplo, ahora que vemos los irracionales los estudiantes preguntan que como saben cuál es el número que sigue, o 

como sabemos los profesores que ese número es infinito y que no tiene repetídón. Les damos el ejemplo de pi, existe una 

máquina que esd calculando los dígitos de pi, c'ontarles sobre el libro de atena, ejemplo del libro de unas enumeraciones 

enorme, ejemplo del saco, [rate de sacar el mismo número. La idea de imposibilidad es la idea que !o srnnerja m:1s 

T1«mH de convencer a un c:s
0

tudiantc, le voy a v<:ndcr una idea, lo hago pensar en una idea o simacioncs que involucren el 

intlniro, el infinito cs d amor, el dcmpo, exi.stTn otra variedad de inflni.ros. Busco convt~ncerlos. Estrategias que sí.rvan 

poner los puntos suspensivos cuando se rrnwn de nlÍrneros, infinitos periódicos puro,$, ayudan a hacer la noción de que 

eso condnúa infinirameme, ayuda bien, Fracciones a decimales. Lo hacen bien. 



HUM 

j 
Gen

0

ernlmenre, hago grnpos de: papas de esrudiantes y entro a YouT'ube de video que hablen del rema que rrnro esa semana. 

1 
F.! p1:ohlema es que esrndianres ni siquiera lo ven ni lc:s dan2a información, los ven, pc:ro no los e.1rienden, los busco los 

más elementales posibles. · · 
Q 

E> u.n poco complicado, ya que d planteo de problemas se torna un poco un difícil, muchos alumnos quieren que todo 

sea concreto~ si ya ~e les indica algo más abstracto, nc\ contestan, sobre todo en sétimo, vienen muy acostumbrados que 

todo ,se les diga o píe'nsen lo menos. 

En funciones se presta mucho, pero igual se limira por el uso del tiempo, y sobre todo. porque muchos de los alumnos 

dej a.o las rareas y no las resuelven_ o, sólo las copian, por lo que la experiencia no llega muy lejos. Otro aspecro es el tiempo 

para profundiwr y la imporrancia, porque, aunque se les diga que es importante y se les mua de demostrar, si resulta que 

no es de uso inmedíaro en su vida, no lo roman en serio. 

Hay esrndiances muy participativo~ y prros muy pasivos. Cuando se traca de conteos o bien de buscar valores de" 

cantidades, la mayoría trabaja y lo entiende. É.n fo relación de funciones o bien de intervalos numéricos, muchos tienen 

de confundír~ya que para ellos no es tan palpable, en la mayoría de los casos, los esmdíantes les cuesta emender d concepto 

cuando se avanza más en lo abstracto. 

Utilizar m;ís la imaginación, no ser tan apegados a lo concreto. Para eso se necesita que la persom1 se pregunte más acerca 

de sf misma y se pregunte sob~e su entorno, no ser tan conformistas. Pi.?r otrn parre, que traten siempre de ver más alti 

~¡~las cosas <1videutes y buscan maneras nuevas de hacer las cosas , o por lo menos de hacerlas mejor. Eso es parce de crear 

un pensamienco positivo que permíra la adquisición de nuevos conceptos, ·enrre dios el del infinito. 



KEN 

MAG 

La nodón es difkil de que dios lo logren porque ellos no tienen daro cómo voy a sustituir infinito, verdad, emonces que 

es lo que hace uno: procurar de qlie es como un número muy grande y que entonces vamos cambiando valores para llegar 

a u~. ním.1ero e~cable.ddo, sin embargo no es un nümero exacro que se va a dar, sino que es como una aproximación para 

ir' llegando a un resultado. Una aproximación tal vez dd concepto en la clase: 

Hablarles un poco p~r lo menos de la historia, de por qué históricamente existe ese concepto, que realmente nosotros no 

lo manejamos ta~to por la presió1,1 del tiempo y tal vez si queda un poquito de tiempo uno trata de :1provecharlo en otras 

c9sns, m<h acá qu~ solo hay rres lecciones en diversificada; pero básicamenn: uno podría interiorizar m<is cuando habla de 

recta numérica, ir metiéndoles relaciones y álgebra un poquito de ese concepto pa.ra que los resultados no sean exactos. 

Quizás en funciones y bueno, estrategias didácticas, intenté hacerlo con divisiones, aproximaciones de divisiones, Iba 

dividiendo números por cero coma algo, cero coma algo, hasta llegar a un valor que le da error en la calculadora decían 

los chiquillos, ve.rdad,.como unas aproximaciones con la calculadora, básicamente que me acuerde en esre momento. 

Luc:go sustituciones con valores extremadamente grandes o valores extremadamente pequeños y obligarlos a hacer cálculos 

para sacar im:ígenes o preimágenes o dominio o ámbito. . . 

Las aproximaciones con la calculadora para codos han sido muy facil, pero la interpretación al final siempre es como un 

poco confusa, porque ellos dicen ¿por qué'me da un valor muy. grande, por qué meda un valor muy pequeño? Entonces 

siempre se les enre~a. 

Curiosameme, los escudianres que ingresan a sétimo año lo suelen llamar ~ d ocho acostado". 
~ 



Se asocia a conceptos como d de la recta, donde de manera visual el esrndiame puede nombrar algunas carreteras, o el 

horízome del mar. 

Busco ofrecerles a los esrndiann::s problemas y ejercicios en los que ellos puedfü plantearse posibles respuestas y debatir ;1! 

respecto. Esto debido a que dios ingresan al colegio con un concepto que en la 1m1yorfa de los casos es aprendido por 

memorización y no por construcción. 
' 

Cuando los grupos estfo cargados de estudiantes repirentes es necesario cambiar mucho en la metodología. A algunos no 

les gusta resolver problenps y solo quieren repeti; procdimkmos. 

Lejo.> de una construcción, los esrudiantes llegan a una conclusión del concepto, pero no se profundiza en el mismo. 

REQ en noveno se; &1 d tema. Colocación de raíces entre enteros: cuadradas, cúbicas, cuartas, etc. Conclusión: hay raíces de 

cualquier índice, siempre se puede colocar un número más 

Uso GeogebPa parn qne vean tú •lsÍnroras en las gráficas, o las ramas de las p;trábolas, si las definicíone;; en IR, límites 

hacia el infinito, limitado a intervalos, raíces limirad<is a dos o rres decimales para trabajarla.>; l.so la calculadora para 
... 

expansiones decimales infini,ras periódíc;is o puras, irracionales no se pueden representar en la cale.dadora. 

Han servido esas que m~ncioné anteriormente, la parre yisual sirve mucho para asíntotas. Al esmdia~nre le llama la atención 

en décimo. En noveno tratar de sacar una raíz, ;e hace.una única vez y luego con la calculadora. El infinito como tal est~ 

en rod<?s .c,~os .números. 

SR Entone-es yo les, digo; usr<;Jes sabían, o busquen, busquemos en Google. Saquemos cuál es d último número ... y claro, 

sale u,n chorro y dicen: ¡Profe, eso es grandísimo! Y aun así todavía no he encontrado que ... el último valor. Pero eso es 

enorme, cómo lo van :i escribir. 



No se pu~d;: exr::nder uno mucho sino nada más dar una pincelada sobre la historia y en algunos casos yo procuro referir 

con historia de matem~íckos donde se haya mencionado, ejemplo b expansión de los nú1neros, que por qué se utilizó, que . . 
quién fL~e que lo vio. realmente a los de sétimo af\o que es a los que más les llama b atención cuando uno les habla sobre 

historia, más que les pongo toda dramática y les digo qu('. ;1 alguno de los de la escud;1 de Pidgoras d que 1 menzó a ver 

sobre los números irracionales. 

Sí he podido extenderlo un poquito tal,ve-1 en los af\os de cuarto año. Uno puede aprovecharse en las gdficas, me puedo 

aprovechar del porqué tengo qne hacer una rdadón con los números reales y por qué su extensión . por qué no puedo 

decir que existe un solo término, por qué exisren ese montón de deómales. 

Cuando usted ve función exponencial y les deja problen1as de bacterias y se vuelvan extremadamente grnndes y que yo les 

digo cómo los repre.<;e11to en h fondón y por qué estas tienen un;i continuidad y qué pasa con esa continuidad cuando se 

va acercando a O. ¿Pero llega a ser O? Esa es la pregunta del millón. Estos números son infinitos, ya con la calculadora ni 

siquiera la puedo calcular, pero entonces como dícen ellos: en ronces nunca la llega a tocar, no ... ¡Va ahí como a la par! 

En;~nces se quedan sorprendidos. ¡Y entonces continüan! Entonces enrien.den que los números son tan Infinitos, tan 

grandes y su expansió'n es ran enorme que no podemos decir at1uí concluyo y aquí termino. 

Primero que na,:a, ver qué signi~ca infinito en sí, o sea qué dice la R¡;al Academia. ¿En dónde han escuchado dios el 

término Infinito? Si ha sido en la casa, en la escuda, con algún familiar, en qué lo han visto. . ' 
Con los' de sétimo iniciamos con un problema contextualizado de Ja vida cotidiana y que ellos hicieran una plenaria de 

cómo lo resuelven. Hacer una relación de qué les decía la maestra, de por qué la recra tiene flechas, por qu¿ se dice que es 

inflnita. 
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Ejemplo de otros niveles enfatizar que ya ellos vieron números namrales y que ya esos so11 infloiws, ir planreando el 

concepw e irlo agrandando, existen otros enteros que son posirivos, negativos y que van hasta dónde ... Hasta d infinito 

y ahí conrinúa uno. En esta parre podemos decir que se hace un esrilo como lluvia de idc:as. 

Para mí efecrivas, d trabajar problemas es muy efectivo, más sí usn:d trata que los chiquillos se introduzcan. Otro que veo 

que se u¡i(iza mucho, la lluvia de ideas. Eso wralmcncc Tos ubica y con las palabras de dios mismos. Ejemplo, si estoy en 
' . 

un año superior podemos trabajar con esquemas mcnrales. 

Yo les diría investiguen, porque a los chiquillos les corran en h es¡;uela h parte de investigar, porque todo se lo dan. 

I·,a parre de irwestigación es muy necesaria par:i que el estudiant,e adquiera rn;Ís conocimiento. 

En nóveno que comencé con números irracionales r habbndo una relación con lo del inflnito, yo les digo. Hoy vamos ~1 

utilizar <:S(~ls cosas: les dí. UD\l regla. nna cuerda, d corre de un hilo y luego les dije vamos a sacar longitudes. Busquen 

denrro del aula cinco objetos que sean redondos, o se;1, formas circulares 

Bueno, por ejemplo, h•tcer eso de tomM un segmenro entre l y 2 e irlo partiendo a mitades, mira~ r mírade.5 . . . Cuan.do 

hablamos de la 'recta, en las cuestiones geométricas, de phmos. 

Tal vez. preguntas concretas: De aquí a la pulpería, de aquí a pasar el océano, o de aqui a . • O la noción de infinito también 

b vemos rn (bueno, a m.Í 111e foscinan los atardeceres), algun•t imagen en la parte didáctica, ahora que son las imágenes 

rridimensicmales en el \X'!ntsApp, miliz.ar la imaginación y las cuestiones tecnológicas en lo que se pueda, en lo que yo 

pueda enconuar. Sin emb;ugo, esta recra puede pasar d Universo, (llllé sigue después del Universo? Siento que me he 

. qued~1do con~ con Li's propuest;1s. 



Cuando uno traza una recta en Geogebra, uno puede ampliarlo o achicarlo. Las ímágenes son planas, les fa]ta ese asunto 

de imaginación'. 

En la t{d segmento eltos sí lo manejan mejor, porque d ios empiezan a hacerlo. Chicos, qué pasa si lo seguimos haciendo. 

En lo de panir sí queda m;:Ís o en Geoim::tría cuando uno hace"Í'a flecha ... 

Cuestiorru un poco más lv que está en el papel, poder tener 1111a imaginación (un poco m;ís). Sien~o que es un asunto 

también de motivarlos, que no lo que ellos pknsait es incorrecto. 

Que dl~s ir~vesti.guen c~n Google, para que ellos puedan construir ellos necesitan cuestionarse, cuestionarse un poco más. 

Investig\1r, pero investigar cosas que les resulte díteremes ... No de lo mismo, de lo cotidiano. Ejemplo: ¿cómo se hace lo 

de la realidad virn;al? ¿Cóm~ se construye? ¿Qué signiflca cuando en un ultrasonido le dicen esta es una imagen en 4D? 

Qué i1úplica esto. ¿Q ué ÍIT!plica ir al cine y ver un 4D? 

. ' 



6. Experienci~ Constructivismo 

Docente ' Experiencias 

ANAV Es cuando el doceme guía a los estudiantes para que dios mismos entiendan o construyan los concepros nuevos, para 

luego aplicarlos en los remas nuevos 

Con los nuevos planes el wnstructivismo se facilita, pero el 'cumplimiento de las habilidades de cada nivel es realmente 

muy difícil, prir'lcipalmente por el tipo de estudiame que tenemos, pues se necesira que el grupo completo que se interese 

' en trabajar. 

AV Es una corriente, una forma de explicar el aprendi1~1je en la que se entiende que la persona va modificando su estructura 

cognitiva, a parcir de esas experiencias de aprendizaje. 

El aprendizaje no es algo que me imponen desde afuera, es algo que sucede dentro de mí y que él afuera lo que hace es 

estimularme para que ese aprendiz.aje suceda. 

DAM Es una utopía realmente, por lo menos rodavfa, no r.eneos ni los recursos y el plan es un poco sobrecargado en cualquiera 

de h1s ramas, ~ampoco se aplica en la primaria, más fácil 
0

trnbajar el con~uccismo, uno trata de: hablar del constructivisnw, 

pero los mismos estudiantes se resienc.en, el constructivismo, ellos lo resienten: ¿y c:;omo lo voy a hacer? Algún momento 

lo aplk1ue en coles privados. En públicos es muy complicado. 

HUM Para mí es la consrruccíó~ del conodmienro por medio de experiencias propias vividas. Por medio del trabajo propio. 

manipulación y relación con d entorno, voy construyendo d conodmiemo. 
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Construir conceptos a partir de se;m diferentes actividades que uno.se haga, esrrategias de apn::ndiza_je diversas que no le 

den d contenido así, clases magistrales por decido así, sino de los juegos que hagamos, de las ~rividades que hagamos se 

pueda construir d conocimiento, se pueda constrnit el concepto como tal. 

Ofrecer los recursos necesarios para que d estudiante pueda crear una defü1rd ón propia de cada concepto, teniendo en . ' 

cuc:nta lo que el estudiante sabe, sacando a relucir lo que debería de saber y sacando provecho a la capacidad de análisis 

que posea cada uno de manera individual u colectiva. 

fa una tendencia 6 corrkme pedagógica, ~ne de aprender haciendo, descubriendo, aprender dd error, crear conocimknm 

nuevo, Por ejemplo hay esmdianre.> que creen que 3'\2 " :h:2. Los esmdíances de ese error pueden s;Kar c;onocirnicntos. 

Descubrir haciend o y aprendiendo de los errort'.S, Los exámenes escriws no son la mejor manera, sería mejor por proyectos. 

El consrructiyismo busca interiorización del con<.:cp'to en sus propias palabras, no por los libros. Ejemplo, conjumo's no 

solo en matem:ir it.:.L Trata que con sus palabras dig;rn lo que aprenden. 

far.í relacionado en todo. Construcdvista la geme creé. tiene la idea vendida que es hagamos bodoquicos, tijeritas, - ~ .... . 

bodoquitos y gomita. ¡Y no es eso! Que el mismo estudiante sep;1 utiliw r cosas y que las pueda llegar a relacionar el 

concepto con Io, que dice. 

El prol:ilema es que hay gente que hace una cosa consnuctivista y les dice paso a paso qué deben ir haciendo y no ... Puede 

ser que·hayan empezado al rev~s y llegan a la misma condusió'fi. Y yo lo que quiero es que amarren i_odo eso y lleguen al 

concepto' porque nunca yd pltedo ser específica en Maten;:ítica. Hay un cierto orden sí, pero no puedb llegar y decirles e; 

así porque es así y no se pueden salir de ahí. El sacb no es, así_, el saco tiene huecos y se pueden salir por cualquiera. 

Para ser consrructivísra' no es necesario sacarlos del aula. 
' . 



SUV L1 idr::1 es construir bajo st propio, construir el conocimiento en su propio ámbito, porque el ambienre rambién tiene 

que v~r con habilidades porque ellos tienen que construir con respecto a lo que necesita, porque ta! vez ellos no ven útiles 

, cuestiones 111at.:máticas porque no se les lleva a un plano nl<Ís a lo que dios viven día a día. 

N 
o 
o 
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202 APÉNDICE H. CONTENIDOS POR AÑO Y ÁREAS 

Apéndice H 

Contenidos por año y áreas 

r-:o.p¡o-
NÚMEROS GEOMETRJA 

RELACIONES Y !SfAi.JICAY 
ÁLGEBRA PROBABILIDAD 

Numeres Cortoeímlitntos b&aicoa SlKasiones La E Sladlstiea 
Naturalcs . Punto 

Puntos colineales y . Ley de Conocimíantos basieos 
• Operacfones: ro oolineales fonnación 

- SlMlla Puntos co~anares . Unidad estadisttca 
Resta y no coplanares . Patrones . Caracteristicas 
MultiplicaciOn Punto medio . Datos u observaciones 
División Recta Relaciono& . Pobla::i6n 
Potencias S<;grnento . Muestra 

Sernirrec\a . Prq>arc1onalidad . Variallihdad de los datos 
• Combinación de Rayo inversa . Variables cuantita1ivas y 

operaciones - Rectas concurren- cualitativas 
tes Reprnentacioni'S 

Teoria etc nlJmoros - Rectas paralelas en Recoleccíón . Algontmo de la división el plano . Verbal da Información . 01visibítidad Rectas perpendicu-- . Tabular . Facror lares en el pi ano . Gráfica . La experimentactlfi . Múltiplo . Plano . Algebraca . Interrogación . Números Vi&u1lización espacial 
primos Caras Frecuencia . NUmeros . Aristas 
compuestgs . Vértices . Abso!Ua . DeocomposieiM prima . Rectas y segmente& . Porcentual . Mlnimo Común Mútti- parall!los 
plo . Rectas y segroentos . Representación . Maxlmo Común Divisor perpendi<:ulares 

Nümoros enteros 
Ptanos paralelos . Tabula- : cuadros de . Planos perpendicU a- frecuencia absoluta y . Enteros res porcentual 

negaüvos 
Ángulos . Concepto de 
. Llano Medida• de posición 

número entero . Adyocer<es . Meda . Relaciooos . Par hneal . Media_arit~tica 
de orcen • Opuestos por el vértice - . Mínimo . Recta nLUnértca . Congruentes . M3ximo . Valor absoluto . Compiementarios . Número q'.)uesto . Suplementarios 

Triángulo& . . Desigualdad triangular 
Operaciones, calculos y . Angulos internos 
estimaciones . An~l~s externos 

Cuild ri18teros . Suma . A reas . Resta . Suma de medidas de . Mult iplicac16n ángulos Internos .• -. Oivi~iOn . Sum3 de medidas de . . Potencias iingulos extemos . Ralees Goomotrla analh.ica . Combinacióo de Ejes cartesianos 
operac1one& . Representación de 

puntos . Representación d~ 
fm.uas 

Figura H .1: Sétimo año, MEP (2012). 



IOMEROS 

Numeros 
racionales 

Conceplode 
número racional 

Representaciones 

Relaciones 
de orden 

Operaciones, cáleul<.>s y 
estimaciones 

Suma 
Resta 
Multiplicación 
División 
Potencias 
Raíces 

• Combinación 
de operaciones 

tf' A""' 

GEOMETRIA 

Transformaciones en el' 
plano 

Homotecias 
Puntos 
homólogos 
Segmentos 
homólogos 

Triángulos 

Semejanza 
• Congruencias 
• Teorema de 

Thales 

Visualizaclón 
espacial 

Pirámide recta 
Caras laterales 
Base 
Apotemas 
Ápice (ruspide) 
Altura 

Sección plana 

Prisma recto 

RELACIONES Y 
ÁLGEBRA 

Funciones 

Función lineal 

Expresiones 
algebraicas 

• Concepto de e;pres1ón 
algebraica 

• Valor numérico 

Monomios 

MonomiOs 
SemeJantes 
Operaciones 
con monomios 
Factor numérico y 
factor litera 1 

Polinomios 
Operaciones con 
polinomios 
Productos 
notables 

Ecuaciones 

Ecuociones de 1" 
grado con una incógni· 
ta 
Solucíó11 de 
una ecllacíón 
Cero de una 
función 
Raíz de una 
ecuación 

Ecuaciones 
literales 

ESTApjSTIC.A Y 
PROBA!!!ILI 0;;..;.A.;;:D:.__ _ _, 

~St_\ldlst~ 
Recolección 
de información 

La experimentación 
Interrogación • 

Frecuencia 
• Absoluta 

Porcentual 
Representación 

Tabular: cuadros de 
frecuencia absoluta y 
porcentual 

• Gráfica: barras, circula· 
res, lineales y diagramas 
de puntos 

Medidas 
de posíclón 

Moda 
Media aritmética 
Minimo 
Maximo 
Recorrido 

P rob abJlíd ad 
El azar 

Aleatoriedad 
Determinismo 

Espacio muestra! 
Espacio muestr'!I, 
puntos muestrales y su 
representación 

Eventos 
Resultados favorables a 
un evento 
Eventos simples y 
compuestos • 
Evento seguro, evento 
probable, evento im po
sible 

Probabilidad 
Eventos más probables, 
menos probables e 
igualmente probables 
Definición clásica (o 
laplaciana} 

Reglas básicas de proba· 
bilidad 

La probabiliclad de 
cualquier evento es un 
valor -numérico entre O 
y 1 
la probabilidad de un 
evento seguro es 1 y de 
un evento im pcsibl e es 
o. 

_figur_a H.2: Octavo año, MEP (2012). 
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9• ANO 

NÚMEROS GEOMETRÍA RELACIONES Y EST ApjSTICA Y 
ÁLGEBRA PROBABILIDAD 

Números reales 
1 

Triángulos Funciones Estadlstlcé! 

. Números . Teorema de Pitágoras . Función Variables 
irracionales cuadrática cuantitativas . Concepto de número Trigonomotria . Discretas 
real Exprosioneis . Continuas . Representaciones . Radianes algebraicas . Comparación . Seno Distribuciones de fre. . Relaciones . Coseno . Factorizacíón cuencia 

de orden . Tangente • Clases o . Recta numérica . División de polinomios intetvalos . Razones trigonométri· . Frecuencia absoluta 
cas de ángulos com- . Operaciones con . Frecuencia rel~iva y 
plernentarios expresiones afgebrai· porcentual 

Cálculos y estimaciones 
" 

cas fraccionarias . Representación tabular . Ángulos de elevación . Representación gráfica . Suma y depresión . Racionalización Histogramas . Resta . Polígonos de fre-

• Multiplicación . Ley deseoos Ecuaciones cuencia 
' • División 

• Potencias Geometría del espacio . Ecuaciones de 2º Probabilidad . Radicales grado con una incógni· 

• Pirámide recta ta Muestras 

Cantidades muy grandes . Raíces Aleatorias 

y muy pequeñas 
. Apotema - Discriminante . Prisma recto Probabilidad 

Area lateral 
Funciones frecuencial . 

. Area total 
. Función • Estimación de probabili-

cuadrahca dad: empleo de la fre· 

4 cuencia relativa (concep-
to frecuencial o empiri-

- co) . Introducción a la ley de 
los grandes números 

-

Figura H.3: Noveno año, MEP-(2012). 



GEOM'ETRIA 

Geometria Analitica 

Cirrunfereneia 
cemro 
Radio 
Recta secante 
Recta tangente 

Recta exterior 

Rectas paralelas 

Rectas perpendiculares 

Polígonos 

Lado 
Radio 
Apotema 
Ángulo central 
Ángulo interno 

• Angulo externo 
Diagonal 
Perímetro 
Área 
Relaciones métricas 

Visualización espacial 

Esfera 
Cilindro circular recto 
Base 
Superficie lateral 
Radio 
Diámetro 
Sección plana 
Elipse 

10• ANO 
RELACIONES Y 

ÁLGEBRA 
Coníuntos 
numéricos 
• Unión 
• Intersección 
• Pertenencia 

Subconjunto 
Complemento 

• Intervalos 

Funciones 

• Concepto de funcíón y de 
gráfica de una función 

• Elementos para el análisis de 
una función 
Dominio 
Imagen 
Pre imagen 
Ámbito 
lnyectividad 
Crecimiento 
Decrecimiento 
Ceros 
Máximo y mínimo 
Análisis de gráflc¡;¡s de funciones 

• Composición de funciones 

Función line al 

Funcló· cuadratíca 

Sistemas de ecuaciones lineales 

• Sistf!mas de (los ecuaciones 
lineales con dos incógnitas 

ESTAD1'STICA Y 
PROBABILIDAD 

EstadistJca 

205 

Representaciones tabulares y 
gráficas 

Medidas de posición 

Moda 
Media aritmética 

• Mediana 
Cua1tiles 
Extremos 

Máximo 
Mínimo 

Media aritmética ponderada 

Probabilidad 

Eventos 

Relaciones entre eventos 
Unión·;_,1 
Intersección,~, 

Complemento 

Eventos mutuamente excluyentes 

Probabílídades 

Reglas básicas de las probabilí· 
dades: 

• O< P{Al ,. 1 para todo ev~nto A 

• Probabilidad del evento seguro es 1 
y del evento imposible es O 

P(A ".J 8) = P0) + P(B) para even
tos A y B mutuamente excluyentes 

• "Otras 
Propiedades 

Probabilidad de la unión: 
P(A u B)= P(A) + P(B-)- P(A n B) 

Probabilidad del complemento: 
P(A'') = 1- P(A) 

Figura H.4: bécímo año, MEP (20Í2). 
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11" ANO -
GEOMETRÍA RELACIONES Y ESTADISTICA Y 

ÁLGEBRA PROBABILIDAD 
Geometría analítica Funciones inversas Estadística 

. Simetría axial . Inversa de la función lineal Medidas de variabilidad . Imagen . Función raíz cuadrada . Pre imagen . Recorrido . Recorrido intercuartilico 
Transformaciones en el plano Funciones exponenciales . "./arlancia . Desviación estándar 

• Traslaciones . La función a 
, . Reflexiones Ecuaciones exponenciales 

Representación gráfica . . Homotecias . Rotaciones Funciones logarítmicas 
. Diagrama de cajas 

Visualización espacial Medidas relativas . La función log, • . Cono circular recto . Ecuaciones logarítmicas . Posición relativa: estandarización - .. . Vértice . Base Funciones y modelización . Variabilidad relativa . Superficie lateral - El coeficiente de variación . Radio . Diámetro . Sección plana . Elipse . Parábola . Hipérbola 

Figura H.5: Undécimo año, MEP (2012). 
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