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Nadie nos podrd expulsar del paraiso que Cantor ha creado.
David Hilbert

En resumen, los mimeros transfinitos de Cantor disocian entre si las dos estructuras
fundamentales de la clase 16gica y la relacién asimétrica, que se fusionan en un solo todo
en la construccion de los nitmeros enteros finitos. (...) Por lo tanto, sélo hay una manera
de evitar los callejones sin salida a donde nos conduce el realismo de lo infinitamente
pequeito: considerar con Leibniz —magnificamente interpretado por L. Brunschvig—al
infinito como la expresion del dinamismo mismo de la construccién operatoria.

Jean Piaget

111
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Resumen

El proposito de esta investigacién dirigida es como el planteamiento de Pia-
get, en torno a la construccion del infinito, podria contribuir a la mediacién pe-
dagégica del profesorado para facilitar el desarrollo de dicho concepto en el au-
la de secundaria. Para ello se partié de las experiencias personales, didécticas
y curriculares de un grupo docente que particips en esta investigacién de corte
cualitativo.

Esta investigacién estd compuesta por seis capitulué. El primer capitulo. com-
prende la introduccion, el problema y su justificacién. El segundo capitule con-
siste en los objetivos general y especificos. En capitulo 3 se desarrolla el marco
tedrico conformado por el estado de la cuestion y los referentes teéricos del con-
cepto de iz;finitc- matematico, donde se destaca la construccion del concepto de
irifinito desde Piaget. En el cuarto capitulo se explica la metodologia que se llevé
a cabo con el enfoque fenomenolégico. En el capitulo 5 se expone el andlisis de
re.sultados de esfa irnvesﬁgaciﬁn. Por Gltimo, en el sexto capitulo se exponen las

consideraciones finales de la investigacién. -

Vil



Indice general

Agradecimientos v
Resumen VIl
Lista de figuras X111
Lista de tablas XV
1. Introduccion 1
1.1. Elproblemaysu justificacion .. .. ..o ciiaiiiiiei i, @

2. Objetivos - 7
201. General ......... e e e R o it R T

2.0.2. Especificos ....... g

3. Marco tedrico ki . 3 9
31 Estadu.de lacuestion . ............. N oty - Tl |
-3.1.1. AntecedentesenCostaRica .................... 21

3.2. Referemes BTG e b il RN R e 22
3.2.1. Historia del infinito matematico - . . . . . ... ... ... ... 22

3.22. Formalizacion del infinito matemadtico . . . . .. ... ... .. 30

3.23. ElPrograma de Estudios de Matemdtica . ... .. ... ... 44

3.3. Construccién del infinito desde Piaget . . . . . ............. 54

X



X INDICE GENERAL

33.1. Laepistemologiagenética. . . ................... 55

3.3.2. Laequilibracion -le las estructuras cognitivas . ... ..... 65

3.33. Laformacion de los conocimientos matematicos . . . . . .. 70

4. Metodologia ' 81
41, TipodeinvesBgacion o o v yaiiis Stamewion B sk & 81
4.2. Descripcién y sustento del método utilizado .............. 81
4.2.1. Supuestos tebricos . ... ...l R - 7

4.3. Técnicasutilizadas . . . . ........covrnacornwiinaa.in 83
43.1. Entrevistas en profundidad .................... 8

432, Grupod focalel - o v vis 308 B Se a2 86

4.3.3. Conversacion CONEXPertos . « « « v v v v v v v e s ot o s s urs 87

434 Triangulacién . ............. ... ... ... 39

4.3.5. Pmcedimient:'- para analizar losdatos . ... .......... 90

" 5. Analisis de resultados . 93
5.1. Construccién del infinito matematico . . .. . ... . ... e e e 93
5.2. Aspectos curriculares en la ensenanza del infinito . .. .. ... ... 102
5.3. Aspectos diddcticos del infinito matematico . . . . . R R 114
54, Acercamiento al constructivismo piagetiano. . . .......... .. 123

6. Consideraciones finales A8 ! 131
6.1. Limitaciones . . . ........ e e T s 134
6.2, Recnmendacinnes_ L B 136
A. Infinito potencial y actual : 139
B. La teoria APOE 141

C. Guia de entrevista 145



NDICE GENERAL

D.

E.

H

Citas del programa de estudios

Grupos focales

Grupos focales transcripcién
BILL: GRapoXe ], By e s saemi @ adaae S b=
BORE O s R B s i g oy o =8

. Experiencias en tablas

- Contenidos por afio y dreas

Bibliografia

X1

149

155
155
155

157
157
165

171

201

207



ININCE GENERAL



Indice de figuras

21. Objetivosencuadrolégico. . .. ........... .. .. .00, 8
3.1, Elinfinito matesndbioo .. ocoid Griviiineiein sk dwa el . 10
3.2. Linea temporal del infinito matematico . . . ... ............ 28
33 NxN~N ... . . it e e sim e T 35
3.4. Esquema de Piaget y el infinito matematico . . . .. ....... .. 55
3.3, Episterolopta GEWEHCH « o « vow wisimmins i s s Bians sw TR, - o
3.6. Esquema generaldeequilibracién . . ... ................ 66
3.7. Piaget realizando experimentosjuntoalosnifios . . . . ........ 7l
3.8. Correspondencia multivoca . o N .
3.9. Experimento de los h‘ansva:-‘-es‘c-ie Iquidos:: . gk e 73
S0k DOV OREAEIAS viv s o anain g R R B 73
3.11. '-’én_hstrucciﬁn del niimero seginPiaget . . . ... . ........... 74

3.12. Los esquémas de clasificacién y seriacion con respecto a los nimeros 79

- 3.13. Comparacién entre el némero finito y transfinito . . ... . . . ... .. 80
4.1. -Fases dela'i;westigaciﬁn previa a la triangulacion. . . . . . .. . By BB
42, Esquema de los pasos del proceso de triangulacién. . .. . ... ... 89

B.1. Estructuras y mecanismos mentales para la construeccién del cono-

Clmiento maternabioD: @i iR el s SRR 142



XV INDICE DE FIGURAS

HZ2 Octavo afio, MER 2012}, . oo ey sy e 203
H3. Novenoanio, MEP{2012). . . . ... .o v i it vnmeunasnnn - 204
H4. Décimoafio, MEP (2012). . . . .. ... ... ... i, 205

HE. Tindéchvioate, MEP (2015Y. . oo swwamns s aam 206



Indice de cuadros

. ¥

4.1. Participantes de las entrevistas en profundidad. . . . ... ... ...

4.2. Codificacion.

Xy

9]



VI INDICT. D1 CUADROS



Capitulo 1

Introduccion

Como contribucion a la formacién académica y didéctica de los investigado-
res, surgib la inquietud de profundizar acerca del aporte de Jean Piaget (1894-
1980), considerando que los experimentos elaborados a través de sus investiga-
ciones acerca de la mnst;ucciﬁn de los conocimientos involucraron directa:nente
conceptos matemaéticos y fsicos. Aunado a ésto, las contribuciones dte él a la his- -
toria de las ciencias, por medio de los métodos historico-critico y psicogenético
:;le la epistemologia genética, resaltaron la importancia de estudiar la construc-
cion histdrica, social e individual de dichos conceptos.

Segun Piaget (1978), la construccion del nimero es fundamental para enten-
der tomo y cudndo se cn:nstmylﬂ: el concepto de infinito matemadtico a través cl-e
lo acontecido a lo largo de la historia. El niimero aparece como la sintesis entre la
inclusién de las clases y la seriacién (esto es: cardinalidad }r ordinalidad), o sea,
como una combinacién nueva pero a partir de caracteres puramente légicos (Pia-
get, 1970, p.17). La teoria de Piaget se centra en la génesis de Ifs formacidn de los
conceptos y la evolucién de los mismos a traves de la equilibracién de las estruc-
turas cognitivas. Como ejemplos: el espacio no se reduce solo a la experiencia per-
ceptiva y su construccién sigue un orden tedrico (intuiciones topoldgicas, espacio

proyectivo y finalmente una métrica) (Piaget, 1970, p.18); en cuanto al tiempo, las

1
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

simultaneidades y las duraciones se subordinan a los efectos cinemiticos (Maget,
1970, p.20).

Dubinsky (2000) sefiala que Piaget no tuvo formacién en matemadticas, aun-
que se expresa de él de la siguiente manera: “me parece que cuando describe
cémo es un matemdtico cuando trabaja en matematicas, buscando ideas y resul-
tados nuevos, Piaget entiende muy bien y lo que describe esta muy cerca de mis
experiencias.” (p. 55).

De esta manera, la investigacion de la construccién del concepto de infinito
matemidtico a partir del constructivismo piagetiano es un referente para la com-
prensién de como se debe ensefiar en torno a este concepto.

En segundo lugar, se aplicaron técnicas cualitativas de recoleccién de datos
(entrevistas en profundidad, grupos focales) con docentes de educacion costarri-
cense que hayan impartido lecciones de secundaria en instituciones publicas, con
una doble finalidad: conocer las nociones que tienen sobre el infinito matemdtico
v luego, indicar los tipos de estrategias diddcticas que han utilizado o utilizan en
sus clases cuando imparten contenidos afines al infinito.

En tercer lugar se triangulé la informacion obtenida a partir del enfoque de
metodologia fenomenolégica con el enfoque piagetiano sobre la construccion de
estructuras cognitivas, con el objetivo de analizar y reflexionar los hallazgos con
lo planteado en la fase de bisqueda e investigacion bibliografica.

Finalmente, los resultados de la investigacion permiten contrastar los aspectos
dr:.analisi,s que se establecieron-a través de las categorias y se ofrecen reflexiones
para que un docente las pueda considerar al momento de ensefiar temas asocia-

dos a la nocion del infinito.
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1.1. El problema y su justificacién

La influencia de Piaget se observa en el desarrollo de estudios sobre génesis
del pensamiento que tuvieron como referente temas de las matemadticas como
cantidad, volumen, simetria, reversibilidad y otros, lo cual condujo a un impacto
importante de la teoria piagetiana en el &mbito de la diddctica. Al respecto Barriga

(1998) expresa que

De suerte que hoy en dia el campo de la educacién matemdtica consti-
tuye un dmbito con una didéctica especifica; los diverses grupos que
se dedican a él en diferentes paises siguen lineas que deben mucho al

pensamiento piagetiano. (citado en Castorina y otros, 1998, p.136)

Piagel aporta significativamente, desde la episten:-ulﬁgia genética, a la en-
sefanza de las matematicas actual, y él mismo abogé por una educacién ma-
tematica que partiera de la equilibracién de las estructuras cognitivas, lo cual
puede verse ejemplificado en el texto “La ensefianza de las matematicas”(Piaget
y otros, 1965), en el que participaron matematicos puros y pedagogos, preocupa-
dos por cOmo se ensefiaba esta materia en las aulas europeas.

Por otra parte, el programa de estudios de Matemtica en CDEEE!. Rica, presenta
como eje central, la resélucién de problemas, tema que también ha sido discutido

en décadas anteriorés. Al respecto, Barriga (1998) destaca que

el tema de la resolucion de problemas ha sido, relativamente una cons-
tante en el debate didactico de los ultimos cincuenta aiios, sin embar-
go, fueron las aproximaciones piagetianas las que concedieron impor-
tancia significativa al anélisis del contenido que enfrenta un estudian-
te como generador de interrogantes en €l. (citad o en Castorina y otros,

1998, p.128)



1 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Piaget mostrd que los métodos de la epistemologia genética resolvian el pro-
blema entre matematicos formalistas, intuicionistas y constructivistas en cuanto a
la naturaleza de los objetos e ideas matemiticas, y es lo que desarroll6 con textos
tales como “Ensayo de l6gica operatoria”(1977) e “Introduccién a la Epistemo-
logia Genética: 1. el pensamiento matematico”(1978). En este altimo libro Piaget
hace una extensa exposicién sobre la construccion de las estructuras matemati-
cas, utilizando tanto la metodologia psicogenética como la histérico-critica. En
esta construccion, se identifica la construccion del namero y, particularmente, la
del infinito matemitico, tema de esta investigacion.

A través de la revision bibliografica y de la experiencia de los investigadores,
se muestra que la ensefianza y aprendizaje del infinito trae consigo muchas di-
ficultades para el estudiantado, particularmente dps: primero, la diferenciacién
entre infinito potencial y actual, pues uno se relaciona con las intuiciones del in-
dividuo y el otro es precisamente contraintiuitivo (Piaget (1978), Waldegg (1996),
Villabona y Roa (2016), Garbin (2005), Vera, Pinilla y Roa (2010), Belmonte y Sie-
rra (2011), D’Amore(2011)). La segunda situacién es el uso de intuiciones en la
ensenanza de este concepto, p{:r‘réj.ue son obsticulos diddcticos para la construc-
cién del infinito actual {Waldegg., 1996).

El problema que se plantea en esta investigacion consiste en como el plantea-
miento de Piaget, en torno a la construccion del infinito podria contribuir a la me-
diacién pedagégica del profesorado para facilitar el desarrollo de dicho concepto
en el aula de secundaria. Para esto, 5‘; determinan cuiles experiencias previas tu-
vieron algunos docentes que laboran en la educacién secundaria costarricense en
la cumtmccif;n- de d‘ichu concepto. -

Asi, ante este abordaje ﬁel tema, surgen los siguient:és-. cuestionamientos para
el desarrollo de la investigacion: ;cudl es el aporte d—e la epistemologia genética de
Piaget en la construccion del concepto {?e infinito? ,;Cﬁl-m} contribuye el abordaje

tedrico de Piaget de ese concepto al proceso de ensenanza y aprendizaje de d icha
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nocion? Mads atn, jcual es el aporte del aparato tedrico piagetiano al docente de
matemdtica en el dmbito costarricense, en la ensefianza del concepto del infinito?

El infinito es un concepto que se construye desde la infancia del estudiante
cuando se hacen referencias al mundo fisico. En la actualidad, la tecnologia ha
impulsado que la palabra “infinito” no sea ajena al ambito cotidiano del indivi-
duo, pues en videojuegos y en series de television, peliculas y medios masivos de
comunicacion se menciona dicho término. La construccién del concepto de infi-
nito es de caricter formal y lo que se busca es una aproximacién a la nocién con
el fin de aportar a la ensefianza de los temas matematicos que estin vinculados

directamente con éL
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Capitulo 2
Objetivos

2.0.1. General

Analizar el aporte de la teoria piagetiana en la construccién del conocimien-
to matemdtico para la ensefianza del concepto de infinito desde la experiencia de

aprendizaje de los docentes de matematicas.

2.0.2. Especificos

1) Describir la construccién del infinito en la teoria piagetiana para definir aspec-

tos claves de su ensenanza.

2) Analizar los elementos curriculares que permiten-el aprendizaje del concepto

de infinito en la educacién secundaria costarricense.

3) Identificar el concepto de infinito en la ensefianza de la matematica de educa-

cion secundaria costarricénse y algunos elementos de su didéctica.

4) Reflexionar con el personal docente participante acerca de sus experiencias en

la construccion del concepto matematico de infinito y la teoria piagetiana.

7
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Objetivo general

Objetives especificos

Metas .

Actividades

Amalizar el aporte de la
tegria piagetiana en la
construccidn del
conacimiento matematico
para la ensefianza del
concepto de infinito desde
la experiencia de
aprendizaje de los
docentes de matematicas.

1. Cescribir 1a construccidn del
infinito en la teoria piagetiana
para definir aspectos claves de su
ensefianza.

-Conceptualizacidn tedrica desde la

perspectiva piagetiana de conceptos

matematicos involucrados en la
construccion del infinito
matematico,

- Presentacidn del aspecto formal
del infinito desde las matematicas.

Lectura de textos piagetianos én los que se
menciona el concepto de infinito matematico.
- Descripcidn de la construccion del concepto de
rumerg como antesala del concepto del infinito
matemadtico desde |a episternologia genética de
Piaget.
| - Revisidn y andlisis de biblicgrafia acerca de la
axiomatizacidn del infinito desde la Logica y la
Teoria de conjuntos.

2. Analizar los elementos
currigulares gque permiten el
aprendizaje del concepto de
infinito en la educacién
secundaria costarricense.

-Descripelon de habilidades y
contenidos del programa de
estudigs del MEP que invalucran
explicita e irhplfcitamente el
concepto de infinito.

-Analisis de habilidades y contenidos desarrollados
por el programa de estudios del MEP.

3. identificar &l concepto de
infinito en la ensefianza de la
rmatemitica de educacion
secundarig costarricense y
algunos elementos de su
didéctica.

-Descripcion de |as experiencias de
aprendizaje de los docentes
participantes con respecto al
infinito.

-Entrevistas a profundidad con los docentes
participantes.

4, Reflexionar con el personal
dotente participante acerca de
5US experiencias en la
construccion del concepto
matematico de infinito y la tecria
plagetiana. *

-Reflexidn con el personzi docente
participante sobre sus experiencias
de aprendizaje y experiencia
prafesionaly

-Realimentacién entre los
Investigadores y docentes para la
valoracion del aporte de la teoria
‘piagetiana en |a ensefianza del
infinito.

-Grupos focales con los docentes participantes.

«Trianguls cién de la informacion biblografica con
los datas 2 informacian,

SOALLAEO ZO1NLIdVD



Capitulo 3

Marco teorico

El marco tedrico en este trabajo abarca dos secciones: estado de la cuestion y
referentes tedricos. En el primero se resaltan puntos importantes de investigacio-
nes en topno a la temética del concepto de infinito, y en el segundo se hace una
exposicion de la historia y de la formalizacién del concepto de infinito, de los
fundamentos del programa del MEP y de los principales conceptos de la Episte-
mologia Genética, asi como la construccién del namero y del infinito desde dicha
optica. '

“El programa de estudios del MEP es el principal referente de los docenfes de
matemﬁticasw;-‘rn su labor educativa en las aulas y en este se destaca el uso de la
historia de la materrjlﬁt;iéa como eje transversal para la enseflanza efectiva de esta
materia; las inves t'lg.-acinne-s descritas en este capitulo, asf como l4 resefia hist6rica
que recorre el inﬁ:ﬂto-fnateméti_-::o revelan los obsticulos que tuvo la humanidad
para culminar en la formalizacion de dicho concepto. La exp]jc"af::iﬁn de Piaget
desde la epistemologia genética recopila todos estos aspectes para compararlos
con la historia propia del individuo particular en su trayectoria, lo cual es funda-
mental para que se realice la abstraccién reflexiva sobre el concepto de infinito,

que no es mas que la comprension de dicha nocion.

Y]



0 CAPITULO 3. MARCO TEORICO

3.1. Estado de la cuestion

En este apartado se realizard una descripcion de los antecedentes con respecto
a las investigaciones en torno al concepto de infinito matematico. El esquema
siguiente muestran las modalidades clasicas del infinito matematico, la cual sirve

de guia para entender los estudios acerca de este concepto.

Infinito
matemdatico
modalidades

-

Nl 5

esta ET
[ Asociado al acto de ° Asociado ala
L contar sucesivaments cardinalidad de conjuntos

Figura 3.1: El infinito matemético. Elaboracién propia.

Waldegg (1996) realizd-fr un estudio basado en las concepciones de los alumnos
vinculadas a los conjuntos infinitos, esto para identificar obstaculos diddcticos en
el estudio del infinito actual. Para esta autora el establecimiento de una biyeccién
entre un conjunto infinito y uno de sus subcnrrjunt;:lﬁ propios es el ubstacu!-;} epis-
temul&gicémeis dificil de superar para la comprension de los conjuntos infinitos.

Para ello elabor6 un analisis en el desarrollo histérico para determinar que

las concepciones de los conjuntos finitos impiden fuertemente la acep-
tacion del criterio de la biyeccion para establecer una comparacion de
conjuritos infinitos y entonces avanzar asi hacia la aritmetizacion del

infinito. (Waldegg, 1996, p.5)

A partir de dicho estudio, de cardcter estadistico, Waldegg (1996) concluy6 que
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hay factores que tienen gran influencia sobre la comprension de los conjuntos

infinitos:

= Un conjunto acotado dificilmente se acepta como un conjunto con infinitos
elementos (por ejemplo: un intervalo real de longitud finita). Como en el
caso histérico de Bolzano, la configuracién y las dimensiones de las regiones

geométricas son un obstédculo para la comprension.

= La comparacién entre dos conjuntos infinitos se hace més diffcil si uno de
ellos es acotado y el otro no. En este caso, el infinito potencial es un obstacu-
lo para compararlos. El infinito potencial se hace presente en el conjunto
no acotado superiormente porque permite disponer de las posiciones ne-
cesarias para continuar el proceso; en cambio, en el conjunto acotado este

proceso no es posible.

L)
= Existe un rechazo con la aplicacion del criterio de biyeccion para compa-

rar un conjunto con uno de sus subconjuntos propios, incluso si ya hubo
instruccién anterior, es decir, ain conociendo resultados basados en cursos

anteriores sobre el establecimiento de dichas correspondencias biunivocas.

= Los estudiantes poseen una secuencia de intuiciones asociadas al concepto
de infinito y que s6 pueden interpretar en multiples contextos-Las intuicio-

nes son localmente coherentes pero a nivel global son contradictorias.

= Las nociones intuitivas son un obstaculo para aceptar los conceptos forma-

les. No todos los estudiantes tienen las mismas intuiciones locales.

Para Waldegg {1996), la identificacion de las dificultades que fueron vencidas
en el desarrollo histérico del infinito le dio los elementos para plantear la bisque-
da en las concepciones de los estudiantes y a partir de eso proponer “caminos

didécticos” para superarlas:
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La resistencia que presentan estas concepciones ante distintos inten-
tos instruccionales muestra que estamos ante un obsticulo didactico
con raices epistemolégicas. Evidentemente, no se puede concluir de
ahi que con la sola “maduracién” el estudiante alcanzara un nivel de
conceptualizacién conforme al cuerpo teérico de la matematica. Es ne-
cesaria la intervencion de procesos didécticos bien planificados, que
tengan en cuenta los obsticulos que el estudiante tiene que vencer.

(Waldegg, 1996, p.11)

Garbin (2005) elaboré una investigacion en la que revel6 como piensan el infi-
nito los alumnos con edades entre 16 y 20 afios v la influencia de los modelas, las
representaciones y los lenguajes matemdticos. Para esto utiliz6 los conceptos de
Pensamiento Matemitico Elemental (PME) y Pensamiento Matematico Avanzado
(PMA). Garbin (2005) menciona en dicho articulo que Tall y Dreyfus elaboraran
una teoria cognitiva en relacion con el désarrollo y crecimiento del PMA, basados
en los aportes de la psicologia cognitiva de Piaget y de Bruner, que muestra cudles
son las condiciones para ir de un PME a un PMA. Para esta autora, si se trabaja
con estudiantes con edades donde prevalecen esquemas finitos y concretos, no
debe perderse de vista que en algin momento se deberdn superar los esquemas
finitos para ingresar en el ambito de la infinitud, el cual cognitivamente estd lleno
de “contradicciones”: los nuevos conceplos e ideas matematicas contradicen los

esquemas finitos previos.

Desde la realidad psicolégica el infinito es un concepto complejo y
- contradictorio. Y si ol.:-serv; mos su historia, y hacemos presente nues-
tras intuiciones, podemos ver que estas son similares a aquellas ex-
perimentadas por los matemdticos en el desarrollo del concepto. El
concepto aristotélico de infinito es una nocién potencial que domind

en la historia hasta la época cantoriana, habiendo tenido una gran in-
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fluencia en el desarrollo de este concepto. Como ha explicado Fichs-
bein (1982), este concepto potencial de infinito es el que responde a
la interpretacién intuitiva del infinito. (...) En una palabra, el infinito
actual es una nocién contraintuitiva. (...) En este escrito nombramos
al infinito actual, como el que estd asociado a la idea de totalidad, de

completés y de unidad. (Garbin, 2005, pp.173-174)

Vera, Pinilla y Roa (2010) determinaron en su estudio las concepciones del .
infinito en estudiantes que transitan del colegio a la universidad. Estas autoras
mencionan que “es mas facil comprender el infinito en lo grande como un pro-
ceso que continia sin parar y que no tiene fin, que el infinito en lo pequefio”
(Vera, Pinilla y Roa, 2010, p. 375). Las preguntas que se plantearon fueron: ;qué
ideas intuitivas desarrollan los estudiantes sobre el infinito en escenarios no es-
colares?, ;como estas icieas'permean su construccion del concepto en sil'uacim}es
mateméticas?, y jcomo el andlisis de conceptos como limite genera la evolucién
de las concepciones de los estudiantes sobre el infinita? Para responderlas apli-
caron una prueba piloto a 42 estudiantes de undécimo grado y 40 de un curso de
célculo II, luego seleccionaron cuatro estudiantes de cada grupo para una entre-
vista didactica, la cual era un didlogo entre el estudiante y el entrevistador. Los
resultados revelaron que las ideaﬁ_rintuitivas adquiridas en ambientes no escola-
res permean la construccion de conceptos matemdticos avanzados. Las respuestas
entre estudiantes de bachillerato y de universidad no difirieron, En palabras de

las investigadoras:

Si comparamos las respuestas de los estudiantes del colegio con losde
la universidad, nos damos cuenta que no hay.un cambio significativo.
Es decir, a pesar que los jévenes del curso de cilculo II utilizan térmi-
nos matemiticos mas avanzados, la esencia en sus respuestas refleja

que atn el infinito no habita en sus mentes de una manera clara (...).
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En estos resultados nuevamente las ideas intuitivas prevalecen, pues
segin Garbin (2005), el infinito potencial se considera como una idea
intuitiva, mientras que el infinito actual es una nocidn contra intuitiva
(Garbin y Azcarate, 2001. Citado en Garbin, 2005), siendo precisamen-
te esta la razdén que causa toda la controversia existente alrededor del

tema. (Vera, Pinilla y Roa, 2010, pp. 380-381.)

Belmonte y Sierra (2011) estudiaron la evolucién del concepto de infinito
desde el altimo curso de primaria (estudiantes de 11 a 12 anos) hasta el primer
curso de ensefianza universitaria (estudiantes de 18 a 19 afos), esto es: prima-
ria, ESQ, bachillerato y primeros cursos universitarios. Disefiaron un cuestionario
que aplicaron a més de dos mil estudiantes para lograr identificar modelos ticitos
del infinito, e id(mﬁﬁtar(-}n tres nuevos modelos intuitivos ticitos. Estos autores
senalan que el concepto de infinito no se define explicitamente en el curriculo
y los textos escolares y que a pesar de esto dicho concepto se utiliza desde los

primeros grados hasta la finalizacién del bachillerato:

Es decir, durante mas de diez anos en el aprendizaje de las matemiiti-
cas de un individuo, el infinito desempefia un papel exclusivamente
simbélico o bien sélo como sinénimo de muy grande o muy pequefio. Sin
embargo, dicho concepto va ligado a innumerables tépicos habituales
en la ensenanza obligatoria y postobligatoria, como decimal periodi-
-r.‘f}, irracional, mi-mcm real, sucesidn, serie, asintota, limite, derivada
y tangente a una curva, integral, resolucion numérica de ecuamones,
sistemas de ecuaciones y su 51;;]11&(:;1::1::: geométrico, frac tal, gf:nrn etria
proyectiva, cardinal de un conjunto, ihduccién, nimero transfinito y
un largo ul;cétera Este caracter singular del mfmmta y el inevitable in-
terés que despierta eritre los estudiantes su mencién o cualquiera de

sus paradojas constituye una buena razén para estudiar con detalle
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sus caracteristicas cognitivas. (Belmonte y Sierra, 2011, p. 141)

Belmonte y Sierra (2011) se centraron en establecer los modelos intuitivos tici-
tos, concepto propuesto por Fischbein (1987, 1989, 2001) y también utilizaron los
esquemas conceptuales de Tall y Vinner (1981) en torno a la idea de infinito. Estos
autores destacan que Fischbein, Tirosh y Hess (1979) fueron los pioneros en cuan-
to al tema de infinito, con su trabajo "The intuition of infinity” y a partir de ahi se
elaboraron mas de setenta investigaciones sobre las caracteristicas cognitivas del

infinito.

Fischbein, Tirosh y Hess (1979) advierten sobre el cardcter contra-
dictorio del infinito, el cual se traduce en una serie de modelos intuiti-
vos que permiten al estudiante dotarle de septido. (...) Ahora bien, la
estabilidad y resistencia de las intuiciones suponen un inconvenien-
te a considerar para superar obsticulos tanto didacticos como epis-
temologicos. Fischbein distingue a las intuiciones primarias, que se
desarrollan sobre la base de la experiencia cotidiana, antes e indepen-
dientemente de la instruccién académica, de las intuiciones secunda-
rias, adquiridas mediante la intervencion educativa. (Belmonte y Sie-

rra, 2011, p. 142).

Los modelos intuitivos tdcitos surgen cuando los sujetos se enfrentan a una
nocién que es intuitivamente inaceptable, tienden a crear, deliberada o incons-
cientemente sustitutos de esa nocion que faciliten su accesibilidad. Los modelos
intuitivos del infinito identificados antes de la investigacion de Belmonte y Sierra

(2011) son los siguientes:

1. Modelo de inclusion: responde a la nocion de que el todo es mayor que
la parte, propia de los conjuntos finitos. Este modelo es extendido por los

sujetos estudiados hacia los conjuntos infinitos.
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2. Modelo infinito = infinito: concibe como equivalentes todas las cantidades

infinitas incluso sin que haya correspondencia biunivoca entre ellas.

3. Modelo punto-marca: consiste en atribuir dimensiones o una naturaleza
material a los puntos geomiétricos para comparar conjuntos continuos o

geometricos.

Los modelos intuitivos identificados por Belmonte vy Sierra (2011) en su inves-

tiracign fueron los siguientes:

1. Modelo de indefinicién: las respuestas que induce este modelo estan aso-
ciadas a cierta incapacidad de conocer o calcular, lo cual impide la concre-

citn de resultados que se relacionan con procesos u objetos infinitos.

2. Modelo de divergencia: el que atribuye sistemdticamente un resultado in-
finito a la suma de una cantidad infinita de objetos matematicos, sin consi-
derar en absoluto su eventual convergencia. Por tanto, el modelo responde
a la version de la propiedad arquimediana en la que la suma de infinitas

cantidades da un resultado infinito.

3. Modelo acotado-finito/no acotado-infinito: es producto de la relacion que
establece una cantidad importante de sujetos’entre la definicién acotada o
t:m acotada de un conjunto y el cardinal de sus elementos. Por su parte, la
ausencia de cotas origina en mayor medida expresiones infinitistas bajo una
perspeéti;ra potencial: en [0, +eof hﬂ:;’ mas nimeros que en [[]1] porque no

acaba.

Belmonte y Sierra (2011) concluyeron que el estudio les revel6 que hay una
idea intuitiva de infinito y que los modelos entran en conflicto bajo determinados
contextos o representaciones contextuales, lo cual es generador de contradiccio-

nes internas que se externan por medio de respuestas incoherentes.
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D’ Amore (2011) aporté en una linea de investigacion que denominé “lo veo
pero no lo creo”, en la cual se realizaron diversas pesquisas en varios paises y con
distintos grupos de estudiantes a nivel de grados superiores en educacién secun-
daria y estudiantes de primeros cursos universitarios. La motivacién de D’ Amore
fue una frase entresacada de la correspondencia entre Richard Dedekind y Georg
Cantor acerca de si es posible establecer una biyeccion (correspondencia biunivo-
ca) entre variedades de dimensiones distintas. Para poner un ejemplo mas con-
creto: establecer una correspondencia biunivoca entre el cuadrado [0,1] < [0,1] y
el intervalo [0,1]. Cantor demostré que dicha correspondencia si existe en este
caso.

El infinito estda muy ligado a los procesos limitrofes del célculo diferencial e
intn.agra]. En este caso, Engler v otros (s.f.) destacan en su articulo, sobre el limite

infinito, que

El concepto de limite es uno de los conceptos matematicos que mas di-
ficultades de apremiizaje trae inherentes al propio concepto. Las ulti-
mas investigaciones en relacion a la didactica del cdlculo propone una
aproximacidn mads intuitiva y una metodologia mds activa para su en-
sefanza. Para los alumnos es un concepto arido, poco atractivo, de-
masia;:lu abstracto, que se olvida facilmente si no se le da el valor que

corresponde y, uno de los mds dificiles de ensenar y aprender. (p. 12) .

. Lo anterior sé enmarca en investigaciunés en torno al l:';_mmptu de limite, conti-
nuidad, de riv;b[lidad e integrabilidad de una funcion, sucesiones y series infini-
tas, conceptos propios de un curso de calculo introductorio en madltiples universi-
dades a través c-ie] mundo, que tienen como base un CDI?DC"lmiEI'ltD mas profundo
del infinito matematico. Engler y otros (s.f.) mencionan c6mo llevaron a cabo di-

cha investigacion:

Disefiamos una situacién didactica orientada a que los alumnos
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estén suficientemente preparados para abordar el aprendizaje de limi-
te infinito teniendo en cuenta el trabajo con funciones considerando
especialmente las distintas formas de representacion y algunas cues-
tiones relacionadas con las aproximaciones retomando la nocién de
infinito en sentido positivo y negativo. Se favorecio el trabajo en for-
ma verbal, tabular, numérica, analitica y gréfica. Las actividades se di-
sefiaron para favorecer el desarrollo de habilidades para poder pasar
sin inconvenientes de un sistema de representacién a otro con sus di-
ferentes formas de representacion y propician que el estudiante entre

en accién. (Engler y otros, s.f, p. 15)

Es decir, se disenaron situaciones didacticas en las que se tom6 en cuenta la re-
presentacién miltiple del concepto de funcion real de variable real para ensenar
el concepto de limite puntual. Por otra parte, en la construccion de los concep-
tos se vislumbra la posibilidad de equivocarse. Retomando las contribuciones de
D’ Amore (2011), &l propuso una forma de-llamarle a los errores o dificultades pa-
ra aprender &l concepto de i;1finitu, a los cuales denomin ” un error comin” y

son los que se presentan a continuacion:

1} Aplastamiento de cardinales transfinitos: para los esmdiamea._ la cardinali-
dad de Z es, en un primé_'r momento, superior a la de N (hay quien incluso
dice que es el doble). Una vez aceptada la dert_mstl-*acién de que estos dos con-

_juntos tienen la misma cardinalidad, muchos -estudianfes creen que pueden
concluir que esto depcndc: del hecho de qu-e ambos son conjuntos infiniéus y
que, por lo tanto “todos los conjuntos inﬁnitu'ﬁl tienen la misma cardinalidad”,

es decir, infinita. Por lo que, por ejemplo, N, Z,Q,R deberian simplemente

tener 1a misma cardinalidad.

2) Dependencia de los cardinales transfinitos de los hechos relativos a medi-

das: muestra como los procesos mentales y las convicciones intuitivas llevan a
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los estudiantes a pensar que en un segmento largo existan mas puntos que en

un segmento mas corto.

3) Deslizamiento: la dificultad que tienen los estudiantes para aceptar la corres-

pondencia biunivoca llamada “de Galileo” entre IN y el subconjunto de los

nimeros cuadrados.

D’Amore ademas menciona que el infinito en sentido actual es un concepto
dificil a través de los lentes de la historia de las matematicas occidentales, y esto

se ve reflejado en el proceso de construccion del mismo en las aulas:

El cldsico debate filosifico de origen aristotélico sobre el infinito en
sentido actual y en sentido potencial (Arrigo, D'Amore, 1993; Arrigo,
D’ Amare, Sbaragli, 2011) ha inspirado diferentes investigaciones, por
ejemplo las de Moreno y Waldegg (1991), de Tsamir y Tirosh (1992), de
Shama y Movshovitz Badar (1994) v de Bagni (1998). Se han hallado,
en verdad, resultados a veces contradictorios; pero estd probado que
la evolucion de la concepcion actual del infinito matematico es mas
lenta v se da en modo contradictorio a lo largo del curso del curriculo
escolar vy gracias a un proceso de maduracion y sistematizacion cogni-

tiva de los aprendizajes. (D*Amore, 201 1)

Lopez (2014) sefiala problemas similares con el infinito en las- matematicas

griegas cldsicas:

Los diferentes problemas que el infinito ocasionaba como conse-
cuencia de las situaciones apﬁljentr:mf:nte contradictorias caracteriza-
ron al mundo griego en lo que se denominé “horror al infinito”. Las
paradojas de Zenon de Elea, siglo V a. ¢, acerca del infinito y lo infinite-
simal lo ubican como un precursor de la Matematica en temas que han

sido tratados posteriormente por destacados matematicos. (p. 280)
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Para el afio 2016, el docente universitario Javier Fernandez Garcia, quien im-
parte lecciones en la UNAM de México, redact6 el texto denominado “Un acer-
camiento a los fundamentos del calculo: el infinito y los niimeros reales”. Dada la
experiencia vivida al impartir cursos de cilculo en la Facultad de Ciencias de la
UNAM desde hace varios afios atrds, Ferndndez Garcia se vio en la necesidad de
redactar un texto que profundizara temas del infinito matematico y los niimeros
reales:

hace ya muchos afios, me parecié que en buena medida la dlﬁcuitad
para la comprensién de algunos de los conceptos mas relevantes y de

la forma general en que funciona el cilculo, tenia su origen en el des-
conocimiento del infinito matematico y los niimeros reales. Las cosas
mejoraron significativamente al poner en practica dos cambios: El pri-
mero, inhndx}cir al comienzo de los cursos una reflexitin acerca de la
naturaleza de los procesos y los conjuntos infinitos, de manerh que
ios estudiantes fueran descubriendo, por un lado, la presencia del in-
finito en la solucién de muy diversos pfublemas: y por el otro, que -
el infinito tiene sus propias reglas, las mas de las cuales resultan no
poco sorprendentes, lo que por cierto tiene un efecto bastante motiva-
dor. El segundo, abordar una discusion sobre los ntmeros reales que
permitiera mz:nprenﬂer cHmo son, qué resuelven, cémo lo hacen y de
que otras formas podriamos hacerlo. Lo anterior acompanado de un
pahorama general de la evolucion histérica de las controversias sobre
estos temas, los cuales, enlazados al desarrollo de la teoria de conjun-
tos y a la l6gica, configuran una de las problematicas mas polémicas

y dificites de solucionar a lo largo de-su historia. (Fernandez, 2016, p.

X11).

La motivacion de Ferniandez (2016) estribo en las dificultades que tenian sus
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estudiantes en la comprension de conceptos clave en el calculo infinitesimal (co-
mo se le denomina cominmente), por un desconocimiento del infinito matemati-
co, y para conseguirlo llevé a cabo lo antes mencionado por él. Fernandez (2016)

cita que -

la ausencia de una discusién sobre el infinito, y la reduccién de la
ensefianza de los nimeros reales a la exposicion del listado de los
axiomas de campo ordenado completo, y la demostracion de algunas
propiedades algebraicas a partir de ellos, me parece que dificultan el
avance en otros temas y limitan la vision -y solidez— de la formacion

matemdtica de los alumnos. (p. XII).

Desde los parrafos del inicio de esta seccién, es notable que las investigaciones
citadas se enfocaron en estudiar y analizar el concepto de infinito matematico en
estudiantes de primaria, secundaria y universitarios. Los estudios destacan que
los estudiantes se enfrentan ante dos tipos de infinito y que las dificultades fun-
damentales radican en diferenciar el infinito potencial, el cual esde corte intuitivo
y familiar, con el infinito actual, el cual es cont;zii-ntuiﬁvn y es complicado de asi-
milar por los sujetos. Las investigaciones pl‘Dpi;Il'lﬂn situaciones matemadticas que
involueran el infinito, en algunos casos adaptadas de problemas histéricamente
famosos, como ‘lq' son las paradojas de Zendén o problemas de biyecciones entre

- determinados conjuntos'de cardinalidades infinitas.

3.1.1. Antecedentes en Costa Rica

Con respecto al infinito matematico, se encontraron arﬁculr;tﬁ'que tratan
sobre la historia del infinito, como el de Arguedas (2014) intitulado “Georg Can-
tor (1845-1918): la locura del i;'tfinito o el infinito de la locura”. En dicho texto
se mencionan aspectos de la vida personal de Cantor; o el articulo de Rosales

(2016), “Numerabilidad y cardinalidad de conjunto” en el que se trata de ma-
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nera formal, con resultados y demostraciones, topicos relativos a la numerabli-
dad y no numerabilidad de conjuntos, asi como una presentacion del teorema
de Schrieder-Cantor-Bernstein, y se culmina probando que cualquier conjunto
infinito se puede expresar como una unién disjunta de infinitos, al utilizar los

niimeros primos (Rosales, 2016).

3.2. Referentes tedricos

En esta seccion se hace un resumen de la historia del concepto de infinito hasta
la formalizacion dada por Georg Cantor en el siglo XIX, lo cual es un aspecto im-
portante en el analisis histérico-critico desde el enfoque epistemolégico genético.
Luego se hace una exposicion de los fundamentos teéricos del programa de estu-
dios de matematica del Ministerio de Educacién Pablica costarricense, asi como
los conceptos fundamentales de la Epislemulagi:'a Genética y la construccion del

niimero y del infinito matematico.

3.2.1. Historia del infinito matemadtico

Sigui;:ndﬂ a Donald (s.f.), la palabra apeiron significé sin limites, infinito, in-
‘definido. Era una palabra peyorativa para los antiguos griegos pues el caos pri-
migenio del cual surgi6 el cosmos era apeiron. Los pitagoricos asociaban el bien y
_eI mal con lo finito y lo infinito, respectivamente. Sin embargo, el descubrimiento
de incunmens-urablus como /2 requirid un claro concepto y entend imiento del
infinito. La concepcién griega del infinito tenia tres bases del mundo fisico obser-

vable hasta ese entonces:

1) El iempo na tiene fin: los eventos, la vida y [a muerte y la inobservabilidad de

un fin del mundo sostuvieron esta idea.

2) Espacio y tiempo pueden ser subdivididos sin fin: esto de alguna manera in-
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troduce las ideas de infinitesimales y de procesos infinitos. Por ejemplo, la cir-
cunferencia puede verse como el lfmite de poligonos regulares inscritos cuya
cantidad de lados aumenta drasticamente. Zendén de Elea formulé paradojas
combinando razonamientos de carécter finito con infinito y procesos limitrd-

fes.

3) El espaciono tiene fronteras (no es acotado): acd posiblemente no fue un asun-

to meramente griego al inicio, pues ellos crefan gue el universo tenia limites.

El infinito confront6 a los griegos con teoremas sobre la infinitud de nimeros
primos (Euclides) y con la necesidad de contar con niimeros enteros de magni-
tudes abrumadoras (Arquimedes). Aristoteles evitd el infinito actual definiendo
un infinito minimo. El trabajo con el infinito potencial satisfizo a matematicos y
filosofos durante dos milenios: los enteros son potencialmente infinitos debido a
que siempre se puede agregar un nimero major en una secuencia, pero el con-
junto infinito de niimeros como tal no existe.

Aristoteles dijo que el infinito era imperfecto, incompleto e impensable!. La |
incapacidad griega de asimilar el infinito mas alla del infinito potencial tuvo un
profundo y limitante impacto en sus matematicas. Puede verse reflejado en el
trabajo de Euclides, quien evita el infinito al definir una recta diciendo que ésta
puede extenderse tan lejos como fuera necesario. - '

Arquimedes probo resultados i;{temﬁantes y fue uno de los gfan:des precursores
del célculo infinitesimal con su ;11§t0d-0 de exhaucién. Por ejemplo, prob6 que el
- volumen de una esfera es igual a 2/3 del volumen de un r:i]iﬁn':lm quela contiene.

Los inconmensurables fueron la catapulta para estudiar mejor a los nimeros

irracionales, y de cierta manera los métodos desarrollados por Diofanto para re-

solver ecuaciones algebraicas con soluciones racionales pudo ser un intento por

T Infinitoes(..) aquello fuera de lo cual, si se asume como cantidad, siempre es posible asumir
alguna otra cosa. En cambio, aquello fuera de lo cual no hay nada, es perfecto y entero. (...} Pero
ninguna cosa que no tenga un fin es perfecta, y el fin es limite”, Citado por Reale (1992).
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evitar soluciones inconmensurables.

Fueron los drabes los que custodiaron el legado matemdtico griego y trabaja-
ron en ello, principalmente en dlgebra. Los drabes no tuvieron miedo y calculaban
libremente con nimeros irracionales, sin importar su naturaleza.

Siglos después, los europeos trabajaron con nimeros irracionales, atin sin en-
focarse en los problemas del infinito que estos acarreaban. Una “paradoja” que
habia surgido en la edad media era la de las dos circunferencias concéntricas
que tenian distintos radios: jcudl tiene mds puntos, la circunferencia mayor o la
menor? En la figura siguiente puede verse que al punto F de la circunferencia
pequefa d le corresponde el punto E de la circunferencia grande c. Es asi como
Galileo (1564-1642) logré mostrar que existe una correspondencia biunivoca en-
tre los puntos de la circunferencia menor y la mayor, concluyendo que tienen la

misma cantidad de puntos.

Galileo sugirid la inclusion de un nimero infinito de infinitos agujeros pe-

quefios, aunque entendié que el problema consistia en utilizar razonamientos

finitos con cosas infinitas, lo cual quedé plasmado con la siguiente frase: “Es in-

correcto hablar de cantidades infinitas que son iguales, mayores o menores entre
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si”. Para Galileo el infinito no era una nocion inconsistente y que sin embargo

obedecia a reglas diferentes.

La naturaleza de los nimeros irracionales no fue comprendida en tiempos de
Michael Stifel (1487-1567) quien menciond que los irracionales no eran verdade-
ros nimeros. En altima instancia muestra el desconocimiento del infinito en los
nimeros irracionales, por decirlo de alguna manera. Sin una comprension de los
numeros irracionales, sin una teoria de ellos, el andlisis, una de las mayores y
més importantes ramas de las matematicas, no hubiera sido posible. Tampoco el
entendimiento de los polinomios puede ser completo sin tener presentes a los

numeros irracionales. Y para ello precisaba también una definicién de infinito.

Los trabajos que impulsaron el desarrollo del calculo infinitesimal abrieron
una nueva etapa enla evolucién del concepto de infinito matematico. John Wallis
(1616-1703), con su texto Arithmetica Infinitorun extendié los trabajos de Torricelli
(1608-1647) y los c!e Cavalieri (1598-1647) acerca de los indivisibles. Wallis dio la ’
siguiente expansion que involucra a m: .

4 3.3.5.5.7-7-
n 2.4-4-6-6-8-8-

Dicha expansién, la cual no fue la primera en su tipo, realizaba prOCE'S;:rs in-
finitos sin justificacién a]guna.-En 1657 Wallis utilizé el simbolo lemniscata oo
para el infinito, el cual es una curva sin fin. Isaac Newton (1 642~13-’2'?}; Gottfried
Leibniz (1646-171 6],.1n5 Bernoulli, Leonard Euler (1707-1783)_y otros matematicos
inventaron e impulsaron el nuevo célculo, el cual involucraba procesos limitrofes
de manera que el rigor de los'teoremas subi6 el nivel de matematicas con el que
se trabajaba hasta entonces. Sin embargo, el infinito y el uso de los infinitesimales
no estaba nada fundamentado con rigor e incuso llevé a paradojas. Un ejemplo
es la critica que hizo el obispo anglicano de Cloyne, George Berkley, al cdlculo de

derivadas por el método de fluxiones de Newton, que hacia uso de "incrementos
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evanescentes”, es decir, cantidades “infinitesimales”.

A pesar del antecedente sentado por Berkeley, Leonard Euler (1707-1783) no
hizo mucho caso de las consideraciones teoréticas acerca del infinito y sus dificul-
tadgs, sino que mads bien se dejé guiar por su gran genio para descubrir nuevos e
ingeniosos resultados, como el desarrollo de funciones como productos infinitos a
partir del calculo de cantidades infinitamente grandes e infinitamente pequenas.

Euler estudicé el siguiente par de series:

W:]—EI'{'BIZ 4.'!.‘3-'-

=1+ X+ 420+

—

_J."

Sien la primera se hace _1:. -1 se obtiene que
so=1+2+3+44+5+..
Y si se hace x - 2 en la segunda serie se obtiene
1=1+2+4+8+...

A lo cual, comparando término a té:;rninu en las series se obtiene que -1 > oo,
claramente una paradoja.

Segin Lopez (2014, p,_-i'}l] Agustin Louis Cauchy (1789-1857) fue la figura
de transicion al proporcionar la primera salida conceptual al problema de los in-
finitesimales. En su texto de 1821, Arm.;ysé algébrique, Cauchy institucionalizo el
concepto de limite y con ell_c; el de cantidades infinitamente pequefias e infinita-
mente grandes. | -

Siguiendlﬂ a Lopez (2014), fue realmente con Karl Weierstrass (1815-1897) que

el andlisis adquirio todo su rigor, v la definicion de limite via € - § (en el aio
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1850) es la utilizada hasta nuestros dias. Con Cauchy y Weierstrass el Analisis
Matematico y con ello también las matematicas en general reconsideraron el rigor
que debia cimentarlas por medio de sus axiométicas.

En 1817, Bernard Bolzano (1781-1848) en su Rein analytische Beweis trato de
liberar al cdlculo de la nocion de infinitesimal. En su otra publicacion de 1840, Pa-
radoxes of the infinite, Bolzano realzd la importancia del infinito actual, que tanto
habia sido estigmatizado en tiempos de Aristételes y que durante muchos siglos
permanecio en ese estado de ostracismo. El infinito actual aparecié en Bolzano
desde el concepto de conjunto y su diferenciacién entre conjuntos finitos e infini-
tos. Es mas: los conjuntos infinitos no tienen todos el mismo tamanio. El problema
de Bolzano consisti6 en que no pudo aritmetizar al infinito.

En 1823 Cauchy defini6 la integral como la suma limitrofe de rectdngulos bajo
una curva. Esto ayudé a que Jean Baptiste Joseph de Fourier-(1768-1830) usara la
integral de forma mds rigurosa. Ya Fourier habfa trabajado con sus famosas series
en el problema de las ecuaciones del calor. |

En 1829 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) dio algunas condi-
ciones para que una funcién tuviera una serie de Fourier convergente: la funcién
debe ser monoétona con una cantidad finita de discontinuidades. Como ejemplo

de funcién no integrable se tiene la funcién de Dirichlet
£(x) - lim (Ell'.m ms{umx]ﬂ*})

En 1831 Karl Friedrich Gauss (1777-1855) expres6 que el infinito no debifa ser
utilizado como una cantidad en el sentido de una entidad actual, y que eso no
.debia ser permitido en matematicas.

Para el aiio 1854 Bernhard Riemann (1826-1866), el cual era estudiante de Diri-
chlet, dio una definicién mas general de integral, la integral de Riemann, y dio un

ejemplo de una funcién R-integrable que tenia una cantidad infinita de discon-
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28
tinuidades. En 1858, Richard Dedekind (1831-1916) utilizé sus cortaduras para

axiomatizar los nameros reales, mas precisamente los nimeros irracionales.

Con Georg Cantor (1845-1918) el infinito matemaético fue definido formalmen-
te, desde la teoria de conjuntos, a la cual él habia llegado desde una senda ines-
perada, esto es, las series trigonométricas de Fourier y el estudio de los puntos en
los cuales dichas series podrian converger o divergir a determinada funcion ya
hubiera sido de manera puntual o uniforme. Cantor sento las bases de una teoria
seri« del thfinito, la cual fue mejorada con el pasar del tiempo y de la mano conla
rigorizacion de las matematicas a principios y mediados del siglo XX, en lo cual

tuvo influencia el programa planteado por Hilbert de axiomatizacién de las areas

La figura siguiente muestra de manera resumida lo expuesto en los parrafos

matematicas.
precedentes:
1
3
w - i
" e b § o
L Py
'{? 3;'? .. .-'T":lI = o o e o' % " )
=] o s ! o = o= N SR SR SR “ 20N
g § - § $§ R E S FF P 325 % 8
s ¥ & 8 4 = g = R
§ T i §F & 3 g § 88 758 %
g9 E § S ¥ 5§ S FEF 55
g = k = I ] 3
L FEFF FE 31585
Lirecia {'H.’-‘ﬂ'lrlf Celeecl infuritesimal Eormalizacidn _prl.’l!rﬂ': del
= compiiian
i N )

Georg Canfor

Aristddeles

Figura 3.2: Linea temporal del infinito matematico. Elaboracién propia.
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El objetivo de Piaget, segtin Gutiérrez (2012), es el de mostrar que los mecanis-
mos de pasaje de un periodo histérico al siguiente son similares a las transiciones
de un estadio piscogenético al siguiente. Hablando especificamente del infinito

matematico,

Por ejemplo, dice Piaget (1989) que en la teoria de conjunto de Can-
tor su pperacion fundamental es la correspondencia uno a uno entre
la serie de niimeros enteros y niimeros impares, se obtiene un nime-
ro que no es entero ni un nimero impar, sino lo que él llamo el pri-
mer nimero cardinal transfinito 8. Fue mas alld de los ntimeros fini-
tos. Pero, ;de dénde procede esta operacién de correspondencia uno a
uno? Cantor no la invent6; segiin Piaget (1989) no se trata de una cons-
truccion radical nueva. Cantor la encontré en su propio pensamiento.
Formaba ya parte de su equipaje mental antes de que se interesara
por las mateméticas. Fnrqﬁe la méas elemental observacién sociologica
revela que la correspondencia uno a uno es una operacién primitiva:
Segtin Piaget (1989), en toda clase de sociedades primitivas esta ope-
racién es l_a base para el intercambio econémico y pueden encontrarse
sus origenes en nifios pequefios atin antes de que alcancen el nivel de
las operaciones concretas. ;Qué relacién existe entre esta correspon-
‘- dencia uno a uno con el desarrollo de la nocién de niimero natural?

(Gutiérrez, 2012, p. 32)

De’ manera que Piaget consideraba que la historia del- concepto de infinito
~lo cual corresponde a la filogénesis del concepto- también se encontraba refleja-
da (o latente) en el sujeto cognoscente -lo cual corresponde a la ontogénesis del

concepto—,



30 CAPITULO 3. MARCO TEORICO

3.2.2. Formalizacion del infinito matematico

La formalizacion del infinito matematico se da en dos direcciones: cardinal y
ordinalmente. Definiciones como correspondencia biunivoca, cardinalidad, equi-
valencia o equipotencia, numerabilidad y no numerabilidad, entre otros, son los
que se utilizan para explicar y probar resultados referidos a conjuntos de cardi-
nalidad infinita.

Previo a la lectura del aporte de la tenriil de Piaget es preciso estudiar la for-
malizacién del concepto, porque Piaget expone la construccién del ndmero con el
uso de la axiomatica formal propia de la Matematica. Ademds, para dimensionar
lo que conlleva investigar acerca del infinito, sabiendo las transformaciones que
han ocurrido en la historia, es necesario recurrir a la consulta de c6mo se debe
comprender desde la Matemdtica, por tanto, se aclara que este apartado no tie-
ne una finalidad de brindar la forma en la cual deba ensefarse o aprenderse el
concepto de infinito, solo esta presente fmm exponer el aleance de lo que conlleva

decir: nocién del concepto de infinito en Matematica.

Teoria de conjuntos. Axiomatica

En este apartado se siguen las notas de Ivorra (s.f.) con respecto a la axiomatica
de teoria de conjuntos y su relacién en C:)I‘Iji-ll'ltDS infinitos y con infinitos conjun-
tos. C!:m el fin de evitar [;}aradojas como las que Sﬂrdé]:]ﬂ]‘l‘ en axiomdticas como la
de Frege y también eva‘dii las tipologias engorrosas de Russell, Ernest Zermelo
y Abraham Fraenkel formularon su axiomatica (denominada Axiomatica (ZF)).

Los axiomas son los siguientes:

1} Axioma de extensionalidad:

VX, Y(YU(UeX - UeY) > X-Y),
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Lo que se expresa es que si dos conjuntos tienen los mismos elementos, enton-

ces son iguales.

2) Axioma del tonjunto vacio:
IXVU(L ¢ X).

Este axiomna afirma la existencia de un conjunto sin elementos, el cual es tinico,
pues dos conjuntos sin elementos tendrian los mismos elementos. Por tanto,
se define

@=X|VLL,U¢X.
3) Axioma del par: permite decir que existen infinitos conjuntos:
VXYZYU(UeZ — (U=XvU-Y))

Dados dos conjuntos X, Y, existe un tercer conjunto Z cuyos elementos son

exactamente X e Y. Dicho Z es Ginico. Se define entonces
[X,Y}=ZNU(U eZ « (U -XvU=Y)).

Se puede dar que X - Y, y en tal caso, {X} - {X, X}. En particular todo con-

junto pertenece a otro conjunto.

4) Axioma de la union:

YXIYVU(UeY « 3V(UeVaVeX)).

Dado un conjunto X, existe un conjunto Y cuyos elementos son los elementos
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de X. Dicho conjunto es tinico. Por tanto se define

UV=YVUUeY «IV(UeVAVeX)).
VeX

5) Axioma de partes:

VXAYVU(U e Y « Uc X).

Por el axioma de extensionalidad dicho conjunto Y es tnico, por lo que se

a

define

PX - Y|VU(U eY « UcC).

6) Esquema axiomitico de especificacién: dicho esquema determina infinitas

formulas que la teoria acepta como axiomas. Dice asi:

Para cada férmula ¢(U) del lenguaje de la teoria de conjuntos (tal
vez con mas variables libres aparte de X), la formula siguiente es fin

axioma:

VXIYVU(U e Y « U e X ag(U)).

X es dnico, y por tanto se define

{Y eXlp(N} = Y|VU(U eY « Ue X ap(U)))

Asi, lanocion de “propiedad” queda determinada al sustituirla por la de “férmu-

la”,

7) Axioma de infinitud: se sabe hasta este punto que existen infinitos conjuntos
pero no conjuntos infinitos. Definase primeramente X’ - X u {X}. El axioma

de infinitud afirma que

W(@eYavXeY, X' eY)
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Conjuntos infinitos

En lo que sigue se hizo parafrasis de Ferndndez (2016), quien hace una expo-
sicién de conceptos matematicos relacionados con el infinito. También se siguid
el articulo sobre niimeros transfinitos de Srivastaﬂ.:a {1997).

Definicién 1 (Cardinalidad) Decintos que dos conjuntos A y B Henen la misma CAR-
DINALIDAD (notacién: |A| = |B|) si y solo si existe una forma de aparear (=formar parejas
de) los elementos de A i los de B para la cual no sobre ningtin elemento en A ni en B, en

el entendido de que elementos diferentes de uno de los conjuntos no pueden aparearse con

un mismo elemento del otro; es decir, si existe una funcién biyectiva f: A + B.

Cuando los conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad se dice que son EQUI-

VALENTES, y los denotamos con el simbolo A ~ B.

Nota. Como u;bsewacitﬁn principal se tiene que si A ¢ B esto no implica que
|A] < |B|. A diferencia de -los conjuntos finitos, para los conjuntos infinitos no
aplica aquello de que "si.empre el todo es mayor gle cualquiera de sus partes”.
Por eso no representaba ninguna paradoja el que dadas dos circunferencias, una
con un radio mayor que la otra, ambas tuvieran la misma cantidad de puntos; o
quelad iag.mml de tincuadrado tenga el mismo niimero de puntos que cualquiera

desus lados, teniend;} mayor longitud que él.

Definicién 2 (Conjunto infinito) Aquel conjunto que se pucde poner en correspondencia

biunivoca con un sybconjunto propio de si mismo.

Entonces, un conjunto es FINITO si no es infinito. Se pasa ahora a unos resultados

fundamentales con respecto a conjuntos finitos y numerables.

Definicion 3 (Conjunto numerable) Un conjunto Aes NUMERABLE si y solo si |A] =

IN.
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Es decir, un conjunto es numerable si puede ponerse en correspondencia bi-

univoca con el conjunto de los niimeros naturales.

Teorema 4 La unidn de un conjunto numerable y un conjunto finito resulla un conjunto

numerable.
Teorema 5 La unién de dos conjuntos numerables es numerable.

Teorema 6 La unidn de una familia finita de conjuntos numerables resulta un conjunto

numerable. Simbdlicamente, si Ay, ..., Ay son numerables entonces U;_, A es numerable.

Teorema 7 La unién de una familia numerable de conjuntos numerables resulta ser un
conjunto wwumerable. Es decir, si Ay, ..., Ay, ... son numerables entonces \JZ5, Ay es nu-

merable.

Ejemplo. ;Qué hay mas: nimeros naturales o multiplos de 10? Para responder
a esto definase la funcién f:IN -+ D, f(n) = 101, la cual es una correspondencia
biunivoca entre los naturales y los maltiplos de 10. Esto implica que hay tantos
nimeros miltiplos de 10 como nlflrr;ems naturales. |

Ejemplo. ;Qué hay mds: nimeros naturales o niimeros enteros? Los enteros
son el resultado de unir tres conjuntos numerables: los naturales, los enteros ne-
gativos y el conjunto {0}. Asi que por los teoremas 4 }r.E se tiene que hay tantos
nimero enteros como naturales.

Ejemplo. .g(jué hay mas: naturales o punms.en el plano con ambas coordena-

das enteras entre si? Se puede enumerar el conjunto N x N utilizando el método

de la diagonal, tal como s¢ muestra en la figura:
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0o (@,
(1

(1,2)

(2,1) (2,2)

Figura 3.3: N x N ~ IN. Srivastava (3000).

Dicha enumeracién se hace asi: (0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2),.... Por
tanto, la respuesta es que si hay tantos puntos con coordenadas enteras en el

plano como niimero naturales.

Teorema 8 El punto medio entre dos racionales siempre es racional.

i
. i i m . "
Prueba: Considere los nimeros racionales — vy P Entonces el ntimero « quees el
: n’q -

punto medio es

Corolario 9 Entre dos niimeros racionales cualesquiera, por cercanos que se encuentren

entre si, siempre hay otro.

Corolario 10 Dado un racional n:.'um'qu}'sm, no se puede hablar de "¢l si'guieme”ni de “el

anterior” a él de acuerdo a su magnitud. -

Teorema 11 Entre dos nilmeros racionales cualesquiera siempre habré nna infinidad de

nimeros racionales.

Ejemplo?: ;Qué hay mais, niimeros racionales o nimeros naturales? La res-

puesta a esta interrogante se puede deducir utilizando el método de la diagonal

Mas respuestas a los ejemplos son reformulaciones del texto de Ferndndez (2016).
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en el que se probé que IN x N ~ N. Entonces se concluye que hay tantos nimero
racionales como naturales.
El conjunto de los niimeros reales R no es numerable, y para ello basta probar

que el intervalo [a, b] no es numerable®.
Teorema 12 Si a < b son mimeros reales entonces el intervalo [a, b] no es numerable.

Prueba (Srivastava): Si el intervalo fuera numerable, entonces los elementos pue-
den enumerarse como {ap, a,,4z,...}. Se define la sucesion creciente {b,} y la su-
cesion decreciente {c,} de elementos de [a,b] de manera inductiva como sigue:

elijabg =aycy=b. Paraalginn e N, sea
bp<hec..<sbyccy<..cy<cp

Sea iy, el primer natural i tal que by, < a; < ¢, y jy el primer entero j tal que a;, <
a; < cy. Tome by,q - a;, ¥ €ysy = aj,. Ahora, el numero x sup{b,} estd en [a,b]
pero es diferente de cada ay. Esto es una contradiccién. Por lo tanto, [a,b] no es
numerable.

Lo anterior muestra que cada intervalo con mas de un punto posee una canti-
dad no numerable de elementos que no son algebraicos (los cuales son soluciones
de ecuaciones polinomiales en una variable con coeficientes racionales). Dichos

niameros se denominan trascendentes.

Definicién 13 (Relacion de nrden.entre cardinalidades) Se dice que la cardinali-
dad de un conjunto A es menor 0 igual que la cardinalidad de un conjunto B, denotado
como A ¢ B, si existe una funcion inyectiva f de Aen B.Si A <. By A + B se dice que
In mrdi;mffdad de A es menor que la cardinalidad dc_* B y se escribe A <. B.

Con esta definicion se tiene que IN <, R.

Ila pmeba‘désim de Cantor utiliza “el método de la diagonal”. Acd se presenta una prueba
por medio de la construccion de sucesiones,
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El siguiente teorema pone de manifiesto que la cardinalidad de un conjunto

es menor que la cardinalidad de su conjunto potencia.

Teorema 14 (Cantor) Para cualguier conjunio X, X <. P(X).

Demostracién (Srivastava): Considérese el mapeo x — {x} de X en P(X), de ahi
que X <. P(X). Ahora considérese cualquier mapeo f : X —» P(X). Se probara

que f no es sobreyectiva. Para esto, considérese el conjunto
A={xeX:x¢f(x)}

SiA- f(xg) para alrgf:n xp € X entonces se tiene que
cxpe A= xpé A

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X <. P(X).

Del teorema precedente se tiene la siguiente cadena de “desigualdades”
N <. P(N) <. P(P(N)) < ...

Sea T la unién de todos los cm.ljunto!; presentes en la ::.adenh anterior; entonces
T posee una cardinalidad tan grande que ninguno de los elementos de la cade-
na puede superar. Cantor tuvo ante si el siguier-ite problema: t'exi:.;te"un conjunto
infinito cuya cardinalidad sea distinta a la cardinalidad de cualquiera de los con-
juntos obtenidos? Como caso particular, ;existe un conjunto no numerable de
nuameros reales de cardinalidad menor que R? Cantor no pudo resolver dichos
problemas, los cuales fueron tratados afos después de su muerte.

El siguiente teorema es una herramienta poderosa para probar la equivalencia

entre dos conjuntos.
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Teorema 15 (Schrider-Cantor-Bernstein) Para cualesquiera dos conjuntos X, Y, si

secumple que X <. Y y Y = X, entonces se tiene que X ~ Y.
Demostracién (Dedekind): Fijese los mapeos inyectivos f: X — Yy g: Y — X.

Considérese el mapeo H : P(X) — P(X) definido como

H(A) = X\g(Y\f(A)), Ac X.

Entonces
l. AcBc X — H(A)cH(B),y
2. H(Un An) =Un H(An).
Ahora, sean Ag - @,"A,.1 - H(Ay), n =0,1,2, ...

Sea E - Uy Ay, entonces H(E) = E. Definase h : X — Y dela siguiente manera:

f{x}r siIEE
g (x), six¢E

h(x) -

La funcién i : X — Y esbiyectiva, y por lo tanto X ~ Y, tal como se queria probar.
Algunas aplicaciones del teorema de Schroder-Cantor-Bernstein son las siguien-

tes:

= P(N) ~ R. Para probarlo considérese la funcién A o ¥ 5,%; de P(N)
a R; la cual es inyectiva, y por }antu P(N) <. R. Por otro lado, el mapeo
x — {r eQ:rc x}'deﬁ en P(Q) es inyectivo y por tanto R <. P(Q). Y
como Q ~ N se tiene que R <, P(N). Por el teorema de Schrisder-Cantor-

Bernstein se concluye que R ~ P(IN).

= Fijese el mapeo inyectivo x —s (xp, Xy, x2,...) de Ren {0, 1}V, el conjunto de
sucesiones de ceros y unos. Entonces la funcién (x,y) — (xo, Yo, X1, Y1, -..)

de R? en {0, 1}™ es una funcién biyectiva. Por lo tanto, R? - R. Es decir,



3.2. REFERENTES TEORICOS 39

hay tantos puntos en el eje X que en el plano completo. Por induccion sobre
k se puede mostrar que R* ~ R. Similarmente, utilizando que N = IN ~ N se

puede mostrar que R™ -~ R.

Cardinales y sus propiedades

Para cada conjunto de una coleccién existe un niimero cardinal el cual denota

su “tamano”. Enlistindolos,
0,1,2,3,4,... %,

y se hace el énfasis en que el conjuto de los mimeros reales deberd tener cardinali-
dad diferente de cualquier elemento de la secuencia anterior pues dicho conjunto

es infinito y no contable. La lista se extiende entonces de las siguiente manera:
0,1<2<3<d<.. <M< Ry

y se escribe ¢ para la cardinalidad de R. Cantor conjeturé que ¢ - ®; pero no
tuvo éxito al intentar. probarlo. Si se asume que ¢ - ®; estamos ante la hipdtesis del
continuo, (CH) y usualmente es asumida para construir ejemplos interesantes en
teoria de conjuntos.

Pasemos a la aritmética cardinal:

1. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos disjuntos A y B, respectivamente.
Entonces a + b denota la cardinalidad de A u B. 5i los conjuntos no fueran dis-
juntos entonces se pueden crea dos conjuntos disjuntos a partir de ellos, y se

tiene que @ +b = |(A = {0}) x (B x {1})].

2. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entonces a- I denota la car-

dinalidad del producto cartesiano A x B.
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3. Sean a, (i € I) cardinales de los conjuntos disjuntos A;, (i € I'). Entonces ¥,.; a;

denota la cardinalidad del conjunto Uy A;.

4. Sea b la cardinalidad del conjunto B; entonces 2! denota la cardinalidad del

conjunto potencia de B, P(B).

5. Sean a y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entonces a” denota la cardi-

nalidad del conjunto de todas las funciones de B en A.

6. Sean d y b los cardinales de dos conjuntos A y B. Entoncesa < bsi A< By

a<bsi A< B

Para conjuntos finitos A y B (4) y (5) se pueden calcular con facilidad. Hay 2
subconjuntos distintos de B y hay a funciones distintas de B en A. Notese que
si A - {0,1}, entonces a - 2, y asi el conjunto potencia de B es equivalente al
conjunto de todas las funcionesde B - {0,1}.

D;natemns por AP al conjunto de todas las funciones de B en A. Asi, 28 denota
- al cnnjunto-pﬂt.cncia de B.

La aritmética cardinal es muy similar a la aritmética de los nameros naturales
y sigue mds 0 menos las mismas leyes. El teorema de Schroder-Cantor-Bernstein
_se puede reescribir entonces asi: Sia 5 byb<aentencesa - b.

Sin émbargo hay diferencias notables para los cardir:la]tas infinitos: Si.)t es infi-
nito entonces se _tiErEL* que A il A=A-A

Se tienen los siguientes Eecltrumas:
Tef)rema 16 Para Qﬂdﬂ niimero cardinal a, 2" > a.
Teorema 17 R®y-®g = Rp.

Teorema 18 c+Rgp=cyc+c=c.

Teorema 19 2% - ¢
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En particular, la hipétesis del continuo se escribe
CH: 2'0 =14

Segun Srivastava (1997), en el ano 1938 Kurt Godel obtuvo resultados profun-
dos en modelos de teoria de conjuntos y mostré que basado en la axiomatica de
ZF que CH no puede ser refutada por la produccion de un “modelo” de teoria de
conjuntos que satisfagan los axiomas de ZF en donde CH es satisfecha. Un pro-
blema matematico resuelto de manera no trivial desde las metamatemiticas. En
1963 Paul Cohen desarrollé una técnica muy potente, conocida como forcing, pa-

ra construir modelos de teorfa de conjuntos y mostré que CH tampoco se puede

probar:

Ordinales

El conjunto de los numeros naturales, IN, es el ejemplo mds simple y no trivial

de conjunto bien ordenado. El orden usual i < 1 tiene las siguientes propiedades:

1. Para cualquier n € IN no es cierto que n < n.
.2. Para dos elementos distintos m, n € IN se tiene que m < o n < m.
3. Paratodom,nelN,sin<mym<pentoncesn < p.

4. Cada subconjunto no vacio 5 ¢ IN posee un primer elemento, es decir: existe

g € 5 tal que ng < s, para todo elemento s € 5.

Las propiedades anteriores son las que permiten la induccion matentdtica. Sea

P un conjunto de niimeros enteros que satisface las dos propiedades siguientes:
1el:

11) Paratodon e N, m < n implica que 1 € P.
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Entonces P - IN. De hecho, si P no es igual a N, entonces el conjunto P' - N\P
es distinto de vacio y posee un primer elemento np.

La induccidn matematica incluso puede realizarse en conjuntos que cumplan
las cuatro propiedades descritas anteriormente, y no solo quedarse en una induc-
cién para nimeros enteros. Decimos que el conjunto X es ordenado linenlmente y
que “<" es un orden lineal estricto en X si las propiedades (1), (2) y (3) se cumplen
en dicho conjunto. Decimos que X es un conjunto bien ordenado si las cuatro pro-
piedades se cumplen. Si X es bien ordenade y xj estd en X, entonces el conjunto

de todos los elementos que preceden a xp es denominado un segmento inicial de

X.

Definicién 20 (Principio del Buen Orden) Todo conjunto puede ser bien ordenado,
esto es: para cualquier conjunto no vacio X existe una relacién < que es un orden lineal

estricto en X tal que hace a dicho conjunto bien ordenado.

i
Definici!in 21 (Ordinales contables) Existe un conjunto X no contable, bien ordena-

do con una relacidn de orden < tal que
1. X tene un siltinio elemento denotado con £);
2. Para cada xg € X con xq # £, el segmento iicial {x ¢ X : x < xg} es contable.

3. Existe un elemento w € X tal que
- _{xeX:x<w}={0,123,.}"

y < tiene el mismo sentido que en el conjiinto de los enteros no negativos.

Asi, el conjunto {0,1,2, 3, ...} es un segmento inicial de X. Podemos ver X como

una lista que inicia en 0 y contintia de manera no contable como sigue:

0<1<2<. . .<w<w+l<cw+2<. . <tr<at+l<.<D
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Los elementos del conjunto X antes descrito son denominados ordinales. Cada
elemento antes de w se denomina ordinal finito. Cada elemento antes de {2 es

llamado ordinal contable, El elemento {1 es denominado el printer ordinal no contable.

Sintesis

Para la formalizacién del infinito es necesario partir de la teoria de conjuntos.
Dichas teorias han sido refinadas a través de sus axiomas, y un ejemplo de ello
es la axiomdtica de Zermelo-Frankel, esto con el propdsito de evitar paradojas
como las de Russell,? las cuales ponian en evidencia que las axiomaticas debian
replantearse.

Las nociones de correspondencia biunivoca y de biyeccién son fundamentales
para definir la cardinalidad de conjuntos. El conjunto con el menor tamafio infi-
nito es N, cuya cardinalidad es ®p. Un conjunto A es infinito (esto es: de cardina-
lidad infinita) si existe una correspondencia biunfvoca entre A y un subconjunto
propio de A. Un conjunto A es numerable si existe una biyeccién entre A y IN.
Pero existen cardinalidades infinitas superiores a ¥y, esto es: conjuntos de cardi-
nalidad infinita ¥ que no son numerables. La prueba de Cantor por el método de
la diagonal muestra que el conjunto de los nimeros reales R no es numerable y
que por tanto su cardinalidad, de;mminada cc:-mo-c es mayor que . La hipdtesis
del cm';tinuc:- lo que buscaba era determinar si habia conjuntos con cardinalidad
infinita entre % y ¢, y fue hasta con P. Cohen que se probé que la CH —afirmada
0 negada- puede tomarse como un axi-nma enuna teoria de conjuntos. En cuanto
ala ;.]'rdinacién, que involucra los ordinales transﬁrllitc;s, se necesita de la nocién
de conjuntos bien ordenados. El primef_ordinal transfinito contable es w y todo
aquel ordinal menor que este ordinal se denomina ordinal finito, los cuales coin-

ciden con los niimeros cardinales finitos. A partir de w se construye una sucesién

4La paradoja de Russell consiste, en palabras sencillas, en que si puede existir el conjuntos de
todos los conjuntos v de si este estaba contenido en si mismo o no.
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de ordinales transfinitos, los cuales son contables hasta llegar al primer ordinal

no contable, denominado (1.

3.2.3. El Programa de Estudios de Matematica

En el afio 2012 se presenté un nuevo programa de estudios, que integra la
ensenanza de la matemdtica en primaria y secundaria en Costa Rica. Este progra-
ma presenta una secuencia de cambios en relacién con el programa del 2005, con
el apoyo de un equipo de trabajo que se constituyé en la Reforma Matemal:icﬂ‘de
Costa Rica.

El programa de estudios establece cinco dreas de estudio, basado en habili-

dades matemidticas que el estudiante va adquiriendo a través del tiempo y no

solamente estructurado en contenidos;

Este curriculo se separa de las aproximaciones basadas estrictg-
mente en contenidos. Sin embargo, no se subestima el papel de los
contenidos. Por el contrario: la base que organiza los pIanes‘de estu-
dio en cada ciclo y afio lectivo son los conocimientos matemiticos y
las habilidades en torno a ellos que se espera sean aprendidos (MEF,

2014, p.21)
Por tanto se plantean cinco dreas matemaiticas (MEP, 2014, p.21):

» Nimeros: trata sobre los sistemas numéricos, las opéraciones y cilculos.
Se estudian las propiedades de los mismos pero dentro de una perspectiva
eminentemente pragmadtica que enfatiza la accién estudiantil: el cilculo y

utilizacion de los niimeros en la representacion y manipulacion del mundo.

» Medidas: plantea la comprension v manipulacién de unidades, sistemas

y procesos de medicién del espacio y el tiempo, el uso de herramientas
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y formulas para efectuar las medidas. Esta area juega un papel muy im-
portante, que ha sido confinado tradicionalmente a la educacién primaria.
Con eso, se le habia quitado espacio en la secundaria a un mayor dominio
en los cdlculos, aproximaciones y estimacidnes en la medicion, y al trata-
miento contextualizado de temas matematicos por ejemplo en Geometria,

Estadistica y Funciones.

» Geometiia: refiere al estudio de las caracteristicas de las figuras geométri-
cas y las relaciones entre ellas, la modelizacion geométrica y la visualizacion
espacial, que permiten potenciar los procesos de visualizacion, clasificacion,
construccidn y argumentacion. Se desea subrayar el movimiento de las for-

mas geométricas.

= Relaciones y Algebra: refiere a varios temas como el estudio de patrones
y relacioneﬁl de distinto tipo (numéricas, geométricas), las funciones (vistas
como relaciones elntn; variables), asi como al manejo de expresiones y rela-
ciones simbdlicas, ecuaciones e inecuaciones, como medio de potenciar pro-
cesos de generalizacion y simbolizacion. El Algebra no se ve s6lo como ma-
nipulacion de expresiones simbdlicas o pru-r:edimientm; para resolver ecua-
ciones sino como un poderoso medio para representar situaci;mes numéri-
cas y geométricas. Las ecuaciones e inecuaciones, por ejemplo, se pueden
. apreciar mejor como representaciones de l'Elaciuties-,de variables Cl:.I}F(}S‘I't‘-
corridos (o dominios de aplicacion) pueden ser muchos; a veces pu;?den Ser
numeros Enferﬂ:s, racionales o reales, formas geométricas o bien pr.ppieda-
des del espacio. De esta forma, expresiones algebraicas pueden representar

regularidades y patrones en muchas circunstancias.

= Estadistica y Probabilidad: ésta area incluye dos grandes temas: por un

lado la identificacion, organizacion y presentacion de la informacion, lo que
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se asocia a la Estadistica descriptiva y por el otro la Probabilidad que refiere

al estudio de la incertidumbre y el azar.

Los procesos matemiticos son entendidos como actividades cognitivas que
realizan las personas en las distintas dreas matematicas y que se asocian a capaci-
dades para la comprensién y uso de los conocimientos. La realizacién sistematica
de estos procesos transversales en la accion de aula apoya el progreso de diversas
dimensiones de la competencia matematica. Estos procesos matematicos no son
capacidades pero apoyan su desarrollo, y ademas tienen numerosas interseccio-
nes entre si.

Se han seleccionado como centrales los siguientes procesos: razonar y argu-
mentar, plantear y resolver problemas, comunicar, conectar y representar. Cada
proceso central sefialado aqui se podria ver como una sintesis de procesos de
otros niveles de especificidad o dominios de accion, pues en el sujeto todos los
procesos (ya sean generales o menos generales) no se ar_l‘th.ran de forma aislada.
Por ejemplo, en el momento de realizar el proceso representar pueden participar
otros procesos mds generales (o basicos) como identificar, listar, ordenar, clasifi-
car, etc. ‘

Se presentan cinco ejes transversales especificos a las Matematicas que poten-
cian algunas dimensiones curriculares relevantes para la ensefianza efectiva de

esta materia:

= La resolucién de problemas como estrategia metodolégica principal.

La contextualizacién activa como un componente pedagogico especial.

El uso inteligente y visionario de tecnologias digitales.

La potenciacion de actitudes y creencias positivas en torno a las Matemati-

cas.

El uso de la Historia de las Matematicas.
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Después del inicio del cambio curricular, se realizé una valoracién de la pra-
xis que se estaba llevando a cabo. Ruiz (2013) expone el alcance que se quiere
establecer y que esta toma de decisiones era urgente en el pais.

Uno de los cambios mds importantes de este programa es la organizacion de
las lecciones, que considerd los aportes mas recientes en la Educacion Matemiti-
ca. Al respecto, Ruiz (2013) expresaba que “en este curriculo la sugerencia de
organizacion de las lecciones, con base en los aportes de los investigadores cos-
tarricenses, asume el enfoque de PISA y usa como bﬁs:: la experiencia japonesa
aunque con algunos énfasis nutridos por EMR y TSD” (p.48).

La organizacién de las lecciones que se ha propuesto contempla cuatro mo-

mentos, tal y como se muestra en MEP (2012):

» Problema: se asume la relevancia de construir aprendizajes a través de la
resolucion de problemas, se promueve aquellgs en contextos reales (EMR +
PISA), se acepta que debe haber algiin nivel de “reinvencién” de los tépi-
cos matematicos en juego (EMR) y se busca que las matematicas que inter-
vendrdn respondan de manera 6éptima al problema (TSD), pero hasta donde

sea posible.

.. TT.:ibaju estudiantil independiente: se sﬁbra}ra la‘importancia para el desen-
cadenamiento de acciones cognitivas y el aprendizaje del espacio quc— debe
darse al trabajo auténomo (EMR + TSD + leccion japonesa), se acepta que
el docente no debe obstaculizar esa autonomia (TSD) pero se acepta que en
la practica educativa real la accién del grupo y del docente contribuyen al
aprendizaje (no es inadecuado para aprender que se debilite la autonomia

en algunos casos). ;

» Comunicacion y contrastacion: se propone como fase esencial para el apren-

dizaje (EMR + leccion japonesa).
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= Clausura o cierre: un momento indispensable para “institucionalizar” los
conocimientos (TSD + leccién japonesa) y conectar con la cultura matemati-

Cal-

Esta transformacion de la organizacion de las lecciones requiere de un estudio
mis detallado, puesto que hay muchas vertientes tetricas en la fundamentacién,
pero en muchas ocasiones, los actores principales desconocen de qué tratan ca-
da una de estas. Asi, para cada uno de los énfasis mencionados, se explican los

aspectos mds relevantes.

1. Educacién Matematica Realista: Se consideran las contribuciones de Alsi-
na (2009) que presenta un modelo de formacién de maestros a través del
aprendizaje realista, que surgié a través de la investigacion en Educaciér_i
matemiitica y, que fue posterior a la educacién matemadtica realista. En el
articulo se exponen los principales aspectos de esta teoria y, en este aparta-
do, han sido extraidos los componentes esenciales para la posterior discu-

516m.

Fundada por el matemitico alemdan Hans Freudenthal (1905-1990).

s
| |

No es una teoria general del aprendizaje, como si lo es el constructivis-

mo, por ejemplo.

Se desarrolld en E‘l Instituto para el Deseftrolln de la Educacién Ma-
temitica de la Universidad de Utrecht (Holanda), hoy conocido como

" Instituto Freudenthal. -

Los 6 principios fundamentales de la EMR son:

a) De actividad: las matemadticas se consideran una actividad huma-
na. La finalidad de las mateméticas es matematizar (organizar) el

miindo que nos rodea. incluyendo a la propia matemiitica.



3.2. REFERENTES TEORICOS 49

b) De realidad: Las matematicas se aprenden haciendo matematicas
en contextos reales. Un contexto real se refiere tanto a situaciones
problematicas que son reales en la mente de los alumnos.

c) De niveles: los estudiantes pasan por distintos niveles de compren-
sién: situacional, referencial, general y formal.

d) De reinvencién guiada: proceso de aprendizaje que permite re-
construir el conocimiento matematico formal.

¢) De interaccién: la ensefianza de las matemiticas es considerada
una actividad social.

f) De interconexi6én: los bloques de contenido matemdtico (numera-
cién y célculo, dlgebra, geometria,...) no pueden ser tratad os como

entidades separadas.

2. Leccion japonesa: Como aspécto central de este apartado, se destaca el en-

foque de la resolucion de problemas. Isoda y Olfos (2009) presentan las con-

sideraciones respectivas de las contribuciones en la ensefianza de la ma-

tematica a partir del estudio de clases. Basado en el capitulo 5, se exponen

los principios y elementos distintivos del estilo de la clase de matemitica

japonesa, cuyos aspectos seguidamente se muestran.

a) Aspectos culturales: Es relevante el bien comtin sobre ¢l individual, al

b)

autoexigencia y perseverancia por la tarea bien hecha y una mirada
holistica ante la vida. Ademas, la mirada -hulistica delﬁqueh}n:Er de los
profesores se constata en la rigurosidad con que se integra Ja ensefan-
za en el aula on las propuesta de ensefianza de los textos y, que son

congruentes con las politicas nacionales de educacion.
Atencion a la multiplicidad de objetivos: Las actividades de clases per-
miten a los alumnos reflexionar, expresar ideas, discutir, disfrutar y

construir conocimeintos nuevos sobre la base de los ya adquiridos.
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c¢) Fases distintivas de la clase al estilo japonés: Stigler y Hiebert (1999)
hacen mencion del formato de la clase japonesa considerando revision
de la clase anterior, presentacion de los problemas del dia, trabajo in-
dividual de los alumnos en sus puestos, discusion de los métodos de
resolucion y destacado y resumen del punto principal”(citado en Isoda
y Olfos, 2009, p. 89).

d) Caracteristicas de la gestion de la clase en cada una de las etapas: Se

destacan cuatro y se describen brevemente a continuacién:

= Hatsumon en la presentacion de un problema, que significa for-
mular una pregunta clave para atraer el pensamiento del alumno
sobre un punto particular en la leccion.

= Kikan-shido'durante la resolucién del problema por parte de los
alumnos, que significa la instruccion en el escritorio del alumno.
En este periodo, el profesor observa el trabajo de los estudiantes
y va reflexionando de qué forma va a integrar esas ideas para la
discusion.

= Neriage en una discusion de toda la clase, equivalente a expresar.
que se "van a pulir” las ideas del alumno y que de este modo se
obtenga una idea matematica integrada en la discusién g:eneral de
la clase.

= Matome como récapitulacién: en sintesis, se trata-de un comentario
fénal y cuidadoso acerca del trabajo de los alumnos en términos de
sofisticacion matematica. El profesor revisa brevemente lo que los
alumnos han diéu_:utidn y recapitula lo que han aprendido en la

clase.

3. Teoria de las Situaciones Diddcticas: Se consideran los aspectos generales a

partir del documento de Sadovsky (s.f.) donde se menciona que Guy Brous-
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seau (desde 1986 hasta 1999) propuso un modelo donde se pudiera pensar
la ensefianza como un proceso centrado en la produccién de los conocimien-

tos matematicos en el Ambito escolar.

Brousseau toma las hipétesis centrales de la epistemologia genética de Jean
Piaget como marco para modelizar la produccion de conocimientos. La con-
cepcibn constructivista lleva a Brousseau a postular que el sujeto produce
conocimiento como resultado de la adaptacién a un “medio” resistente con
el que interactiia. Ampliando esta vision, Brousseau (1986) expreso que “el
alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones,
de dificultades, de desequilibrios... Este saber, fruto de la adaptacion del
alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del apren-

dizaje” (citado en Sadovsky, s.f. p. 2).

Es importante resaltar que lo descrito anteriormente con reépecta a las tres
_teorias que sostienen la propuesta de organizacién de lecciones del Programa de
Estudios de Matemadtica en Costa Rica, no ha sido expuesta en forma exhausti-
va, principalmente con respecto a la (ltima de estas. Ademds de lo mencionado
con la organizacién de las lecciones, también se hace necesario precisar cuél es
la vision de las.Matematicas y de su ensefianza en esta Reforma Matematica. Al

respecto Ruiz (2011) menciona que

Las matemdticas son ciencia de lo abstracto y trabajan los aspectos
miis generales de lo que existe. Se debe encontrar en los elementos
especificos la estructura de conocimiento y la abstraccion de la disci-
plina; es decir, establecer un puente entre lo particular y lo abstracto,
no quedarse en lo particular... Todo apunta a una estrategia educati-
va que sepa colocar las dimensiones abstractas y las no abstractas en
el lugar que corresponde a cada una, de acuerdo a los mejores fines de

fortalecer la formacién matemdtica de la poblacién con vista al mundo
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que hoy enfrentamos. (citado en Ruiz, 2013, 43).

El curriculo costarricense estd fundamentado bajo supuestos epistemol6gicos
que confluyen en la participacién de tres componentes que Ruiz (2013) cita: suje-
to, objeto y lo social. Este aspecto no es reciente, el autor hace mencion del pro-
greso que se tiene de estos temas en la investigacion llevada en el transcurso del
tiempo. A través de la resolucién de problemas se resaltan los contextos reales y
el uso de los instrumentos tecnolégicos. No basta solo con ver a los aprendizajes
como CDﬂSil'l;ECiDI'IE‘E de los sujetos de manera activa, cuestion que Ruiz (2013)
enfatiza puesto que hubo un acuerdo de este aspecto en la politica ed ucativa cos-
tarricense, sino que debe anadirse la potencia de “visualizar a un docente que
transmite las influencias socioculturales y los constructos de la disciplina, todo a
través de un medio escolar que posee sus propias reglas” (p. 39). ‘

Aunado a lo anterior, en el afio 2015 se establecié una nueva politica curricular
denomindda “Educar para una Nueva Ciudadania”. Considerando el documen-
to de la Fundamentacién Pedagégica de la Transformacion Curricular 2015 (MEP,
2015) se presentan a continuacién algunos extractos de este documento, los cua-
les se consideran como relevantes para la comprension del cambio curricular en
Matematica y, en particular, para el estudiante y profesor que esta inmerso en esta

realidad.

1. Buscamos seres humanos libres, auténomos, criticos y autocriticos, con un
desarrollo integral, drientados hacia si rr-mismﬂs y hacia Ia‘ sociedad, hacia
lo local y hacia lo planetario. Un ser humano conocedor profundo de su
Contexto y de 51.; llni-storjéi'dad, capaz de interiorizar las necesidades de lns:-
demds, ser respetuoso dela diférencia, colaborador, activo, 3-;‘qcia1mente res-

ponsable, que asuma compromisos, que participe activamente en la biisque-

da de soluciones, que piense por si mismo, establezca conexiones y que ge-

nere cambios.
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2. La propuesta innovadora de pensar la educacién que requiere una nueva
ciudadania para el siglo XXI se basa en los derechos humanos, considerando

ademais la necesidad de asumir deberes ciudadanos.

3. Elmundo actual ha llegado a un nivel de desarrollo cientifico y tecnolégico
de tal magnitud que las habilidades resultan vitales para la sobrevivencia
del ser humano como especie. Al estar, la poblacion estudiantil, en este con-
texto se le exige un desemperio orientado en el marco de la accién analizada
y reflexiva, hacia la resolucion de situaciones desde la individualidad hacia

la colectividad.

4. Esnecesario argumentar que desde la propuesta de un curriculum por habi-
‘Tlidades, los sujetos generadores del curriculum confluyen de manera demo-
crética y activa, donde los horizontes de “aprender a hacer” y “aprender a
ser” se ven fortalecidos por el "aprender a convivir”, tomando como refe-
rencia un enfoque socioconstructivista y una pedagogia critica, donde el es-
tudiantado se estimula a llevar el conocimiento a la préctica y el educador
debe tener comprension critica de la realidad social, politica y econémica

del educando.

Al considerar estos cuatro puntos de la actual politica curricular, se considera
lo siguiente: que el estudiante asuma un ;:ﬂmpmn]jsn y que reflexione constante-
mente, que el futuro cix;dadano asuma su funcién como corresponde en el marco
de los deberes y dereches que le atafien, que la comunidad educativa sea capaz
de tral:ua'}-h_r tanto individual como colectivamente y, més alld de ser portador de
conocimientos, la experiencia se oriente a través de las habilidades. De este modo,
se expresa otro factor por considerar en el contexto de la realidad educativa y en
la cual, como investigadorés, se hace la propuesta de que el concepto de infinito

pueda ser llevado a un dmbito de discusién y reflexion, considerando que:
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= El programa de estudios tiene como eje transversal el uso de la Historia
de las Matemdticas. Tal y como se expuso anteriormente, se evidencia que
el concepto de infinito ha enfrentado conflictos a lo largo de la historia y
este antecedente permite mostrar que la ensefianza de temas asaciac!cs al
infinito van conllevar dificultades al momento de usar el infinito, aunque

sea solamente considerando el simbolo que le caracteriza.

= Considerando la Politica Curricular Nacional, se puede instar al estudiante
para que investigue en torno a la nocién del infinito y que pueda realizar
aportes en la clase. La construccién del concepto estara guiada por medio
de la interaccién entre los estudiantes y el profesor, y considerando el nivel
de abstraccién que se logre alcanzar segtin los conocimientos matematicos
que se requieran estudiar.

= Tal y como se mostrara en el siguiente apartado, la teoria de Piaget revela
que el individuo debe tomar -::ﬂncient:ia de cémo ha construido sus conoci-
mientos y que se aprovechen los aportes obtenidos a lo largo de la historia,
a través de un anélisis especifico en la construccion del nimero, primoidial

para la adecuada construccién del concepto de infinito.

3.3. Construccién del infinito desde Piaget .

La epistemologia genética aporta un marco explicativo para la construccion de _
conceptos e ideas en cada individuo, nociones que pertenecen a estructuras cog-
nitivas en constante proceso de equilibrécidh—d-esequilib.ra-c.iﬁn—rt-a'equilib racion.

Los conceptos matematicos poseen una génesis y una evolucion, los cuales
pertenecen a una inteligencia en un momento dado de la historia del sujeto y de
la humanidad. Por tanto, a continuacién se exponen los principales términos y

nociones de la epistemologia genética de Piaget que sirven de referencia para la
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explicacion de la construccién del niimero finito y transfinito.

Lo mencionado anteriormente se puede representar en el siguiente esquema:

- — e

'.L_l’i_agél:-:_] —> | Epistemologia |
genética | \

Construccién de |
conocimientos |

| matemdlicos |
o ——— | Construccién
| Culmep.tn de} e — | del concepto de
|  infinito L afimera
I'Hflll-ir'ln.";r;!l":hrjli.r.Fh'w -

Figura 3.4: Esquema de Piaget y el infinito matematico. Elaboracion propia.

3.3.1. Laepistemologia genética

Para Nortes y Martinez (1994), Piaget con la epistemologia genética intento
explicar la relacion entre sujeto y objeto desde una éptica no tratada por otras
epistemologias. Para estos autores el constructivismo de Piaget es relacional y pre-
senta dos caracteristicas principales: primero, manifiesta una preocupacion por la
idea de totalizacién y de formacién histérica que la lléva a elaborar la sintesis en-
tre las consideraciones de estructura como totalidad y la génesis como formacion.
Ségt.:.ndu, considera el conocimiento como unido a una accién que modifica el ob-
ietc} y que solamente lo alcanza a través de las transformaciones inducidas por
-dicha accion.

Para Moreno (en Castorina y otros, 199;3_], la epistemalogia genética ha tema-
tizado el papel mediador de los esquemas asimilatorios en la construecién del
conocimiento. El conocimiento no se concibe como una copia de una realidad
externa e independiente del sujeto que conoce, sino que es él resultado de una

construccién incesante a partir del mundo de las experiencias. El conocimiento es
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siempre un estado transitorio de un proceso: conocer. A su vez, conocer es asimi-
lar. Asimilar es interpretar, dar significado a una experiencia nueva a partir de lo
que, en ese momento, sean los esquemas cognitivos.

Segun Garcia (2000), Piaget llegd a la Psicologia buscando respuestas a las
interrogantes que le plantearon sus inquietudes epistemologicas, pues la expli-
cacion de lo que llamamos “conocer”, “comprender”, “explicar” habra de surgir,
por consiguiente, de la investigacion de los procesos de cambio de un nivel a otro,
mas que del andlisis de los estados en cada perfodo o en cada nivel. La psicalogia
y la epistemologia que estudian esos procesos fueron calificadas por Piaget como
Psicologia Genética y Epistemologia Genética, en tanto su objetivo era estudiar
la génesis del conocimiento. El rechazo de las posiciones empiristas y aprioris-
tas implica, a su vez, renunciar a la bisqueda de un “punto de partida” absoluto
parael conocimiento®. En tanto no hay algin factor especifico (intuiciones, sensa-
ciones) a partir del t:'ua;] seelabora el conocimiento, tampoco se puede estable':cer
un momento preciso en el cual “comienza” la actividad cognoscitiva. La ruta que
va desde los procesos puramente bioldgicos, incluyendo los reflejos mds elemen-
tales, hasta los movimientos voluntarios y las actividades con caracteristicas que
permiten considerarlas como cognoscitivas, muestra una transicion gradual, sin

puntos de discontinuidad.

-

Estas consideraciones conducen directamente a lo que Garcia (2000) ha de- -

nominado principio de continuidad funcional de los procesos constructivos del
conocimiento, que constituye uno de los pilares fundamentales.de la epistemo-

logia genética. En primer lugar, el principio de continuidad funcional implica la

“Con respecto a esto, Piaget sefala que “en cuanto a las epistemologias platonizantes, racio-
nalistas o aprioristas, creyeron encontrar, cada una de ellas, algin instrumento fundamental de
conocimiento ajeno, superior o anterior, a la experiencia. Pero a resultas de un olvido que se ex-
plica, sin duda, nuevamente por las tendencias especulativas y por el desprecio de la verificacion
efectiva, estas doctrinas mientras tomaban las precauciones de caracterizar las propiedades que
atribuian a este instrumento (la reminiscencia de ideas, el poder universal de la razén, el caracter
ala vez previo y necesario de las formas a priori) descuidaron verificar si este instrumento estaba
realmente a disposicion del sujeto.”(Piaget, 1972, p. 11)
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imposibilidad de dar una caracterizacién general intrinseca de lo que es conoci-
miento.

El principio de continuidad funcional implica que tampoco hay punto de
partida definido desde donde pudiera comenzar la cbnstruccion de mecanismos
constructivos. Dar cuenta de esta construccién de los mecanismos constructivos
es indispensable, en el caso de una epistemologia genética, por propia coherencia
interna.

Para Garcfa (2000), 'la‘prnpuesta piagetiana, apoyada en los resultados de la
metodologia del analisis psicogenético, significé un enfoque enteramente dife-
rente de la manera tradicional de abordar los problemas del conocimiento. El
principio de continuidad funcional implica que el conocimiento debe estudiarse
como un proceso cuyo desarrollo es s6lo definible en un contexto histérico-social.
Por consiguiente, el objetivo de la epistemologia no puede consistir en estudiar
estados de conocimidnto sin tomar en cuenta dichos contextos, ni limitarse a los
métodos de validacion a 16s cuales se vio reducido el empirismo. La epistemo-
logia genética se propone, por el contrario, analizar en qué consiste que un in-
dividuo, o la diencia en un periodo dado, construyan lo que la misma sociedad
considera como un nivel de conocimiento méds avanzado (Piaget y Garcia, 1982).

Para la episternolug[a--genética. el ai;rrendiza'}e consiste en la consolidacion de
los eséuemas cognitivos y en la géheracién de otros nuevos, como resultado de
los déséquilibﬁuﬁ de los existentes. Un esquenin cognitivo puede ser un coricep-
to o patrén de accién. En un esquema siempre estd presente un mecanismo de
reconocimiento, para ver si determinado objeto o situacién es admisible para el
esquema. Una vez que se pone en marcha un esquema, si los resultados obte-
nidos son compatibles con los esperados, entonces dicho esquema se hace mas
estable como recurso cognitivo. Pero puede ocurrir que ante una nueva situacion

el esquema no responda adecuadamente y por tanto el esquema cognitivo se des-
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equilibra y esto hace al sujeto mas consciente de la necesidad de responder a la
perturbacion hasta que logre la modificacion del esquema en cuestion.
Para Moreno (en Castorina y otros, 1998, p. 167-168), al referirse al conoci-

miento y las experiencias del sujeto,

El constructivismo piagetiano no niega la existencia de un mundo
independiente del sujeto; lo que dice es que el mundo al que el su-
jeto se enfrenta para la construccién de su conocimiento, es el mundo
de sus experiencias.® (...) Sin duda, es la reflexion sobre sus acciones, lo
que conduce a las nuevas formas de conocimiento del sujeto. (...) Co-
nocer es actuar y transformar (...). Nuestro -:'nr_ux'imicntu encaja con

nuestra experiencia asi como una llave encaja en una cerradura.

Ademads, los conocimientos en general no aparecen de manera espontanea, sino
que poseen una génesis, la cual puede estudiarse incluso hasta los primeros afios

de edad del sujeto. En palabras de Piaget,

todo conocimiento debe enfocarse siempre, metodologicamente como
siendo relativo a un estado anterior de menor conocimiento, y como
susceptiblé de constituirse a su vez en el estado anterior respecto de
un conocimiento mds profundo. Incluso una verdad llamada eterna,
como 2+ 2 = 4, puede interpretarse como una etapa genética ;_iurquc.
por una parte, se trata de un conocimiento que no todo sujeto pensante
posee y convieng, en consecuencia, estudiar su formacién a partir de

conocimientos menores (...). (Piaget, 1978, p. 31)

Conceptos fundamentales

Para explicar la formacion de los conceptos y el desarrollo de la inteligencia,

Piaget, en sus obras tempranas (Perraudeau, 1999; Gutiérrez, 2012) propuso las

"El énfasis es nuestro,
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etapas del desarrollo, las cuales son las siguientes:

= Sensoriomotriz: en esta etapa, que va de los 0 a los 2 afios de edad aproxi-
madamente, la inteligencia es practica y los problemas que se presentan al
individuo se resuelven por medio de la accién inmediata. Esta etapa posee

seis subestadios.

= Preoperatoria: va de los 2 a los 7 anos aproximadamente. Aparece el sim-
bolismo y el juego, y con el desarrollo del lenguaje e amplia la gama de
posibilidades para resolver problemas del entorno, no ya de manera inme-

diata, aunque las operaciones aiin no poseen una estructura logica.

= Operacional concreta: va de los 7 a los 12 afios de edad, aproximadamente.
El pensamiento del sujeto ya posee indicios de una estructura logica, pero
. solo es aplicable a situaciones de experimentaciéon y a la manipulacion de

objetos concretos. :

= Operacional formal: va de los 12 afos en adelante. Son evidentes el pensa-
miento y la l6gica formales, capacidad reflexiva, modelacion de la realidad
en el plano hipotético, manipulaciéon y uso de reglas del calculo proposicio-
nal. Los objetos de la realidad son operadu_s en el plano del pensamiento, y

‘no se pecesita manipular la realidad de forma concreta.

Sin embargo, en la maduracién de su -trabai{:- a través de los afios j,.-' en colabo-
racion con otros teéricos de distintas di:::.ciiiiinas, Piaget resalté que dichas etapas
no eran una sucesion rigida en cuanto a las edades, sino que eran una sucesion
flexible cronolégicamente, pero siempre una detras de la otra. Asi que, en vez de
hablar de las etapas anteriores, Nortes y Martinez (1994), mencionan que Piaget
distingue dos grandes planos en el desarrollo: el de la accion y el de l-a repre-
sentacién. El plano de la accién, denominado periodo sensoriomotor, y el de la

representacion, que consiste en los periodos de preparacion y organizacion de las
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operaciones concretas y el periodo de las operaciones formales. Para Gutiérrez

(2012), la epistemologia genética

Intenta explicar el conocimiento cientifico sobre la base de su historia,
su sociogénesis y especialmente desde los origenes psicologicos de las
nociones y operaciones sobre las cuales estd fundamentado. También
toma en consideracidn, en tanto le sea posible, la formalizacidn y en
particular, las formalizaciones l6gicas aplicadas a estructuras estables
de pensamiento, y en ciertos casos, toma en cuenta las transformacio-
nes de un nivel a otro del desarrollo del pensamiento. Esta propuesta
se ubica dentro de una postura dialéctica o integral, en la perspectiva
de la dicotomia de la ciencia planteada por Hans Reichenbach; vale
decir, que Piaget al analizar la ciencia como una metateoria la estu-
dia tomando en cuenta su contexto de justificacion y su contexto de

descubrimiento. (p. 37)

Los siguientes conceptos y definiciones son una recopilacién y sintesis de los
autores Flavell (1991), Battro (1969), Silverman (1989) y Piaget (1982;-1986), los
cuales son utilizados para explicar el proceso de equilibracion de las estructuras

cognitivas.

Conocimiento. Todo contactg reciproco entre un sujeto y un acontecimiento
por medio del eual este acontecimiento se convierte en algo conocido por el suje-
to. Como relacién dialéctica viva entre conocedor y conocido, Piaget describio el

conocimiento de acuerdo con tres conceptos bdsicos:

1.” Asimilacién, el cual es el proceso continuo de adoptar datos;

2. Esquemas generales, los cuales son la capacidad interna del sujeto para asimi-

lar, y
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3. Acomodacién, proceso continuo de aplicar esquemas generales a contenidos

particulares.

Las dos etapas principales del conocimiento son: 1) Instintual y 2) experimen-
tal. A su vez este segundo dividido en: 2.1) Sensoriomotriz y 2.2) conceptual. El
conocimiento instintual es convertido por la evolucién en la fisiologia del orga-
nismo, en el que el conocimiento experimental requiere una experiencia vivida,
por medio del cual el organismo indivisual construye este conocimiento. Los es-
quemas o estructuras cognoscitivas, los cuales constituyen la capacidad interna son
el instrumento biologico de la asimilacién. Concebidos como el érgano del cono-
cimiento y determina su etapa particular.

Piaget limita el significado de “maduracién” al crecimiento fisiolégico, y lo
contrasta con el crecimiento psicolégico que denomina “desarrollo”. Los fil6sofos
han tendido a limitar el significado de-cunocimiento al conocimiento conceptual,
han solido elvidar que el conocimiento conceptual es simplemente el producto
final de un proceso evolutive y experimental, que tiene muchos puritos en comiin
con formas ]Tl.E.['IDS avanzadas del comportamiento.

Piaget parti6é del supuesto de que en toda conducta hay algiin conocimiento
subvacente. En el conocimiento podemos distinguir forma y contenido. El conte-
nido se deriva del hecho particular al ;.]ue va dirigido el cnnoc;mien'to, en tanto
que la forma se deriva de la estructura interna. El contenido es frecuentemen-
te observable; la forma no. ‘Sinénimos de forma son “.marcn general”, “esfruc-
tura”, “significado”, “entendimiento” y.“esencia”. Sinénimos de contenido son

“hecho”, “informacién” y “estimulo™:

Estructura. Es un todo o un sistema de transformaciones que es autorregula-
dor. En la etapa sensoriomotriz, el término para las estructuras internas es “es-

quemas” o “coordinaciones de accion”; los esquemas en la etapa conceptual son
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“operaciones” o “preoperaciones”. La totalidad de los esquemas de que dispone
una persona forman su inteligencia. La preocupacion piagetiana es la del conoci-
miento como capacidad general y, por consiguiente, por la inteligencia, no por el
conocimiento de un contenido en particular. El desarrollo no es mas que inteligen-
cia en proceso de creacion. Por lo que respecta al apriorismo 0 aposteriorismo,
Piaget mas bien rechaza dichas posturas, porque el desarrollo requiere tanto de
una experiencia individual como de experiencias externas.

Operaciones. Son las categorias l6gicamente predominantes por medio de las
cuales el mundo aparece como estable y congruente: la clasificacién jerdrquica, el
ordenamiento serial y la cuantificacion numeérica son ejemplos de ello. Una vez
construidos, permiten al infante pasar de un punto del sistema a otro basado en
la l6gica interna del sistema.

Equilibracién/Equilibrio.” Un sistema en equilibrio es aquel que posee algin
tipo de balance o estabilidad (fragil o seguro, temporal o duradero) respecto de
las fuerzas que actian sobre o dentro de él. En un sistema equilibrado las fuerzas
o perturbaciones que, de no hallar oposicién, conducirian a un cambio de estado,
son contrarrestados por fuerzas iguales y opuestas que aseguran el statu guo. Los
tipos de sistemas a los que Piaget aplica el modelo de equilibrio, evidentemente
no son térmicos ni mecdnicos, sino psicol6gicos. En particular son sistemas de
acciones, sea externalizados o internalizados, que el sujeto lleva a cabo en medio
del mundo de objetos y acontecimientos. Dado que son las mismas acciones las
que forman sistemas Equilibradus:.-l’iaget habla de estado de equilibrios d indmicos,

para distinguirlos de los equilibrios estaticos.

7 Un ejemplo de sistema equilibrado es el de considerar que el todo es mayor que las partes
en el dmbito de lo finito. Remitiéndonos a los ejemplos citados en el estado de la cuestién de
esta investigacion, los sujetos se enfrentaron a la situacidn de determinar si en dos intervalos,
por ejemplo [0, 1] y [0, +0c|, habia mds elementos en uno o en otro. En la mayorfa de los casos
respondieron que en el intervalo de “mayor longitud” habia més puntos precisamente porque era
“mas largo™ y el otro es de longitud finita. :
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El esquema siguiente recopila algunos de los conceptos de la espistemologia

genética.
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Figura 3.5: Epistemologia Genética. Elaboracién propia.
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Los métodos de la Epistemologia genética

Gutiérrez (2012) explica que la epistemologia genética hace uso de métodos

tanto psicogenéticos como historico-criticos.

1) Método psicogenético: con este método, Piaget establecié periodos en el desa-

2)

rrollo de la inteligencia. Cada estadio se caracteriza por una estructura ope-
rativa de conjunto, que da cuenta de las conductas propias de ese estadio.
Los modelos de estas estructuras operativas que uso Piaget (1978) son logico-
matematicos, habiendo descubierto uno de ellos: el grupo de las cuatro ope-
raciones conmutativas (al cual llamé “agrupaciéon”: un intermedio entre la es-
tructura reticulo y el grupo, siguiendo a Battro (1969)) o grupo INRC (I= Impli-
cacién; N= Negacién; R= Reciprocidad y C= Complementariedad). Los esta-
dios tienen un cardcter integrativo (dialéctico): cada estadio reorganiza e in-
tegra estracturas que se han construido en el estadio anterior a un nivel mas
equilibrado, a la vez que prepara las condiciones para la aparicion del esta-
dio siguiente. El paso gradual de un estadio a otro se explica por medio de la
adaptacion de la inteligencia por medio de la asimilacion y la acomodacion:
si bien las estructuras se suceden unas a otras y son reemplazadas por nue-
vas organizaciones, hay un doble movimiento: a la vez que hay cambios hay

continuidad. Esta tltima se encuentra asegurada por las invariantes.

Meétodo histérico-critico: consiste en averiguar cdmo ha trabaja giu realmente
el inventor de un principio o aquellos que habian preparado su descubrimien-
to cientifico. Se trata d;:- reqpcmder interrogantes como las siguientes: ;qué ti-
po de experiencias, experimentos o experiencias mentales utilizaron?; ;cudles
fueron sus deducciones?; ;por medio de qué sistema deductivo hallaron es-
tas experiencias? Es un método de andlisis epistemoldgico que se sirve de la

Historia de la Ciencia para la discusion de problemas de esta tipologia.
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3.3.2. Laequilibracién de las estructuras cognitivas

Para Garcia (2000), la teoria de equilibracién tiene por objetivo explicar
la dindmica de los procesos de desequilibracion y procesos de reequilibracién.
Piaget utilizo el término equilibracidn para referirse tanto a las estructuras estabi-
lizadas que mantienen un equilibrio dindmico, como las estructuras propiamente
constructivas en las cuales el término se refiere a procesos que conducen a nuevos
equilibrios dindmicos.

El esquema de equilibracién presentado por Piaget resuelve el problema de
encontrar un esquema explicativo adecuado de interacciones e interrelaciones en-
tre los elementos endd genos aportados por la actividad del sujeto y los elementos
exogenos provenientes de su relacion con la experiencia.

Los elementos cuyas interrelaciones concurren al desarrollo y cuya equilibra-

cion determina las fases estabilizadas son (Garcia, 2000):

1. Los observables provenientes de las constataciones sobre los objetos (Obs
O). En sentido amplio, se incluyen como observables no solo los registros
de objetos y eventos singulares. Las relaciones entre dichos observables se

convierten también en observables.

2. Las observaciones del sujeto sobre sus propias acciones, a partir de la toma

de conciencia de sus actos, y luego de sus conceptualizaciones {Obs S).

3. La manera en que el sujeto coordina (organiza) sus acciones y sus concep-

tualizaciones (Coord 5).

4. Las coordinaciones que establece el sujeto con los objetos, desde las simples

relaciones entre eventos hasta las relaciones causales (Coord O).

Desde el punto de vista psicogenético, el principio general que rige las interre-

laciones entre los cuatro elementos consiste en el hecho elemental de que el sujeto
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toma conciencia de sus propias acciones solo a través de sus constataciones sobre
los objetos; pero los objetos solo son cognoscibles por medio de las inferencias a
las cuales se llega a través de las coordinaciones de las acciones del sujeto. Sobre

esta base Piaget construy6 su esquema general de equilibracion:

s

l

(Obs. § — Coord. §) {Obs. O «—— Coord. Q)

e =]

Figura 3.6: Esquema general de equilibracion. Garcia (2000).

SO

Los procesos OS representan la toma de conciencia a partir de los resultados
de la accién, es decir, logros y fracasos. A partir de ahi el sujeto puede coordi-
nar sus acciones y conceptualizar en la direccién Obs 5—Coord S, que incluye
desde inferencias elementales hasta las relaciorles y estructuras logicas, segtin los
niveles. Los prﬂ;i‘emﬁ SO conducen de las coordinaciones de la accién (Coord 5)
a las coordinaciones 501:;]".‘ los objetos (Coord O). Las Coord O consisten en es- .
tablecer relaciones causales que rebasan los observables y son establecidas por
inferencias, de alli la direccion Coord S-—-+Coord O. Tales relaciones son primel:c-
aplicadas y luego “atribuidas” a los objetos.

Las interrelaciones de lr::s dos tipos de coordinaciones permiten nuevas inter-
pretaciones de los datos empiricos, es decir, llevan al “descub r-imientﬂ” de nuevos
observables, lo cual cierrael ciclo inicial y abre un nuevo c.ic_lo.

Para Garcia (2000), las conclusiones epistemoldgicas fundamentales que cons-

tituyen el micleo de la teoria piagetiana del conocimiento son las siguientes:

1. El desarrollo del conocimiento es un proceso continuo que sumerge sus
raices en el organismo bioldgico, prosigue a través de la ninez y de la ado-

lescencia, y se prolonga en el sujeto adulto hasta los niveles de la actividad
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2,

Pero las relaciones causales no son observables: son siempre inferencias.

cientifica.

El conocimiento surge en un proceso de organizacion de las interacciones
entre un sujeto (“el sujeto de conocimiento”) y esa parte de la realidad cons-
tituida por los objetos (“el objeto de conocimiento”). Esto supone que el su-
jeto debe coordinar sus propias acciones, para poder interactuar, asi como
establecer coordinaciones con los objetos; que el sujeto construye las for-
mas de organizacion de los objetos de conocimiento; que esas formas de
organizacion intervienen en los mecanismos inferenciales inherentes a toda
interpretacién de la realidad y que tales formas, incipientes en los niveles
elementales, llegardn a constituir, durante el desarrollo, las estructuras l6gi-

cas que culminan en la 16gica formal y en las estructuras matemadticas.

La génesis de las relaciones y las estructuras logicas y légico-matemdticas
estdn en las interacciones sujeto-objeto. No provienen del objeto, como abs-
tracciones y generalizaciones de percepcones empiricas, ni del sujeto, como
intuiciones puras o ideas platénicas. Su raiz primera estd en las coordina-

ciones de las acciones del sujeto sobre el objeto.

. Organizar los objetos, situaciones, fenémenos de la realidad empirica (en

tanto son objetos de conocimiento) significa establecer relaciones entre ellos.

El desarrollo del conocimiento no procede de una manera tniforme, por

. simple expansi6n, ni por acumulacién aditiva de e]e_mtmtos. El desarrollo

tiene lugar por reorganizaciones sucesivas. Esto significa que la elaboracion

de los instrumentos cognoscitivos del sujeto procede por etapas.

En todo el dominio de la realidad (fisico, biolégico, social) las interacciones
del sujeto con los objetos de conocimiento dan lugar a procesos cognosci-

tivos que se construyen con los mismos mecanismos, independientemente
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del dominio. Por consiguiente, en tanto se trate de la asimilacion de los ob-
jetos de conocimiento, no hay dicotomia, en el nivel psicogenético, entre los

fenémenos del mundo fisico y los fenémenos del mundo social.

7. El sujeto del conocimiento se desarrolla desde el inicio en un contexto social.
La influencia del medio social se incrementa con la adquisicién del lenguaje
y luego a través de multiples instituciones sociales, incluida la misma cien-

cia.

Segun Garcia (2000), los dos procesos elementales considerados por el cons-
tructivismo como instrumentos bdsicos en la construccién del conocimiento son
designados con los nombres clasicos de abstraccién y generalizacion. Piaget exten-
di6 considerablemente ambos conceptos, reformuland o su significado y el papel

que juegan en el desarrollo cognoscitivo.

Abstraccidn
Piaget distingue dos tipos:

1. La abstraccion empirica: referida a los objetos exteriores, en los cuales el
sujeto constata ciertas propiedades, caracteristicas o hechos, que son sepa-

rados (abstraidos) de los otros para analizarlos independientemente.-

2. La abstraccién reflexiva: referida a las acciones y operaciones del sujeto.
La diferencia entre ambas se puede ejemplificar asi: dados cinco objetos el
sujeto puede centrar su atencién en una propiedad fisica (color, tamanio) y
considerarla sepa rﬂdarr!ent.e de las demis propiedades, lo cual es una abs-
traccidn de tipo empirico, pero contar los objetos y concluir que son cinco es
agregar una propiedad que no estd en los ﬂbjetols, y es el resultado de una
operacién del sujeto consistente en poner los objetos en correspondencia bi-

univoca con la serie de los ntimeros, lo cual es una abstraccidn reflexiva.
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Los dos tipos de abstraccién funcionan concurrentemente, pero la abstrac-
cién reflexiva tiene un modo de funcionamiento mds complejo, y una sig-
nificacién epistemolégica més importante, debido a que el calificativo de

“reflexiva” se aplica en dos sentidos distintos: ;

a) Como reflejante, con una de las acepciones de “reflejar” que significa
formar la imagen de alge en una “superficie”, que en este caso es un

“nivel”; *

b) Como reflexionante, considerando una cosa con detenimiento.

Generalizacién
En correspondencia con los dos tipos de abstraccién, son las siguientes:

1. La generalizacion i]:du-:tivn o extensional, la cual es el instrumento de desa-
rrollo del conocimiento que la filosofia especulativa consideré como un pro-
ceso que conduce de la constatacion de hechos singulares repetidos, a no-
ciones, conceptos o leyes g-enerales; o bien, a partir'dé hechos constatados
durante un intervalo de tiempo, abstraer una reIar:iiﬁn que se ha repetido,
y considerar que seguird siendo vilida en futuros hechos del mismo tipo.

_Es un proceso que se basa en constataciones de observables referidos a ob-
jetos externos al Squtl:}:. de donde, por abstraccion empirica se extraerd la
propiedad que serd objeto de la extrapolacion de ”algunu-s",a “todos”, o d{a‘

“ahora” a “siempre”.

2. La generalizacién constructiva o completiva, que Piaget caracterizé como’.
conducente a la produccién de nuevas formas. Tiene como base la abstrac-
cion reflexiva. El desarrollo consiste e.n un progresivo reemplazo de consta-
taciones de hechos, y de sus resultados obtenidos a través de abstracciones

empiricas, por reconstrucciones que implican inferencias y ponen en juego
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nuevas formas de organizaciéon que concluyen en un conjunto de relaciones
encadenadas deductivamente. La reconstruccion exige una reflexién en un
nivel superior (representativo o conceptual) al del dato empirico. De aqui
que no haya generalizacién constructiva si abstraccién reflexiva. Por otra
parte, tal desarrollo supone un proceso de sucesivas diferenciaciones e inte-

graciones.

3.3.3. La formacién de los conocimientos matematicos

En cuanto a la construccion de los conocimientos l16gico-matemdticos, Piaget
(1970) menciona que existen dos formas de experiencia, las cuales son la experien-
cia fisica y la experiencia l6gico-matemitica. 1.a experiencia fisica es la que cldsica-
mente se ha denominado como experiencia, la cual “consiste en actuar sobre los
objetos para obtener un conocimiento por abstraccion a partir de estos mismos
objetos”(Piaget, 1970; pp. 69-70). En cambio, la experiencia Iﬁ.gicovma’mma'rica
“consiste en actuar sobre los objetos pero por abstraccién de los conocimientos
a partir de la accién y no ya mas de los propios objetos”(Piaget, 1970, p. 70). Di-
cha accion confiere a los objetos del mundo fisico caracteres que no tienen per
se (propiedades fisicas por ejemplo). Por tanto, para Piaget las acciones logico-
matematicas del sujeto pueden, en un momento dado, no ser aplicadas a objetos
fisicos e interiorizarse en operaciones que se pueden manipular simbolicamente.

Por lo tanto,

es por estarazon, (...) que a partir de un cierto nivel existen una logica
y unas matemadticas puras, para las que la experiencia es iriatil. Por
otra parte esta logica y esta matemdtica pura son susceptibles, (...), de
superar indefinidamente la experiencia al no estar imitadas por las

propiedades fisicas del objeto. (Piaget, 1970, pp. 70-71)

e s

Que la experiencia fisica deje de ser “util” en el sentido de la cita anterior
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estriba en que las operaciones se llevan a cabo en las estructuras internas del
sujeto, las cuales no necesitan apoyo del mundo fisico una vez interiorizadas. El
plano simbélico es esencial para operar los objetos logico-matemiticos, los cuales

son el resultado de la abstraccion reflexiva.

La génesis del niimero

Siguiendo a Battro (1969), se presentan las operaciones ref’erida:.-: al namero
que Piaget y sus colaboradores estudiaron a través de sus investigaciones y los
experimentos que llevaron a cabo para lograrlo, en las cuales se evidenciaron las
operaciones de clasificacion y seriacion, las cuales sondecisivas segan Piaget para

la construccidén del niimero en el sujeto.

s
k

Figura 3.7: Piaget realizando experimentos junto a los nifios. Recuperado de
https://www.cejepi.com/somos/biografida-piaget/

I. Operaciones de clasificacién. Estudio de la nocion logica de “clase” o “con-

junto”, la forma en la que el nifio opera concretamente con dichas nociones. -

a) Correspondencia biunivoca: con el experimento de “flores y floreros” o
“huevos y hueveras” se analizé el concepto de correspondencia biunivo-
ca. Para estudiar la correspondencia biunivoca espontinea, se dejaba que

el sujeto inventara por su cuenta correspondencias, y para ello utilizaba
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fichas puestas en varias manetas. También se estudiaron las correspon-
dencias multivocas, por ejemplo: presentar al sujeto una coleccién de 10
flores azules, 10 flores blancas y 10 floreros, y colocar las flores en los

floreros.

Figura 3.8: Correspondencid multivoca. Recuperado de https://www. studiofmp.
com/yellow-cut-flowers

b) Adicién légica: se construyeron experiencias de la forma A + A’ = B, o sea
A B A, A<By A’ < B. Por ejemplo, una caja que contiene perlas de
madera (clase B) y la mayor parte de las cuales son negras (clase A) y 2 0

3 son blancas (clase A').

¢) Composicion aditiva de nameros: experiencia sobre las relaciones aritméti-

casdepnrteatog:io;fh*i 1+756+2-5+3=8

d) Conservacion de las cantidades continuas: la eipuriencia se basa en colo-
car recipientes de iguales dimensiones, que contienen la misma cantidad
de liquido (A, Az) y se somete el contenido de A; a distintas deforma-

ciones o transvasamientos, para luego compararlo con A;.
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Figura 3.9: Experimento de los transvases de liquidos. Recuperado de https://
memy . jeja.pl/462765,logiczne. html

e) Conservacién de cantidades discontinuas: lo mismo que en el experimen-
to de conservacién de cantidades continuas, pero en vez de que el conte-

nido sea liquido se sustituye por bolitas perforadas de distintos colores.
ll. Operaciones de seriacién. Estudio de las relaciones asimétricas.

a) Construccién de correspondencia ordinal entre dos series:

se colocan 10 mufiecos de madera de tamafos distintos y graduados y 10
bastones en las mismas condiciones, para luego hacer correspondencia

entre los mufiecos y los bastones.

b) Determinacién de la correspondencia ordinal: igual que en el caso de los

muniecos y los bastones, pero con bolitas de plastilina en vez de los bas-

fones.

Figura 3.10: Bolitas ordenadas. Recuperado de https: //www.pinterest.es/pin/
493284965415563413/

y bastones, se disloca una de las series y se pide encontrar el baston para

un muneco elegido arbitrariamente.
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dinacién” son operaciones que se implican reciprocamente. Ordenar 10
bastones desde el mds pequetio A hasta el mds grande [ eir intercalando

otros 9 bastones (a, b, ..., i) para crear una nueva serie AaBbC . Ii].

e) Composicion de las relaciones y relaciones numeéricas:

I. Coordinacion de las relaciones inversas: recipiente U (ancho y bajo)

y pasar la misma cantidad de liquido al recipiente L (estrecho y alto).

1. Coordinacion de las relaciones de equivalencia: SiL - Ay A - G

entonces se tiene la relacidnentre Ly G: L - G.

L. Composicidn aditiva o multiplicativa de orden numeérico: L+ G - 24,

f) Desarrollo de la medida: se presentan dos o tres recipientes de formas

distintas, llenos con la misma cantidad de liquido. La forma del recipiente

impide una evaluacién perceptiva directa.
L)

A continuacién se muestra un mapa“conceptual en el cual se sintetiza la for-
macion del nimero a partir de los esquemas de clasificacién y seriacion, los cuales

se evidenciaron en los experimentos resumidos en los parrafos anteriores.

—_— —

| P\l.':-mvlar:.-.]t

es la sintesis
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[ ]
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asimétricas. Construccidn de

Figura 3.11: Construccion del nimero segin Piaget. Elaboracion propia.
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El problema epistemolégico del nimero

Para Piaget (1978), existe un mismo mecanismo operatorio que se desarro-
lla en funcién de su légica intema del modo mads continuo y mejor equilibrado,
el cual, desde las acciones mds elementales que permiten al nifio enumerar pe-
quefias colecciones de objetos hasta las generalizaciones negativas, complejas y
transfinitas del nimero, y que a pesar de su apariencia con frecuencia irregular

resulta de las dificultades de la toma de conciencia.

La accitn de enumerar no puede estar determinada solamente por los objetos,
debido a que dicha accién los estructura en funcién de un esquema operatorio,
que es asimilacién de las cosas al doble acto de reunir y ordenar, y puesto que
asimilar significa agregar a los objetos caracteres nuevos que no estaban incluidos
anteriormente a la accién del sujeto. Por ejemplo, la reunién “elemental” 1+1 - 2
afiade a cada uno de los objetos contados como unidades la nueva propiedad de

constituir un todo.

Existe una fase intuitiva y preoperatoria del pensamiento durante la cual es ne-
cesaria la experiencia para el descubrimiento y la verificacién de las verdades
aritméticas, y una fase operatdria a partir de la cual la deduccién comienza a bas-
tarse a si misma. Pero a pesar de que la experiéncia (fisica) sea’psicologicamente
indispensable para la construccién del niimero, no es prueba de que se extraiga
el niimero a partir de los objetos, en Ja forma que sea, ya que una cosa es actuar
Empilicé_rr-\mtu y otra abstraer una relacién a partirde los uhjelios: la relacién es-
tablecida-entre los objetos puede haber sido agregada por la accion, ain cuando
esta se inicie con una etapa de tanteo experimﬁntal.-'g.n otras palabras, el sujeto
que actia de modo empirico puede utilizar los objefos como simples soportes -
para la acciﬁn-; pero en realidad experimentar consigo mismo, es decir, con la
coordinacion de sus propias acciones-mds que con los objetos sobre los que ellas

se apoyan.,
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Aunque experimental en su fuente intuitiva, el niimero se afade a los obje-
tos y en absoluto es extraido a partir de ellos. Se encuentra en su totalidad en el
esquema de asimilacion operatoria. No por esto deja de ser importante la acomo-
dacidn. Hay equilibrio permanente entre la asimilacion de los objetos al esquema
operatorio y la acomodacidn de este esquema a objetos cualesquiera, pero no hay
nada de la estructura definitiva del esquema considerado que haya sido “abs-
traido” del objeto. Para poder abstraer el niimero de las colecciones de objetos
seria necesario poder clasificarlos y ordenarlos, qye son acciones del sujeto gjer-
cidas sobre estas colecciones: ahora bien, el esquema del niimero se reduce preci-
samente a estas solas acciones de clasificar y ordenar, simplemente agrupadas de

forma distinta.

Con respecto a la experiencia interna del sujeto, tampoco puede obtenerse
¢l namero a partir de ella. Ni la seriacion ni la clasificacion mi el namero estan
dados en la conciencia interna: son el resultadg de la coordinacién de las acciones
sucesivas, es decir, de su agrupnmiuntn y estos agrupamientos se aplican tanto
a los datos de la experiencia interna como a los de la experiencia externa, y no
son mis la resultante de las primeras que de las segundas, puesto que se trata -:l::

acclones que 5¢ C]El'l.’.‘(_‘ﬂ SObI‘E 1.'_‘]135 ¥ no sobre intuiciones Prll']‘lﬂ'i'ﬂﬁ.

-El niimero consiste exclusivamente :En un sistema de acciones u operaciones
qﬁe se ejercen sobre los ubictm, pero no dependende las propie cia des particulares
de estos objetos y la construccion del nimero puede pI'E;SCg-:UiI‘ indefinidamente
mads alla de los limites de la pcrztpciér{ ¢ incluso mds aila’_. de la representacion
imaginada de las colecciones formadas por estos objetos, es-decir,, mucho mas

alla de las fronteras del objeto.

El uso de las distintas formas de infinito, indispensables para el matemati-
co, no es sino el testimonio cotidiano de esta liberacién de los entes numéricos

respecto del objeto, puesto que el objeto de experiencia ¢s necesariamente finito.
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La construccién del infinito matematico segin Piaget

Para Piaget (1978), el problema del infinito actual siempre se opuso a las inter-
pretaciones realistas y ;:}peraturias del namero. Las dificultades pueden ser evi-
tadas recurriendo al dinamismo intelectual de las operaciones, las cuales son el
unico soporte de las diversas formas de infinito, pues sustituyen la realizacion

actual por una virtualidad de un desenvolvimiento ilimitado.

Como ejemplo, la serief A + ]_+ .
jemplo, u='|2“-2 4 8
las operaciones intelectuales es el de prolongar operaciones reales iniciales con

+ ... = 1 se concluye pues lo propio de

operaciones virtuales cuya validez es el resultado de su posible composicion y
unicamente de ella. Esta serie representa la paradoja de Zendn en cualquiera de

sus variantes.

En cuanto a lo “infinitamente pequefio” no puede aislarse en forma actual
salvo apoyandose en una creencia .rea]isl:a o extraoperatoria, obligada ademads a
completar la realidad fisica, siempre finita, con la realidad de nimeros ideales
que susbsistirian de por si. Por lo tanto, solo hay una manera de evitar las cm;—
tradicciones hacia los cuales condujo el realismo de lo infinitamente pequerfio:
considerar con Leibniz, al infinito como la expresién misma del dinamismo de la
construccién operatoria. Dicho problema aparecié con el anilisis de las funciones
crecientes asintoticamente hacia infinito, o sea, en lo infini tarr-lente grande y preci-
samente esto planteé la interrogante de si la escala de las funciones alcanza uno o

varios infinitos actuales que trascenderian las operaciones mismas qué permiten
alcanzarlas o si solo se aplica a las operaciones como tales.

Con base en sus resultados, G Cantor creé el cilculo del transfinito sobre la
consideracién de las relaciones de correspondencia entre conjuntos. La sucesién
de nimeros enteros es infinita, es imposible asignar en el interior mismo del con-
junto un ntimero infinito actual que consistiria en el dltimo de la serie. En cambio,

se puede asignar a esta sucesion un limite que por definicidon serd exterior a la se-



78 CAPITULO 3. MARCO TEORICO

rie y a partir de la cual comenzara una nueva sucesion: es el primer ordinal infi-
nito w. Gracias a la repeticion de este procedimiento se obtendrén los transfinitos
wW+l,w+2,..,w+n, .., 20,20 +1,2w +2, ..., 3W, ... 1, ., ™, .., ", ...

Dichos ordinales transfinitos constituyen asi 6rdenes. Con respecto a los car-
dinales transfinitos, el primero es la clase de los conjuntos enumerables ®;. Otro
cardinal transfinito es ®; que corresponde al conjunto P(IN). El gran interés de
esta realizacion del infinito, que trasciende sin cesar las operaciones constructi-
vas para alcanzar una sucesién de infinitos actuales encajados unos en los otros.
es culminar de hecho en un debilitamiento del cardcter especificamente numéri-
co de la construccién y marcar un retorno parcial a los componentes logicos del
niimero. En efecto, los cardinales transfinitos ya no cumplen la ley aritmética de
iteracion, sino a las reglas de tautologia y absorcién: Ry + Ry = ®p y Ry Ry - Rp.
Esto se comprende de por si pues estos niimeros ya no son a la vez cardinales
y ordinales como los nimeros finitos, sino que ]E__ cardinacion estd disociada df
la ordinacion: el.conjunto de todos los conjuntos enumerables es en verdad una
clase logica constituida por todas las subclases numerables, es decir, unia clase
cualitativa surgida de una simple reunion légica de las subclases que tienen la
propiedad comiin de ser enumerables.

Por ejemplo, la funcion f : N — N tal que f(n) - 2n es una corresponden-
cia que rglac_inna cada elemento indi_:ufidual de las wbdases,componentes-cc-n un
elemento determinado de una de las otras subclases, es una correspondencia re-
flexiva, es decir que permite igualar el todo a la parte. Ahora bien, esta correspon-
dencia no culmina en una equivalencia aditiva entre el todo y la parte, sino que es
una equivalencia mu]tiplica’giva;, comparable a la de las clases multiplicadas entre
si con el esquema légico de un cuadro de doble entrada.

En cuanto a los urdi-naIes transfinitos, solo son fz’pr;s de orden, es decir, sistemas
multiplicativos de relaciones asimétricas, asi como los cardinales trasfinitos son

clases: de ahi que a un mismo cardinal transfinito corresponda una infinidad de
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ordinales, ya que pueden ordenarse de infinitas maneras los elementos de una
misma clase infinita.

En sintesis: los nlimeros transfinitos de Cantor disocian entre si las dos estruc-
tiras fundamentales de la clase l6gica y la relacion asimétrica, que se fusionan
en un todo en la construccidon de los mimeros enteros finitos. Por ende, si la serie
de los ordinales finitos corresponde biunivocamente a la de los cardinales finitos,
siendo todo niimero entero necesariamente cardinal y ordinal en el &mbito de lo

finito, dicha correspondencia termina en el dominio de lo transfinito.

Mimern finito Mimero transfinito
esquemas
-\‘-\-\.\__ EEqUL‘ mas
h-h‘m ' " T
Clasificacién Seriacisn Clasificacion Seriacién

Figura 3.12: Los esquemas de clasificacion y seriacién con respecto a los niimeros.
Elaboracién propia.

Como esta disociacion transfinita, entre los dos aspectos ordinal y cardinal del
niimero entero, culmina en un retorno a los esquemas operatorios separados de
1 relacion asimétrica y la clase légica, y constituye la mejor confirmacion de la
interpretacion operatoria respecto de la génesis del ndmero entero finito.

En la pdgina siguiente se muestra un esquema en el que se resume lo antes

expuesto de los nimeros finitos y transfinitos.
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Figura 3.13: Comparacién entre el mimero finito y transfinito. Elaboracién propia.



Capitulo 4

Metodologia

4.1. Tipo de investigacion

Segin Hernandez et al (2008, p. 22) “la investigacion es un conjunto de pro-
Ces0s :-:;:;temé ticos y empiricos que se aplican al estudio 'z un fenémeno”. El en-
foque de esta investigacién es de corte cualitativo, puesto que se-examinard el
mundo social, concretamente con profesores de educacion secundaria. En este
enfoque no se efectud una medicion numérica y la recoleccién de los datos con-
sistié en obtener las perspectivas y puntos de vista de los participantes. Siguien-
do a Hemandez y otros (2008, p. 28), “... la investigacién cualitativa proporciona
profu ndidad a'los da tos, dispen";iﬁn; riqueza interpretativa, (‘GIZLIEX!UEIhZﬂcidH del
ambiente o entorno, detalles y experiencias- tinicas”. En la invustignc.iéﬁ'se busca

profundizar acerca del infinito matematico, ¢6mo se construye v se ensefia.

4.2. Descripcion y sustento del método utilizado

El método utilizado en la investigacion corresponde al fenomenolégico,
puesto que se trabajé con los insumos que los docentes proporcionaron a través

de las experiencias que han tenido con la construccidn del concepto de infinito.

81
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Segun Guraian (2007), “el método fenomenolégico respeta, por completo, el re-
lato que hace la persona de sus propias vivencias. Se centra en el estudio de las
realidades vividas o vivencias, generalmente, poco comunicables.”(p.156).

El cardcter descriptivo y reflexivo de este método permite comprender las vi-
vencias de los actores inmersos en dichas realidades. Al respecto, Gurdian (2007)
menciona que el método fenomenolégico siempre empieza con la experiencia
concreta de las personas. Para esta investigacion, se parte de la experiencia con-
creta en torno al infinito, experiencias que han sido consideradas desde sus vi-
vencias en la infancia, asi como las asociadas a la formacién universitaria y las
que han sido parte del ejercicio de la profesién.

La fenomenologia surgié dentro del ambito de la Filosofia y su fundador fue
el matemdtico y astréonomo Edmund Husserl. Aguirre y Jaramillo (2002, p.55)
exponen que la pregunta bdsica de este método (;Como se sabe X7) no tiene como
objeto algo del mundo objetivo, sino que el fenomendlogo se dirige a la estructura
(o condiciones) de la experiencia o vivencia de X. Entonces, la fenomenologia se
dirige a la conciencia del sujeto y su meta es la descripcién de la corriente de
vivencias que se dan en la conciencia.

Considerando la anterior notacién, el X de esta in;'ﬁtigacién es el infinito. La
experiencia de aprendizaje de los docentes de este X que se ha descrito y que estd
presente en los apéndices (E y F) aporta, segiin Gurdian (2007), la intersubjetivi-
dad y la intuicién en la comprensién de los fenémenos socioeducativos, ademas
que capta el sentido de los fenémenos y la intencién de las actividades socio-

educativas.

-4.2.1, Supuestos tedricos

Por la naturaleza del enfoque fenomenolégico no existen hipdtesis iniciales

de trabajo, sino que los supuestos van apareciendo sobre la marcha. El propésito
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no es generalizar conocimientos, probar hipotesis, elaborar leyes, establecer rela-
ciones entre variables, etc. Su contribucién consiste en la profundizacion de los
significados esenciales de la experiencia pedagégica. A nivel formal, el investi-
gador llega a elaborar “una descripcion (textual) estimulante y evocativa de las
acciones, conductas, intenciones y experiencias humanas tal como las conocemos
en el mundo de la vida”(Van Manen citado por Ayala, 2008, p.214).

Durante la investigacién bibliogréfica surgi6 el primer supuesto: la epistemo-
logia genética explica la construccion del infinito matematico. El segundo supues-
to aparecid después de que se hicieran las entrevistas a los docentes: las nociones
intuitivas del infinito ajeno al &mbito matematico que dan los docentes a partir de
sus distintas experiencias no son suficientes para la ensefianza de nociones aso-
ciadas a la construccion del concepto de infinito, particularmente en Matemati-
ca. El tercer supuesto sobre la marcha fue: las investigaciones desde la educa-
cidén matematica sobre el concepto de infinito matematico y lds dificultades en su
didéctica pueden relﬂcimars-ie con la explicacién piagetiana y las experiencias de

los docentes entrevistados.

4.3. Técnicas utilizadas

.Las técnicas de recoleccién de la informacion utilizadas fueron de corte cua-
litativo y consideraron las siguientes: entrevistas en profundidad, grupos focales

y una conversacion con expertos.

4.3.1. Entrevistas en profundidad

En este estudio cualitativo se emple6 el uso de las entrevistas en profundi-
dad, puesto que se buscaba la recopilacién de las experiencias de vida, ideas o

percepciones del docente en el momento inmediato de la entrevista.
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Se confecciond una guia de la entrevista en profundidad de tal modo que pre-
sentara coherencia tedrica, puesto que Gurdian (2007) comenta que debe ser fiel a
los objetivos tedricos que se estén buscando y que sea el mecanismo que permita
avalar la investigacion a partir de la informacién suficiente que se haya consegui-
do.

La guia presenta un apartado de datos personales, y considerando los do-
centes que se entrevistaron, la informacion obtenida se resume en el cuadro 4.1.
Ademds, la guia se estructurd en cinco bloques: personal-vivencial, formacién

profesional, aspectos curriculares, aspectos didacticos y constructivismo piage-

tiano.

' Docente | Edad | Afos MEP | Universidad | Institucién actual

| il 4 de formacion |
ANAV 33 | 10 TJUCR l Instituto de Alajuela |
AV [46" "] 16 UCR,UAM | CTP Don Bosco J
DAM 38 ] UCR, UNED T Liceo Julio F Fansr_-r:a

[HUM [45 | 20 UCR, UNED, UAM | Liceo Nocturno

| Lapal _TIY = iieemeratie - 08 DEORRERN

INEN 134 | 12 JUCRUAM ____ | CTPlaCarpio
MAG < T B 12 | UCR, UAM, UISIL. | CTP Siquirres o
REQ |47Z.. | 2B | UNA, UAM, UNED | Li Liceo Julio | Fnrnseca
SR (40 | 18 | UNA, UISIL, UC ' CTP Sabanilla N

[SUV_ |43 | 19 ' UCR Liceo Ricardo Ferndndez |

Cuadro 4.1: Participantes de las entrevistas en profundidad.

Los participantes seleccionados fueron nueve docentes de educaeién secun-
daria de institudﬂéﬁpﬂhlicas, que tuviesen al merios sielte afios de e;(perien{';ia.
Actualmeme se implementan los programas de estudm del 2012 y, los (.‘nterlos
de selecnén comentados surgen asi para identificar experiencias, tanto antes de
utilizar el anterior programa como el vigente.

La decisién de solo elegir nueve docentes se determiné con I:rase en la sa-
turacion tedrica. Martinez-5algado (2012) recopild algunas pautas importantes

a seguir para determinar cuindo se ha alcanzado una retoleccién de datos que
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cumplan el principio de saturacién. Al respecto,

Se entiende por saturacién el punto en el cual se ha escuchado ya una
cierta diversidad de ideas y con cada entrevista u observacién adicio-
nal no aparecen ya otros elementos. Mientras sigan apareciendo nue-
vos datos o nuevas ideas, la blisqueda no debe detenerse. (Martinez-

Salgado, 2012, p. 617).

Inicialmente se entrevisté a cuatro docentes de diferentes instituciones, pe-
ro se concluyd que no eran suficientes para alcanzar el principio de saturacién
tedrica, porque en el bloque de personal-vivencial y en el de aspectos didacticos,
se habian obtenido respuestas diferentes y se reflexion6 que era posible obtener
mavyor variedad.

Se hizo revision de aspectos asociados con la muestra que se debia considerar.
En la presentacion sobre las técnicas de muestreo en ciencias sociales y del com-
portamiento, Teddlie y Yu (2007) organizan el cimulo de alternativas disponibles,
de acuerdo con los propésitos que se establezcan, en cuatro subconjuntos. En el
tercero de estos se ubican a los disefios secuenciales, en los que “prevalece el prin-
cipio de seleccién gradual, ya sea porque el proposito del estudio es la generacién
de teoria, o porque la fntegracidn de la muestra se va decidiendo sobre la marcha,
conforme van emergiendo los conceptos al ir recabando la infarmﬂcién"{citado
en Martinez-Sal gado, 2012, p. 616).

A partir de la anterior cita, conforme se realizaba otra EI."th’EViISta, se analizaba
si se iba alcanzando la saturacién o todavia se debian realizar mds entrevistas.
Después de entrevistar a otros cinco docentes, y al leer las transcripciones de las
entrevistas, se estableci6 que se alcanzo la saturacion teorica en los cuatro prime-
ros bloques. Las preguntas para el bloque 5 estin condicionadas al conocimiento
y no tanto a las vivencias, por lo que se buscan estas respuestas en las fuentes

bibliograficas.
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A cada profesor participante se le realizé una entrevista en profundidad y con

un duracidn minima de 30 minutos.

4.3.2. Grupos focales .

El grupo focal es una modalidad de los grupos de discusién que se caracteriza
por centralizar su atencién e interés en un tera especifico de la investigacion, es
decir, es una tematica que es propia del tema central de estudio. Es de “discu-
si6n” porque realiza su trabajo de biisqueda mediante la interaccién discursiva y
la comparacion o contraste de las opiniones de las y los miembros del grupo (Gur-
dian, 2007, p. 214). En pocas palabras, "el grupo focal es una técnica estimulante
y provocativa, pues de hecho los seres humanos somos por instinto sociales, sal-
vo algunas excepciones, ademas el sentirnos acuerpado&apoyados por un grupo
facilita nuestra expresividad espontinea.”(Gurdian, 2007, p. 215).

Después t:h:]{r andlisis de las entrevistas, se clasifico la informacién obtenida
en seis tipos de r:xperiEr;ciﬂs, las cuales son: personales, definicién de infinito,
universitarias, curriculares, didacticas y construcfivismo (ver apéndice F). Esta
clasificacién gui6 el proceso para decidir en qué se iba a centralizar la aplicacién
de los grupos focales para cada uno de los tipos ;:'Ie experiencias. A los participan-
tes de Ius. grupos focales se les envid el resumen de las E.'xperien-::ia;s al menos con
una semana de antici pacién..

_Cabe destacar que esta técnicd dentro de la investi g;acjfm cualitativa posee una
ventaja en relacién con otras-técnicas que se puedan aplicar. Huerta (2005) expre-
sa que la aplicacién de los grupos focales “tiene mayor credibilidad -g_:lue otras
técnicas, debido a que la estrategia y los hallazgos son facilmente entend.Ilblea‘. por
los participantes y por aquellos que van a utilizar la informacién” {t}. 3}). Se plan-
ted el estudio con dos grupos focales: uno con dos profesores que particirpamn en

la entrevista en profundidad, y el otro grupo con tres profesores que no fueron
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participes de las entrevistas, pero que aportan nuevos elementos para el analisis.
Los docentes fueron elegidos a partir de la disponibilidad que tenian para partici-
par en este estudio y se llevaron a cabo en las instalaciones de la Academia AMP y
en la sala de tesis de la biblioteca Carlos Monge de la Universidad de Costa Rica.
En los grupos focales se discutieron nociones y vivencias que poseen los docentes
sobre la construccién del infinito matematico, asi como las estrategias diddcticas
que han empleado para su ensefianza en el aula. También se aprovecho el espacio
para compartir los aprendizajes de los investigadores con respecto a la teoria de
Piaget y como pueden contribuir en la comprensién de lo que ha estado suce-
diendo con la ensefianza de temas que estan asociados a la nocién del concepto

de infinito.

4.3.3. Conversacion con expertos

La conversacion con expertos es una entrevista personal de cardcter no es-
tructurado, en el que las preguntas del entrevistador surgen espontineamente,
pero a partir de cierta tematica de interés, la cual sirve de gufa para orientar la
conversacion. Se entrevisté a dos matematicos de la Escuela de Matemdtica de
la Uﬁivwsidad de Costa Rica: Dra. Samaria Montenegro Guzman, cuya especia-
lidad es Teoria de Modelos y al Dr. Rafael Zamora Calero, especialista en Teoria
Descriptiva de Conjuntos. e

Esta conversacion Surgiﬁ porque los investigadores determinaron que los apar-
tados en los Programas del'MEP (afios 2005 y 2012) con respecto a la manera de
trabajar mmiti{r'qmente el infinito, deben contraponerse con la opinion de los ex-
pertos. Los textos son: “El concepto de infinito no se introduce formalmente en
este nivel educativo, sin embargo para la construccion y el estudio de gréficas
se puede expresar de manera intuitiva su sentido.” (MEP, 2012, p. 414). “La pre-

sentacion de los conceptos de “denso”, “continuo”, “infinito”, “completo” de los
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conjuntos numéricos, solamente se introduciran en forma intuitiva. Se debe ba-
sar en el concepto intuitivo mas que en la definicion. Por ello, su evaluacion se

realizard en el proceso y con base en ejemplos.” (MEP, 2005, p. 48).

La conversacidn se generd después de leerles a ellos esos dos apartados y que
nos explicaran como interpretarlo desde la matemitica. Cabe destacar que es-
tos expertos se han interesado por difundir nociones acerca del infinito en varios
espacios de la universidad y por eso se consideré que podian brindar recomen-

s

daciones para la ensenanza del concepto.

Por un lado, el doctor Zamora ha expuesto acerca del infinito de manera
histérica y matematica dada su formacion en su campo. Se destaca particular-
mente la charla "Construyendo el infinito”, durante el 1 semestre del afio 2018,
cuyo publico meta fue el estudiante que estd en formacion para ser docente de

" Matematica. Por otra parte, la doctora Monteneggo ha impartido el curso intro-
ductorio de la carrera de Matemadtica (MA-0150), en el que se formalizan concep-

tos asociados a la teoria de conjuntos y sus cardinalidades.

El siguiente diagrama representa las fases de esta investigacion previo a la

triangulacion de fuentes de informacion:

Fase 5:
- Conversacion,
Fase 4: Grupos con expertos,

focales.
Fase 3:
Discusion de
Fase 2: lod primeros
Entrevistas en resultados.
Fase 1: ) profundidad
Determinacian
del problema

Figura 4.1: Fases de la investigacién previa a la triangulacién.
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4.3.4. Triangulacion

La triangulacién segin Donolo (2009) es "un procedimiento de control im-
plemementado para garantizar la confiabilidad entre los resultados de cualquier
investigacién”(citado en Villas y otros, 2013, p. 6). Esta estrategia metodologica
estd presente considerando que Gurdian (2007) afirma que es un procedimiento
imprescindible y su uso requiere habilidad por parte de los investigadores para
garantizar que el contraste de las diferentes percepciones conduce a interpreta-

ciones consistentes y validas.

1. Fxtraccifin de ks ideas penerales de
lag enercvistas y bod gripos focaks.

m—— = —

2. Imeerprecacion del vso del congepn
che infinitg matematic on gl progran ompanacitn entre 1,
de esandios, 1, 3 y hiblingrafia

e

3 Comwersacion con los experios
FTT R TR

Figura 4.2: Esquema de los pasos del proceso de triangulacidn.

La ﬁp!ementadéﬂ del método fenomenolégico ho solo se reflexiona en la y
etapa inicial del proceso, pues como mencionan ‘Aguirre y ]'arax:nil]u (2012, p.56),
el “cnéhmtm intersubjetivo permite no solo comentar lo hallado, sino clarificar
0, incluso, corregir, las estructuras de evidencia"gue crefa definitivas”. De este
modo, el uso de la triangulacién permite reconsiderar lo que se trabajé previe a
la redacciﬁﬁ de las conclusiones y para revisar si los objetivos propuestos se han

alcanzado.

El procedimiento de la triangulacion ha sido establecido de diferentes mane-
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ras para que se ajuste a las necesidades de cada investigacion. Denzin (1970) co-
menta que existen 5 tipos de triangulacion: de datos, de investigadores, de méto-
dos, de teorias y, por ultimo, la triangulacién mualtiple. Esta dltima consiste en la
utilizacién simultinéa de por lo menos dos de los procedimientos o tipos men-
cionados.

La triangulacién multiple es el procedimiento seleccionado para esta investi-
gacion, donde se analiza lo descrito en la Figura 4.2. Los insumos de las entre-
vistas, grupos focales, conversacion con expertos y lo extraido del programa de
estudios, se compara entre estos, dependiendo del apartado de andlisis. También,
se consideran las fuentes consultadas en el marco teérico y, por dltimo, la expe-
riencia de los investiga dores, considerando que es una triangulacién de miltiples
fuentes, asi como de la teoria de la Epistemologia Genética encamina a la com-

prensién de la construccién del concepto de infinito.

4.3.5. Procedimiento para analizar los datos

Se implementé el software Atlas.ti™, el cual contribuye a la hora de re-
colectar y analizar los datos. Segtin Hernandez et al (2008, p.669), este software
sirve para segmentar datos en unidades de significado; codificar datos y construir
teoria. El investigador agrega los datos o documentos primarios y con apoyﬂ‘dul
programa Iué- codifica de acuerdo con el esquema que se haya disenado.

Se importaron las ¢entrevistas en profundidad para luego crear las experien-
cias las cuales responden a las siguiente clasificacién: personales, universitarias,
didacticas, curriculares, definicion infinito y constructivismo. PPara analizar como
el docente ha construido el concepto de infinito matematico, se recurri¢-a indagar
como fueron sus experienc.ias desde la nifiez. Luego, considerando que estudi6
para ejercer el cargo de docente en matematica, se recabd la informacién de las

vivencias asociadas a su formacion inicial con los temas relacionados con el con-
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cepto de infinito.

Continia la recopilacién de informacién con las experiencias vividas al ejercer
la profesién. Se hace énfasis en los aspectos curriculares y diddcticos de lo que
conlleva ser docente de Matemitica en la educacion secundhria costarricense.

Ademas, se analiza como el docente tiene concebida la nocion de infinito y
qué conoce con respecto al constructivismo. De este modo, asi fue como los in-
vestigad ores establecieron la linea de trabajo previo a la téenica de entrevista en
profundidad. :

Para los grupos focales se importaron los archivos de audio y se transcribieron
utilizando el programa.

Después, para la triangulacion de la informacion recopilada, se determinaron
cuatro categorias de andlisis que fueron una guia para los resultados que se expo-
nen en el siguiente capitulo. Las categorfas surgen como consecuencia del proceso
previo de haber identificac® seis experiencias, sin embargo, las que estaban rela-
cionadas con la definicion del infinito, personales y universitarias, se agruparon
en una sola denominada: construceién del infinito matemético.

Por 1ltimo, se redactaron las consideraciones finales, las limitaciones y las

recomendaciones para futuros investigadores.

Para la codificacién del andlisis de resultados, se especifica lo siguiente:

[ [C dﬁiﬁticiér_l_}

| Entrevistas en profundidad | FP |

. Grupos focales : | GF
Conversacion con expertos | CE |

Cuadro 4.2: Codificacién.
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Capitulo 5

Analisis de resultados

El andlisis de datos se organiza de acuerdo con los objetivos que guiaron la
investigacidn. Se exponen cuatro apartados con la descripcion y andlisis de las

categorias que se establecieron y que se muestran a continuacion.
1. Construcci6n del infinito matematico. :

2. Aspectos curriculares en la ensefianza del infinito.

3. Aspectos didacticos del infinito matematico.

4. Acercamiento al constructivismo piagetiano.

Ademds, en un quinto apartado se elaboré un analisis que considera la refle-

xion con las diferentes fuentes, asi como el aporte de los investigadores.

5.1. Cnhstrucciﬁn del infinito matematico

Tal y como se ha escrito acerca.de la historia del infinito en este estudio (ver
seccion 3.2.1), esta nocion se ha formalizado desde el siglo XIX v, la revision de los
textos de cardcter formal demanda un conocimiento matemdtico avanzado. De

este modo, a través de las investigaciones y las entrevistas realizadas, se identifica

93
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que la alternativa de los docentes entrevistados consiste en una aproximacién a la

nocidn del infinito a través de fuentes, no necesariamente de indole mateméticas.

“Generalmente leo mucho, es mi segundo hobby, yo no entendia muy
bien el infinito, todo aquello que no pueda sentir u oler... El Libro de
Arena de Borges trata de explicar de un modo mas tangible lo que
seria el infinito, a partir de ese libro es como entendi bien la idea.”

(EP-DAM)

La iniciativa de ese docente o de otros surge a partir de considerar que la
nocién del infinito es importante, ya sea para la comprension del mundo en el
que vivimos o para un fin propio dentro de la matemitica. Un par de citas que

muestra dicha importancia son las siguientes:

“Es muy importante conocer la nocién de infinito, vivimos en un mun-
do donde se puede entender claramente a qué se refiere y ver donde
se aplica, y el hecho de que existen infinitos mds grandes que otros

infinitos nos ayudan a trabajar los nimeros reales.” (EP-ANAV)

"Para mi es importante porque me revela la idea de que no hay algo

que nos detenga.” (EP-HUM)

Las citas previas revelan que el infinito es Gtil para comprender conceptos,
matemdticos, particularmente el de conjuntos infinitos. En cambio, otra docente
entrevistada no considera que se necesite dedicar tiempo para ampliar la nocién

del infinito, inclusive desde su ambito profesional.

"i:!_ueg, la verdad es que el concepto de infinito no ha sido como algo

qu;e_ha ocupado mi reflexién, o muchas horas de reflexion.” (EP-AV)

Se comparan las posturas de los docentes, que participaron en este estudio,

desdela perspectiva histérica con respecto al infinito: unos exaltaban la necesidad
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de profundizar en la nocién del infinito (Arquimedes, Bolzano, Cantor) y otros
afirmaban que era irrelevante dedicar tiempo en esa nocion (Aristoteles, Gauss,
Poincaré).

Por tanto, como parte de las aproximaciones a la nocién, se interpreta que los
participantes indicaron que el infinito es inalcanzable, es una cota de procesos

humanos, algo que no tiene fin, que es indefinible, inefable.

"Para mi el infinito se refiere a todo aquello que sé que existe, pero esta
muy lejos de ser alcanzado. Esto lo aplico en la perfeccion humana,
como, por ejemplo, la cual es muy dificil de ser alcanzada. Por otro
lado, concentrar el conocimiento en un solo sitio, es algo muy dificil
de alcanzar. La idea misma del tiempo, lo que se ha recorrido y lo que
falta por recorrer. El infinito es la idea misma de seguir adelante, de
que no hay barrera que se coloque, que haga que las cosas se detengan
y llegue sélo hasta alli. En lo que recuerdo se refiere a alge vasto o

extenso, que no tiene limite. Es algo para lo que no hay un final.” (EP-

HUM)

"iWow, eso si que es dificil de decir, es bien dificil decir qué es el infi-
nito! Yo le podria decir una discusién acerca de qué es el amor, podria
tardar horas, semanas, mafanas y tardes definriendo el amor desde el
purtto de vista poético, filoséfico, antropolégico y al final si no experi-
mentas el amor, si no tienes amor, entonces de qué sirve hablar tanto

del amor.” (GF1-])

Uno de los docentes en el grupo focal expresé que, desde el dmbito matemati-

co, es mds dificil explicar qué es el infinito.

"En Matemadtica es bastante dificil decir qué es el infinito, que podria
decir una correspondencia, etc, etc crear conjuntos con cardinalida-

des, y hablar de nimeros transfinitos, y hablar que la cardinalidad
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del conjunto mayor es mayor que las cardinalidades de sus subcon-
juntos y empezar a construir una teoria de infinito... Pero a lo real, el
infinito parece que es como una quimera, como una idea que se nos
escapa, como una aproximacion que nosotros hacemos, tratando de
buscar siempre en medio de nuestra finitud, alcanzar aquello que no

tiene fin.” (GF1-])

La definicién formal del concepto de infinito matematico, historicamente se
dio en el siglo XIX, y como menciona Piaget (1978), la dificultad de esta empresa
radicé en la toma de conciencia de las operaciones que lleva a cabo el sujeto. La
formalizacion y artimetizacion del infinito encontraron resistencia de matemati-
cos que seguian apegados al infinito potencial en cierto aspecto, tal como cita
Garbin (2005): “si observamos su hi}itnria., y hacemos presente nuestras intui-
ciones, podemos ver que estas son similares a aquellas experimentadas por los
matematicos en el desarrollo del concepto. “ (Garbin, 2005, pp. 173)

Desde los primeros afnos de formacién escolar, Jato (2012) menciona que el in-
finito comienza a formar parte de nuestras estructuras mentales, ya sea asociado
a procesos ciclicos tal y como se da en el cambio del dia y la noche, a procesos de
conteo o a través de aspectos asociados a qué tan lejos estan las estrellas. Incluso,
es parte del lenguaje cotidiano en expresiones tales como: “tener una paciencia

infi.nita, un espacio infinito...”. Es decir, cada persona tiene su historia, y una en
la que el infinito no puede faltar. |

Villabona y Roa {2016’3 hace referencia a la transicion de la historia alusiva al

- infinito y la percepcién de lo que sucede'en el entorno. Al respecto:

Historicamente, su comprension ha permitido el desarrollo de técni-
cas Y teorias trascendentales en la evolucién de la matematica. Sin em-
bargo, nuestra naturaleza finita genera fuertes concepciones sobre el

infinito asociadas generalmente con lo potencial, aquello que se repite
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sin fin 0 que no es posible percibir con nuestros sentidos (la inmensi-
dad del mar, el nimero de estrellas en el firmamento o el nimero de

granos de arena en la playa. (Villabona y Roa, 2016, p.120).

Parte de las experiencias que mencionan los docentes estuvieron relacionadas
con el entorno, con producciones audiovisuales o con el juego con el fin de crear

una estrategia para poder ganar:

"El pensar en las estrellas, los granos de arena en la playa, un video de
una estrella dentro de otra y otra y otra. Me ayudé el video del pato
Donald, donde el locutor dice que imagine un lapiz con una punta

muy fina, que puede continuar haciendo estrellas dentro de otra.” (EP-

ANAYV)

“Recuerdo que de pequefa solia jugar con una amiga, a ver cual de
las dos lograba decir el ntimero més grande, pero teniamos la regla de
quE- ambas teniamos que mencionar en algiin momento nimeros con
unidades, decenas, centenas, y asi sucesivamente, hasta que una de las
dos se cansaba y decia que el mayor era el infinito. Hasta ahi llegaba

el juego porque no habia nada mas después del infinito.” (EP-KEN)

Por otra parte, las experiencias de la escuela o el colegio son asociadas a temas
afines a las Ciencias o a la Computacién. Los docentes entrevistados expresaron
que les cuesta recordar qué momentos concretos tuvieron con respecto a la nocién

de infinito:

"En primaria no recuerdo exactamente, tal vez se hablaba de infinito
en la idea de la cantidad de niimeros que se podian conocer, o bien
hasta donde se podia mirar al campo. En secundaria tenia més rela-
© cién con un asunto aritmético, la cantidad de valores que se podia

manejar ¥ los que ya solo nos quedaba imaginarnos, como en el caso
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de los nimeros reales, su relacion para indicar intervalos. Gréfica y
algebraicamente el concepto de funcién. En cémputo los ciclos recur-
sivos en un programa, que si no se le ponian una condicionante, se
volverfa un ciclo sin fin. El cdlculo de valores irracionales, los cuales

su expansiéon decimal no se detiene.” (EP-HUM)

“En primaria un poco la mencién fue mas que nada en Ciencias (no
me acuerdo en qué ano) que el profesor que tenfamos se emocionaba
todo y comen«0 & hablar de la tierra, de las distancias y que habian

otros planetas, y que la expansién como era infinita...” (EI*-SR)

Una de las docentes que particip6 en el estudio expreso que la transicion de
secundaria a universidad permiti6 descubrir que hay un mds alla y, que las dreas

de estudio en la carrera tienen un componente especial con respecto al infinito.

“Fue como abrir mundos diferentes. Cuando hablamos de IN, inclusi-
ve cuando em‘pemmns a hablar de sucesiones es como encontrar otro
lenguaje, y no sola mente eso, sino que uno se da cuenta que el Algebra
encierra lo que es el infinito porque cuando usted habla de variables
que pueden representar cualquier nimero, usted puede poner cual-
quier namero. En sucesiones, que es en los p;*frnems cursos... En los
primeros cursos fue para mi como enterarme de que la Matematica
- 1o es solo un asunto de que a mi me gustara porque era buena, sino

porque habia algo mas en ella que tenia que explorar.” (EP-SUV)

Con respectoa la formacion en la universidad, los docentes participantes afir-
man que no tuvieron un ace rcamiento con la nocién de infinito, que nunca hubo
una introduccion por parte de los profesores e inclusive que ellos asumian que ya
tenian el concepto, cuando esa no era la realidad del caso. Otros mencionan que,
si ellos tuvieron una experiencia con respecto al infinito en la universidad, no fue

significativa porque ni siquiera la recuerdan:
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"En la UCR no nos cuentan historia acerca del infinito, viene de un
ejercicio, que podria pasar en cierta sucesién de funciones, intervalos
reales, convergencia de funciones. Asumen que uno viene siendo for-

mado desde nifo y se asume que se tiene el concepto.” (EP-DAM)

"Legalmente no recuerdo. No podria precisar mi experiencia. Lo que
recuerdo tal vez seria que no hubo un abordaje sobre el infinito como
tal, sino que su manejo se daba por sentado, con lo que se tenia de la
educacion secundaria. Si se habld acerca de ese concepto, seria como
parte de un resultado o bien sobre la base de algin otro concepto ma-
tematico. Pero, en sintesis, no preciso claramente mi experiencia con

respecto al infinito.” (EP-HUM)

“Pues debe no haber sido muy significativa porque no recuerdo, real-
mente trato de hacer memoria como que alguna vez alguien, haber
escuchado a alguien hablar o definir-al infinito, o sea, siento que es
una idea que se usa, pero como una idea, pero no como un concepto

que defino.” (EP-AV)

Como parte de las experiendas previas a la universidad, lo expresado por la
Dra. Montenegro coincide con lo sucedido por los docentes entrevistados: en la
secundaria se abord6 la nocién del concepto de manera intuitiva, pero no bastaba

para comprender qué es el infinito.

"Recordando cuando era estudiante, me sorprendié que no tenia muy
claro qué era-el infinito cuando ingresé a la universidad. Se usaba la

palabra infinito de manera i-ntuitiﬁ.:a.” {CE:S}

Tanto en las fuentes consultadas como con las opiniones de las personas que
participaron en este estudio, se resalta la via de la intuicién para la construccion

del concepto de infinito, a través de diferentes experiencias. Estas experiencias
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constituyen un factor fundamental en la formacién de las intuiciones. Al respec-
to, Fischbein (1987) indica que “La fuente bédsica del conocimiento intuitivo es la
experiencia acumulada por una persona en condiciones relativamente constan-
tes”(citado en Lopez, p.34). Lopez (s.f.) reconoce que hay tres aspectos principales
asociados a la intuicién y la experiencia: los elementos comunes de la experiencia
que tenga cada persona, lo que esté vinculado a la cultura y al ambiente geografi-
co (que también se denomina intuiciones bdsicas) y las experiencias particulares
propias de la vida de cada individuo (también llamado iptuiciones individuales
o locales).

En el proceso de construccion del infinito en el ambito escolar, se presento el
camino de la intuicién. Esta via contintia analizadndose en los siguientes apartados
asociados a lo curricular y didéctico del tema de esta investigacion.

Los docentes que participaron en este trabajo mencionaron que el concepto de
infinito tiene sus origenes en las experiencias de la infancia y la adolescencia, las
cuales surgen del medio natural y de la admiracién czlel cielo y del océano, de la
inmensidad abrumadora del espacio y de la percepcién que se tiene del tiempo,
el cual no pareciera tener un inicio ni un final. _

El encuentro con los nimeros naturales y la experiencia escolar los llevaron
a realizar conteos en los cuales siempre existia un nimero mas grande que un
niumero y_ia dado. Contar los granos de arena, -pur ejemplo, o luego realizar con-
teos verbalizados, los llevaron a constderar que no hay .un limite ulterior Ei:'l el
acto mismo de contar. También las peliculas o la literatura les mostraron metafo-
ras del infinito, al igual que las clases de ciencias, en las que se les dijo que el
upiv;arsc no tiene limites, que las estrellas son incontables. o

En las clases de matemdticas de primaria trabajaron con niimeros grandes y
en secundaria conocieron t.;.-l conjunto de los nimeros enteros, racionales, irracio-
nales y reales. Se presentd que la recta numérica podfa completarse con mimeros

reales, que podrian realizar algoritmos para calcular digitos de nlimeros tanto ra-
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cionales como irracionales, y observar la periodicidad o no-periodicidad de las

expansiones decimales.

Con respecto a la notacion que se aprendio en el aula, los docentes entrevista-
dos dijeron que se usé el sjmi:-ulo del infinito, ce, y para denotar que en la recta
no hay inicio o fin colocaban -co 0 +oo, respectivamente. Posteriormente, se es-
tudio el tema de los intervalos reales y sus distintas clasificaciones, y entre ellos
los intervalos no acotados que tenian como “limite”superior +e0 o “inferior” - oo...
En el tema de las funciones reales de variable real, el uso de los intervalos se in-
crementd con el analisis del dominio, codominio y ambito. Cuando recordaron
en la entrevista la representacion grafica de funciones no acotadas o que tuvieran

asintotas de cualquier tipo, provoc6 que mencionaran nuevamente al infinito.

En la universidad fueron iniciados en demostraciones que a veces no com-
prendian; en cdlculo operaron con el infinito y calcularon limites, derivadas e in-
tegrales. Los profesores universitarios asumieron que los docentes entrevistados
tenian una concepcion clara del infinito, les relataban paradojas, les dieron teoria
de conjuntos, resultados con niimeros reales, andlisis y topologia, pero mencio-
naron que no les contaron la histuﬂa del infinito. Las clases universitarias fueron
magistrales y el infinito fue solo un simbolo que aparecia en todos los cursos de
rfialeméticas, pero sin explicacién de su presencia en ellos, segin lo expresado

por los docentes entrevistados.

Al momento de hablar formalmente del infinito, los docentes declaran que no
saben definirlo, que pueden dar ciertas caracteristicas de dicha nocion, que es una
idea abstracta y que incluso es intangible y que por a:.u no existe en la realidad.
Lo asocian con tamanos de conjuntos, con limites o asintotas; hablan de infinitos -
mas grandes -:iue otros o de lo “muy grande” y lo “muy pequefio”. El infinito
para ellos es vasto y extenso y los referentes culturales tales como Dios, €l amor o

las peliculas les ayudaron a formar dicho concepto.
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5.2. Aspectos curriculares en la ensenanza del infinito

El concepto de infinito, en el programa de estudios del MEP (2012), aparece

ligado explicitamente a los siguientes temas:

= Expansion decimal infinita: En las paginas 196 y 197, hablando de las divi-
siones de quinto ano escolar y las fracciones en su forma decimal en sexto
afio, se recomienda no utilizar divisiones que involucren expansiones deci-
males periédicas infinitas, sino solo finitas, pues menciona que esas se tra-
bajarin hasta el octavo afo, lo cual precisamente se menciona en la pagina
286 con respecto a la importancia de la nocion de infinitud en la represen-
tacion decimal de los niimeros reales: los niumeros racionales tienen expan-
sion decimal peri6dica infinita y los nimeros irracionales tienen expansion
decimal aperiédica infinita. En la en la habilidad especifica 2 de la pégina
29() se pide identificar I‘il'll'l'I.EI'DS‘EDI'l expansion decimal infinita no periodica
para asf contrastarlos con los niimeros racionales: También se pide cons-
truir dichos nimeros a partir de patrones que los generen, por ejemplo:

0, 10100 T000100001...

= Infinitas soluciones de ecuaciones: Ya sea una ecuacién lineal, cuadrética o un
sistema de ecuaciones lineales. En la ]:_;égirm 336, en octavo ano, las habili-.
dades consisten en resolver ecuaciones de primer grado con una incognita y
se menciona que debe contemplarse los casos en que la ecuacion tenga solu-
cién vacia o que tenga infinitas soluciones, y no solo quedarse con ejemplos
en donde la solucién sea tnica. Para el noveno afio, en la pigina 349 se re-
fiere a ecuaciones cuadréticas y se propone que deben incluirse ecuaciones
que tengan solucién vacia o infinitas soluciones. En el décimo afio, en la
pégina 412, se sugiere trabajar con sistemas de ecuaciones lineales con las

tres posibilidades de conjunto solucién: vacio (rectas paralelas), un punto
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(solucion dnica) o una recta (infinitas soluciones).

» Espacio muestral: En noveno ano, en la pagina 365 se menciona la habili-
dad de utilizar el concepto de frecuencia relativa como una aproximacion al
concepto de probabilidad y que para ello es importante conocer el espacio
muestral, lo cual no siempre puede ocurrir si dicho espacio es muy grande,

indefinido o infinito.

» Subconjuntos de nitmeros reales: En décimo afio, en la pagina 406, las habilida-
des estin relacionadas con operaciones de conjuntos, y mds puntualmente,
subconjuntos de niimeros reales, y sean de tamaiio finito o infinito. Entre los
subconjuntos infinitos se mencionan N, Z, Q, I, R y sus respectivos subcon-
juntos positivos y negativos. En las paginas 418 y 419 se hace la definicion
de cada conjunto a estudiar, por ejemplo, el conjunto de los nimeros de-
cimales, el cual esta defi.&do asi: D {%n eZ,ne IN}. También se hace
la definicion de los intervalos réales con sus notaciones de intervalo y por
comprension, asi como su representacion grafica. Los intervalos del tipo

(a, +o0[ © ] - 00, n) son los semiabiertos infinitos.

= Grificas de funciones y dominios: En undécimo ano, en la pigina 423, se men-
ciona el conjunto | ; o0, +o00[ como dominio de la funcién exponencial f(x) -
', Ademas se utiliza el térrr;inu “tiende a infinito”, referido a la asintota
horizontal | : y = 0 y la grafica de la funcién exponencial, ya séa para hpo
creciente o decreciente. Cuando f es creciente, si x tiende a -co entonces
f(x) tiende a cero; si f es decreciente, -:1;arndu ¥ tiende a +oo0 entonces f(x)
tiende a cero. De una manera similar, en la pagina 424 se describe la funcion

. f(x) =log, x, en donde la asintota vertical a la graficaes: x - 0, el dominio

es el intervalo ]0, +oo[ y el ambito es R.

= Notas Instéricas: En la pagina 66 se menciona que historicamente es sti—
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ble identificar obstaculos o dificultades epistemolégicas que podrian tener
paralelos en los aprendizajes que incolucran al manejo del infinito. En la
pégina 403 se menciona el quinto postulado de Euclides v de que en una de
las geometrias en el que este postulado implica que por un punto exterior a

la recta dada pasen infinitas rectas paralelas.

El concepto de manera intuitiva: En la pagina 414, para el nivel de undécimo,
el concepto de infinito no se introduce formalmente, pero para la construc-
cion y el estudio de graficas se puede expresar de manera intuitiva. También
se menciona que no es conveniente formalizar el concepto de asintota, sino
que debe tratarse de manera intuitiva como una recta que se aproxima arbi-

trariamente a la grafica de la funcion.

Como un aporte de la presente investigacién, después de la lectura del pro-

grama del MEP en los ciclos [l y diversificad o, se estableci6 cudles conocimientos

tienen implicitamente al infinito. El criterio para determinarlo se basé en la expe-

riencia docente de los investigadores, esto con ¢l fin de mostrar el impacto que

tiene dicha nocion en la propuesta curricular de la educacién secundaria costarri-

cense. A continuacion se mencionan los conocimientos clasificados por areas.

1.

MNimeros:

= Recta numérica: en primaria se hace énl"a;:is en asociar puntos o rayitas
de una’recta con nimeros naturales consecutivos. Para esto es menes-
ter el concepto de orden, antecesor y sucesor. En la recta numérica con
los naturales no existe un tltimo elemento debido a que siempre exis-
te “el sucesor de”. De manera potencial, el conjunto de los nimeros

naturales es de cardinalidad infinita.

= Niimeros primos: segin el teorema fundamental de la aritmética, todo

namero natural puede ser factorizado por medio de la divisién eucli-
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diana, aunque esto no es sencillo para nimeros grandes, pues deter-
minar si s primo o compuesto es una tarea hasta hoy complicada. En
primaria y sétimo afo se utiliza la criba de Eratostenes para localizar
los primos menores que 100. El conjunto de los mimeros primos es in-
finito.

= Conjunto de nitmeros pares e impares: y en general conjuntos de multiplos
de un niimero natural, son de cardinalidad infinita. Se realizan suce-

- o

siones que siguen un patron (de dos en dos, de tres en tres, etc.) para
mostrar algunos elementos, o una férmula para calcular cualquiera de

los términos.

2. Relaciones y algebra:

= Sucesiones: a partir de un conjunto de términos finitos puede deducirse
una regla de formacion'de la secuencia a la cual pertbnecen. O tam-
bién, dada la regla de formacion, se pueden calcular los términos. La

sucesion puede ser finita o infinita.

» Funciones: Las funciones se introducen con ejemplos de la vida diaria
¥ luego se utilizan las representaciones tabulares, con diagramas de
Venn, graficas, relacionales o con graficos y con una férmula o criterio.
El concepto de funcién involucra muchos conceptos, y sus dominios
de definicién pueden ser de cardinalidad finita o infinita. Sirven para

modelar situaciones de la vida cotidiana o profesional.

. Grﬁﬁms de funciones en el plano cartesiano: Las funciones reales de varia-
ble real se representan en el plano cartesiano, por medio de su graifica,
la cual, dependiendo de si el dominio es finito o infinito, la grafica serd

un conjunto de puntos, finito o infinito.

3. Geometria:
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» Punlos, rectas y plangs: Las rectas y los planos son conjuntos de infinitos

puntos en el espacio.

Areas de figuras no poligonales: 1.a aproximacién se realiza por medio de
rectangulos en el plano cartesiano. Entre mas rectangulos se encajen
con la figura (por exceso, defecto o combinacién de ambos) se tendra

una mejor aproximacién del drea.

Circunferencia: Por definicion, dado un plano en el espacio, y un punto
en este plano, la circunferencia es el conjunto de puntos del plano que
equidista a una distancia determinada del punto dado. El conjunto con
esta definicion es infinito.

Homotecias: La homotecia entre poligonos es una correspondencia
biunivoca entre puntos del plano. Como el conjunto de puntos es infi-

nito, se asocian conjuntos infinitos con conjuntos infinitos de puntos.

4. Estadistica y probabilidad:

= Ley de los grandes nibmeros: esta ley establece que por una cantidad de,

repeticiones idénticas del mismo experimento, que tienda al infinito,
la probabilidad de un determinado evento tiende a coincidir con su

frecuencia.

Refiriéndose a los conceptos expuestos anteriormente y ligados con el infinito

matemadtieo y el pmg'rarr;la del MEP, se resalta que, los docentes entrevistados y

de grupos focales mencionaron la mayoria de los conceptos citados explicitamen-

te por el MEP (2012}, como asintotas, conjuntos infinitos, niimeros irracionales,

ntmeros decimales, tal como se menciona en los siguientes extractos:

“...concepto de asintota en funciones exponenciales, logaritmicas, in-

finito con divisiones, acercamientos al cero: 1/10, 1/100, 1/1000, etc.,
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ninguna llega exactamente al cero. El estudiante entiende 1/1000000
que no es cero exacto. El concepto de infinito esta ahi. Razones trigo-
nométricas, tangente de 90°, tan(89,9%). Relacién de orden en los natu-
rales, enteros, racionales, densidad de Q, lo que significa, en su densi-
dad, quedan pequefios o grandes vacios que no los llena Q, entonces,
¢como lleno los vacios? Con los irracionales, infinitos no periédicos.

Son necesarios para completar la recta, el infinito a ambos lados.

Mas formalmente el concepto de completitud de R que es necesario
para entender el conjunto. Los programas vienen concretos, pero es
importante y necesario, por ejemplo, en mecdnica de precisién que

requiere hacer cdlculos muy finos.” (EP-RQ)

“Lo valoramos en la parte de teoria de nameros, ejemplo en séptimo
interiorizarles el concepto de niimero natural, de enteros, por qué en
los enteros hay un orden, por qué hay una recta numérica, qué.;quii:rc
decir la recta numérica. Y ahora abordarlo por medio de un proble-

ma.” (EP-SR)

“Segun el nivel y el drea de funcionamiento, como conceptos geométri-
cos, conversiones de fraccién a decimal y su clasificacién segin el
comportamiento decimal, para clasificar nimeros segtn los conjuntds

numéricos.” (EP-MAG)

"Cua-undu yoempiezo a dar clases y tengo que hablar que Q es un con-
junto denso ahies donde yo digo: ;c6mo les explico esto? Uno explica,
pero también uno cae en el asunto de explicdrselo muy somero. En la
secundaria hay que acogerse al temario porque hay cosas més impor-

tantes en qué enfocarse como el asunto algebraico, por ejemplo.

Que ellos vean que los naturales es un subconjunto en los enteros.

Curricularmente, ellos nada més dicen defina R, como la unidén de los
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racionales con los irracionales... nada mds. Pero esa unién no es tan
sencilla si uno tiene que recordarle a ellos que todavia los enteros no
es denso como los racionales. Esa parte ahora se ha borrado un poco,
sin embargo yo siempre les digo a ellos cuando se ven racionales.”

(EP-5UV)

Como puede notarse, el énfasis de los docentes citados se da en los conjuntos
numéricos y sus propiedades, en donde destaca la densidad del conjunto de los
numeros racionales Q en el conjunto de los nimeros reales: entre dos nimeros
racionales siempre habri otro ntiimero racional. También resaltan las divisiones o
fracciones con denominadores grandes, que tienden hacia infinito en magnitud,
y cuyos reciprocos tienden hacia cero. Se destaca lo mencionado por De Leon
(2014), en que los docentes dan pmtagurr':ismu a los niimeros racionales porque
calcularlos resulta mds sencillo, y los nimeros irracionales en la ensefianza de-
penden de aproximaciones racionales, de ejemplos historicos comunes sin justifi-
" cacion del por qué son irracionales y prevalece la falta de reconocimiento o cons-
truccion de nimeros irracionales por otras vias que no sean las de la definicién
por medio de la expansion decimal no periodica infinita.

En cuanto a la resolucién de problemas y el trabajo en el aula, los docentes ex-
presaron la importandia de asociar los temas a situaciones del entorno inmediato,

asi como tener claros ciertos con ceptos matematicos relacionados con el infinito:

“La mayoria de las veces son situaciones sencillas, que con un poco
de pensamiento se le llega a la solucion, pero igual san pocos los es-
tudiantes los que contestan, la mayorfa espera o que se les diga o bien

que conteste otro.” (EP-HUM)

“Iroblemas que involucran el conteo de niimeros. or ejemplo cuan-

do se estudian sucesiones, y se hacen casos también como tablas de
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valores en la funcion lineal. También se habla de los viajes espaciales
y la distancia que pueda recorrer hacia una direccion determinada (no
hacia un sitio). Por otra parte cuando se trabajan fracciones la diferen-
cia entre la forma aproximada y la exacta de un namero con expan-
sion decimal peri6dica. También cuando se habla de intervalos, sea de
tiempo, temperatura, econdmico, etc. Casi todo basado en la solucién
de problemas, basado en experiencias de los mismos estudiantes y su

relacion con el entorno.” (EP-HUM)

“Si te trabajan conjuntos numeéricos por ejemplo, se debe tener claro el
concepto de antecesor y sucesor, el concepto de conjunto y la diferen-
cia entre conjunto finito e infinito. En geometria, se debe diferenciar
simbdlicamente los conceptos de segmento, rayo, recta y semirrecta,
asi como el de plano o semiplano. En la conversién de fracciones a
decimales, es importante enfatizar en un proceso de divisién comple-
to, donde se visualice el comportamiento de los decimales y el mismo

estudiante saque sus propias conclusiones.” (EP-MAG)

“El programa en décimo habla del tema de interpolacion y de aproxi-
macion de curvas que se aproximen de manera lineal y otras. El estu-
diante debe dar ese salto del andlisis, de la intuicién, del razonamien-

to. Ver los mimeros no como algo frio, sino que puedan cuestionar.”

(GF2-REQ)

Los docentes, refiriéndose al planteamiento de ensefiar conceptos ligados con

el infinitd de manera intuitiva sefialaron que

“El concepto del infinito a través del tiempo en la etapa secundaria,
creo yo, se ha dejado de lado muy a lo intuitivo de la persona, sin que

para el estudiante resulte ni practico y provechoso, lo que hace que la
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construccién de este concepto sea tinicamente para explicar ciertas si-

tuaciones que no se pueden manejar de manera concreta.” (EP-HUM)

“0Ok, casi que uno desde sétimo afio comienza a intuir en ellos el con-
cepto de por lo menos mimeros infinitos, o el cancepto de nimeros
reales, enteros, que hay infinitos niimeros dentro de otros; pero pro-
piamente el concepto no se da como tal, sino que se involucra en cier-

tos temas.” (EP-KEN)

“La experiencia es desde el punto de vista intuitivo, es un concepto
que, aungque no pud emos verlo ni tocarlo, existe. E]'i:mp]ﬂ, las raices de
cualquier orden, decimales para raices, por ejemplo V2, multiplicar un
nimero por otro, se da cuenta que no va a terminar, y €s un proceso
manual que no termina; el concepto de infinito estd ahi pero no lo

podemos palpar.” (EP-REQ)

En el Programa de ]!_".studios de Matematica se menciona con respecto al nivel
de undécimo ano que “el co-me.[:}tu de infinito no se introduce formalmente en
este nivel educativo, sin embargo para la construccion y el estudio de gréficas
se puede expresar de manera intuitiva su sentido.” (MEP, 2012, p. 414). Esta cita
debe compararse con la nocion de infinito que planteal::a el programa anterior, es
decir, el del aio 2005, el cual expresa lo siguiente: “la presentacion de los -cnrlccp-

FET

tos de “denso”,

ii’ L

continuo”, mf'mltg:n" “completo” de los conjuntos numéricos,

solamcnte se intruducirén en fc-nna mtmtiva. Se debe basar én c] concepto intui-
tivo mds que en ]a definicién. Por ello su evaluacion se realizard en el pm:r:s:;l y
con base en ejemplos.” (MEP, 2005, p.’48)

Con respecto a lo anterior, el Dr. Zamora sefialé lo siguiente, diferenciando los

dos enfoques presentados en cada programa:

“hay una disonancia entre el infinito al que se refieren. El del 2005 es

mas conjuntista, mas de tamafio, en el otro (2012) tiene que ver con el
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concepto de limites y graficas, de crecer y crecer indefinidamente. El

problema es el de tratarlo de manera intuitiva.” (CE-R)

En los antecedentes de esta tesis se mencioné que las investigaciones de Bel-
monte y Sierra (2011) evidenciaron que la idea intuitiva del infinito era conflictiva
y que los modelos tacitos surgian a raiz de ello, genera contradicciones internas
que se externan por medio de respuestas incoherentes, lo cual coincide con lo
expresado por el experto consultado. Para Belmonte y Sierra (2011) el concepto
de infinito no se define explicitamente en el curriculo espariol, y se ha de sehalar
que tampoco en el curriculo costarricense, tal como se ha podido evidenciar en
las citas del programa de estudios vigente.

Al momento de trabajar con diversos temas asociados al concepto de infinito,
los docentes revelaron dificultades como falta de tiempo, muchos contenidos que
no se pueden abarcar, falta de interés del estudiantado en los temas, despreocupa-
cion de los docentes, influencia de la zona en donde laboran y el tipo de poblacién
con la que tratan, cambio de programa de estudios de matemitica y la forma de
‘evaluar los contenidos y habilidades, al igual que no saben con exactitud cuiles

. temas estdn vinculados con la nocion de infinito:

“Con los nuevos programas, no he tenido que abordar el contenido
como tal. Vamos a ver, no ubico ni siquiera (siendo muy honesta) en
'qlzm parte del prt')grar;na habria que tratar el concepto como tal. No sé
si usted me dicerque estd en sétimo, octavo... no sé si por ejemplo es
una intuicién qu% se debe venir construyendo intencionalmente desde
la escuela, lo un:'-nD sé digamos si viene tan explicito. Casi, casi me

atreveria a afirmar que tan bien viene como a]_gc} intuitive.” (EP-AV)

“La falta de interés del algunos ddcentes y de los estudiantes, hace

que no se preocupen mucho por formalizar, o por lo menos, la de
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generalizar de manera mas detallada este concepto tan importante.”

(EP-HUM)

“En la zona donde trabajo se hace dificil profundizar cualquier tema,
ya que de lo contrario no se logra completar el programa. Aun asi mu-
chas veces no se logra la abordar la totalidad del mismo. {...) trabajo
en dos instituciones que cuentan con una poblacion estudiantil total-
mente diferente una de la otra, lo cual me obliga a trabajar y evaluarde
maneras muy diferentes, a ritmos muy diferentes y los alcances varian
considerablemente. He compartid o mi experiencia con compaineros de
diferentes lugares del pais y en algunos casos son similares y en otros
{muy pocos por cierto) los resultados se acercan a las expectativas del

MEF.” (EP-MAG)

“Hasta ahora estoy recibiendo estudiantes que han venido con el pro-
ceso y ahorita que los tengo en sétimo no me ha dostado la idea de
empezar con un problema, en cambio los estudiantes que yo tuve ha-
ce cuatro anos de cuarto ano o de sétimo que me entraban éra un pro-
blema porque no lograban hacer eso. Siento que el cambio fue muy

radical en el MET. No ha sido un aprendizaje solo para ellos, para uno

también.” (EP-SR)

“En realidad uno termina viéndolo muy ralamente, apenas lo que uno
necesita para que ellos sigan a lo demds. Y las pocas veces, he hecho el
intento, y han sido pocas porque mi experiencia me ha llevado a ver
_qu;: no puedo profundizar mucho porque pierdo el interés de ellos
muy facilmente. jEra para eso! Asi le dicen a veces a uno y estd la
limitante del tiempo. ;

En los primeros afios de experiencia si lo intenté cuando uno les habla

de R, yo siempre les menciono los complejos. Me dicen: No profesora,
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déjelo ahi. Inclusive ellos me dicen a veces que uno como que empieza
a volar, porque hay tanto conocimiento que uno tiene que uno quisiera

que ellos tuvieran. ..

bl
Los estudiantes quieren lo necesario, lo que necesitan para aprobar el

afo y punto.” (EP-5UV)

“No, porque me avoco a lo que nos piden en el programa, crear ideas
*de intuicién para el estudiante, no ha sido un tema que me interese

mucho a mi.” (GF2-REQ)

“El programa es muy diverso en varias areas y hay poco tiempo para
pasarde un tema a otro. (...) Hay companeros que dicen que hay temas
que nunca mas se vuelven a ver y por eso no los dan, por ejemplo de

noveno, y que en décimo y undécimo no aparecen.” (GF2-REQ)

En él Programa de Estudios de Matematica del MEP (2012), el infinito aparece’
ligado a-otros conceptos (conjuntos infinitos, expansion decimal infinita, asinto-
tas, espacio muestral, funciones reales de variable real, cantidad de soluciones de
una ecuacion, intervalos reales). 'Los docentes hicieron hincapié en que se debe
ensefiar de forma intuitiva lo que corresponde al infinito, sin una formalizacién
del concepto, tal como en el documento oficial se indica.

Se cunclﬁyéén_tnnces que el MEP (2012) no define el concépto de infinito que
se utiliza en el curriculo, sino que opta por la via de la énsenanza tacita del con-
cepto, de forma intuitiva, no formalizada, quizds en aras de evitar que los estu-
diantes entren en algun tipo de conflicto cognitivo. Sin cﬁl_bargu, considerando el
uso de la historia de las matemiticas como uno de los ejes disciplinares del pro-
grama de estudios, y agregando a esto, el método historico-critico de la episte-
mologia genética, es fundamental que se evidencien las dificultades enfrentadas

por los matematicos al encontrarse con el infinito.
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5.3. Aspectos didacticos del infinito matematico

Con respecto al infinito en la matemdtica escolar, Lestén (2011) menciona lo

siguiente:

El infinito es un concepto que a lo largo de la historia atrajo a pen-
sadores de diversas areas del conocimiento por las dificultades en su
tratamiento y abordaje cientifico y didactico. Al incluirlo en la cien-
cia provoct numerosas paradojas y contradicciones que hicieron que
durante siglos no fuera posible un tratamiento formal del mismo. Sin
embargo, dificilmente podriamos en la actualidad trabajar ciertos con-
tenidos en el aula de los dis.tintns niveles educativos, si no hablaramos

de este concepto. (p. 6).

Se indica que el trabajo en el auta involucra el uso del concepto del infinito.
Concerniente a esta realidad, en esta investigacion se evidenciaron diferentes es-
cenarios. En uno de ellos, al consultar acerca de los conocimientos previos para
que se construya el concepto de infinito en el aula, los docentes e:cpvresaban que
no saben cémo hacerlo, debido a que no tienen claro a qué se refiere el infinito

matematico:

“Para mi es la.intuicion que se trae de ese concepto, que casi se crea

(ahora que lo pienso) de una manera casi inconsciente.” (EP-AV)

“Honestamente, no tengo clara cudl debe ser la concepcitn de infinito
que yo deberia transmitirle al estpdi}unte. Esta ¢s la primera vez que
me siento a pensar sobre el concepto de infinito y si yo realmente tengo
clara la cuestion de qué es el Enﬁn;itﬁ, hablando matemﬁticahente. Y si
yo no tengo ni siquiera esa claridad, pienso que es dificil ubicar cudles

van a ser esos contenidos previos para ese concepto.” (EP-AV)
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En un segundo escenario, como el concepto de infinito no es un conocimiento
especifico del plan de estudios, no hay estrategias didacticas para ir adquiriendo
la nocidn, salvo algunos espacios donde se accostumbra realizar pleanarios con
los estudiantes acerca de las experiencias previas asociadas al infinito, tal y como

lo expreso uno de los docentes entrevistados.

“Primero que nada, ver qué significa infinito en si, o sea qué dice la
Real Academia. ;En dondc han escuchado ellos el término infinito?
Si ha sido en la casa, en la escuela, con algin familiar, en qué lo han

visto.” (EP-SR)

Otra de las docentes indicé que en diferentes temiticas se debe crear un pen-
samiento positivo, e inclusive recurrir a la imaginacién. Més alld de incentivar
al estudiantado considerando el eje de creencias positivas de la Matematica pro-
puesto en el programa de estudios :ﬁctual, el que ensefia también debe manifestar

ese gusto, como sucede con el caso del infinito.

“Utilizar mas la imaginacién, no ser tan apegados a lo concreto. Para
es0 se necesita que la persona se pregunte mas acerca de si misma ¥ se
pregunte sobre su E-ntu-'rnn, no ser tan conformistas. Por otra parte, que
traten 5ie§npre_de vermasalladelascosase uide:ntes y buscan maneras
nuevas de hﬂg:er las cosas, o por lo menos -de_hacer]as mejor. Esoes
parte de crear un pnnsa-mientc- positivo q-lu_;e permita la adquisicion de-

nuevos conceptos, entre ellos el del infinito.” (EP-HUM)

En un tercer escenario, para enseiar temas que incluyen el uso del infinito,
los docentes entrevistados recurren a diversas propuestas. Una alternativa esta
relacionada con la nocién de lo ilimitado, de aquello que no acaba por mas que la

persona quiera intentarlo.
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"El ponerlos a pensar en cualquier niimero y que otro companero diga
otro mds grande, y luego otro y luego otro, hasta que ellos se cansen.”
(EP-ANAV)

Otra alternativa es el uso de las TIC’s en el aula a través de Geogebra para las
graficaciones de funciones reales de variable real y elementos que las describen,
asi como las rectas asintotas; también utilizan calculadoras cientificas y calcula-
doras en internet, 0 informacién extraida de paginas web y medios digitales de

informacion:

"Creo que hay que prestarle atencién cuando uno intenta hacer una re-
presentacion gréfica del infinito, (usar flechillas) porque parece inocen-
te pero realmente no lo es, por ejemplo, porque cuando usted usa un
software y el software no usa las flechas, eso en algunos casos al es-
tudiante se le genera un conflicto cognitivo, y quizd uno lo da por, lo
obvia, lo pasa por alto y ;quizé 50 s una expresion de que ese con-
- cepto no esta lo suficientemente claro. Que el estudiante entienda que
la representacion gréfica siempre va a ser upa representacion limita-
da porque no puedo realmente representar al infinito de una forma

concreta.” (EP-AV)

“Por ejemplo, ahora que vemos los irracionales los estudiantes pre-
guntarrque como saben cudl es el nimero que sigue, o como sabemos
los profesores L'qu ese nimero es infinito y que no tiene-repeticién.
Les damos el ejemplo de m, existe una médquina que estd calculando
los digitos de mr, contarles sobre el libro de arena, ejemplo del libro de
unas enumeraciones enorme, ejemplo del saco, trate de sacar el mis-
mo nimero. La idea de hnposii::i]idad es la idea que lo sumerja mds.
Generalmente, hago grupos de papds de estudiantes y entro a YouTu-

be de video que hablen del tema que traro esa semana. El problema
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es que los estudiantes ni siquiera lo ven ni les dan la informacién, los

ven, pero no los entienden, los busco los miés elementales posibles.”

(EP-DAM)

“Uso Geogebra para que vean las asintotas en las graficas, o las ramas
de las pardbolas, si las definiciones en IR, limites hacia el infinito, limi-

tado a intervalos, raices limitadas a dos o tres decimales para trabajar-

0 puras, irracionales no se pueden representar en la calculadora. Han
servido esas que mencioné anteriormente, la parte visual sirve mu-
cho para asintotas. Al estudiante le llama la atencién en décimo. En
noveno tratar de sacar una raiz, se hace una tnica vez y luego con

la calculadora. El infinito como tal estd en todos esos niimeroes.” (EP-

REQ)

L

“ Entonces yo les digo: ustedes sabian, o busquen, busquemos en Goo-
gle. Saquemos cual es el dltimo nimero... y claro, sale un chorroy
dicen: jProfe, eso es grandisimo! Y aun asi todavia no he encontrado

gque... el altimo valor. Pero eso es enorme, como lo van a escribir”

(EP-SR)

Cabe destacar que los docentes sefialan las limitaciones del software que uti-
lizan al 'exptmer temas relacionados con el concepto cie infinito, limitaciones qué
a la larga pueden resultar en obstaculos epistemolégicos, como lo es creer que -
si no hay punta de flecha en una grafica de una funcién, entonces esla es fini-
ta; o que las aproximaciones de niimeros irracionales en la calculadora los hacen
aparentemente niimeros racionales.

Como alternativa también se exponen temas relacionados con el infinito a

través de la historia de la matemdtica, aunque sea de manera superficial.
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“No se puede extender uno mucho sino nada mas dar una pincelada
sobre la historia y en algunos casos yo procuro referir con historia de
matematicos donde se haya mencionado, ejemplo la expansion de los
niimeros, que por qué se utilizé, que quién fue que lo vio, realmente
a los de sétimo ano que es a los que mads les llama la atencién cuando
uno les habla sobre historia, mas que les pongo toda dramatica y les
digo que a alguno de los de la escuela de Pitagoras el que comenzo6 a

ver sobre los niimeros irracionales.” (EP-5R)

En un cuarto escenario, una de las docentes expresé una combinacion de las
alternativas expuestas anteriormente, e incluso otras formas. Se destaca la refle-
xion que realizd, porque acepta que no han sido suficentes las estrategias para

ampliar la nocién del infinito.

"Tal vez preguntas concretas: De aqui a la pulperia, de aqui a pa-
sar el océano, o de aqui a... O la nocién de infinito también la ve-
mos en (bueno, a mi me fascinan los atardeceres), alguna imagen en
la parte didactica, ahora que son las imagenes tridimensionales en el
WhatsApp, utilizar la imaginacién y las cuestiones tecnolégicas en lo
. que se pueda, en lo que yo pueda encontrar. Sin embargo, esta recta
puede pasar el Universo, iqué sigue después del Universo? Siento que

me he quedado corta con las propuestas.” (EP-SUV)

Considerando los cuatro escenarios descritos, cabﬁ:'prcguntarsc si la nocién
del infinito se esta presentando, aunque sea de manera intuitiva, tal y como lo
expone el Programa de Estudios de Matematica. Esta n;spuesta requiere de la
especificacion de lo que se entiende por intuicién en Matematica, para lo cual
Gomez-Chacon (s.f.) hace referencia y menciona que “tenemos intuicién porque
tenemos representaciones mentales de los objetos matematicos”(p.30). Sin em-

bargﬂ, se atribuye en muchas ocasiones que una persona piense intuitivamente
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como algo opuesto a lo riguroso, que sea visual o convincente; inclusive, que esté
inspirado en un modelo fisico.

Gomez-Chacon (s.f.) comenta que es necesario educar en la intuicion. Al res-
pecto, Guzman (1991) dice que "la intuicién no se debe concebir como una es-
pecie de regalo arbitrario de las musas. La intuicion se puede cultivar activa-
mente”(citado en Gomez-Chacon, s.f., p.31). Se recomiendan algunas pautas pa-
ra educar en la intuicién: prepararse para recibir la intuicion, dejar a un lado la
conviccidn y tratar activamente de oir los mecanismos mentales no conscientes
que poseemos. Es decir, para la accién del docente es necesario trabajar con los
estudiantes las creencias que tienen sobre la intuicién. Y, en el caso de este tema,
se requiere conocer cudles son las intuiciones que poseen asociadas al infinito.

Pareciera que la interpretacion que se tiene de lo intuitive del infinito por
parte de los docentes entrevistados corresponde a un desconocimiento de lo que
implica trabajar nociones formales en el &mbito escolar con el fin de avanzar en
los diferentes topicos de un programa de estudios. Gémez-Chacon (s.f.) expre-
sa que “al utilizar la intuicion percibimos de forma activa nuestras impmsianes:
las registramos, las interpretamos y, por altimo, las integramos con el resto de
los procesos mentales. La intuicion es un proceso muy riguroso. Un proceso que
necesita de una instruccion.” (p.31).

En la conversacion con Expei'tué se destaco el papel prc-:l-:mndr:rante de las in-

- tuiciones con.respecto al infinito, pero expresan que el docente debe conocer la
formalizacitn, precisamente para que tenga mayor claridad al momento de trans-

mitir las intuiciones del concepto.

"La intuicion es esencial para entender los conceptos matematicos. De -
la intuicién surge la formalizacion, para el ciudadano comun el con-
cepto intuitivo es mas relevante, pero es importante que un profesor

tenga la formalizacion. La intuicién no es suficiente, por ejemplo 1/co
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puede ser muy problemitica para un estudiante para entenderlo. Que
un estudiante entienda la intuicién de infinito es genial, pero sobre

todo a nivel colegial.” (CE-R)

"Cuando uno tienetque transmitir una idea intuitiva pero no tenés la
idea adecuada para dirigir, si no hay claridad, la intuicién vacua pue-
de ser peligrosa... Los profesores deberian tener mas claro el concepto

para transmitir intuiciones claras, ” (CE-S)

A pesar de que este estudio se enfoca en el impacto que tiene en la educacion
secundaria, se procura alertar de lo siguiente: un descuido de cémo se concibe el
infinito estriba en mayores dificultades al momento de llevar cursos universita-

rios. Se coincide con la opinién de Marin (2014) cuya posicién es la siguiente:

Creo que por la falta de precision en la ensefianza del concepto del
infinito es que resultan la mayor parte de los problemas para los estu-
diantes de cdlculo a la hora de aprender numerabilidad y no numera-

bilidad, cardinalidad, convergencia, continuidad, etc. (p.120).

En cuanto a los aspec_té-s didacticos, se destacan algunos esfuerzos que se lle-
van a cabo para presentar al infinito en el desarrollo de diferentes temas ma-
temdticos, - vistos mads como una propiedad, por ejemplo: conjunto infinito, in-
tervalo.infinito o expansion decimal periddica infinita; lo que se plantea esta enr
funcién del conocimiento mate-m'tétim correspondiente al Programa de Estudios,
vinculando que se considera el uso del infinito de manera intuitiva. Al contrastar
con lo que esté descrito por algunos autores o con la opinién de los expertos, la
intuicién no debe descartarse pero debe va!ararsr:.'de manera diferenté a cémo ha
sido concebida hasta el momento.

Para el cierre de este apartadq, segun lo indicﬁdd por Crespo (s.f.), en cuanto

a la intuicion, "El profesor y el maestro han de estar enterados de su importancia.
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Conociendo los alcances y peligros de la intuicién, podran orientar sus métodos
didécticos”. (p. 86). Es decir, se incentiva para que se reflexione cé6mo hacer una
presentacion intuitiva, pero con la acepciéon que le corresponde y no de forma
vaga o imprecisa.

En las experiencias didécticas los docentes hacen uso de calculadoras o soft-
ware para mostrar expansiones decimales de nlimeros irracionales o realizar apro-
ximaciones de estos; también realizan graficas de funciones y destacan que el
estudiantado tiene problemas al momento de identificar si una gréfica de una
funcién es acotada o no, debido a que no comprenden el uso de las flechas en los
extremos de la grifica. Los docentes indican que a los estudiantes se les dificul-
ta el manejo de los intervalos reales en cuanto conjuntos numéricos, porque no
determinan si un nimero real que no es racional pertenece o no a un intervalo
dado, y de ahi también que presenten dificultades al trabajar con inecuaciones,
ya que el conjunto solucion, en general, es un intervalo real. Los docentes sefialan
que la historia es muy importante para el desarrollo del concepto de infinito, pe-
o que en sus lecciones no pueden abarcarla por falta de tiempo, aunque instan
a los estudiantes a que busquen por cuenta propia, y como casos concretos, que
averigiien acerca del uso de niimeros demasiado grandes.

"Los docentes han utilizado el teorema de Pitdgoras con la regla y el compas
para ubicar nimeros irracionales algebraicos en la recta numérica; también utili-
zan la espiral de Teodoro. Otro recurso que han implementado es la biseccion de
un ‘segmenm finito, pues asi representan la densidad del conjunto de los nime-
ros racionales v la idea de que entre dos niimeros racionales siempre habra otro
namero raciqnal_

Cabe resaltar que los docentes se enfocaron-en el area de Relaciones v Algebra
del programa de estudios en cuanto al uso y conceptos asociados con respecto al
infinito matematico, y que no hicieron mencién alguna, en las entrevistas ni en los

grupos focales, de ejemplos como la infinitud de niimeros primos en el conjunto
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de los nimeros naturales, o del infinito en el drea de Geometria o de Estadistica
y Probabilidad. Se infiere entonces que el concepto de infinito matematico tiene
mayor relevancia para los docentes que participaron en este estudio, en los temas
de conjuntos numeéricos y funciones. 3

Los expertos consultados coinciden en que, tanto en el colegio como en la uni-
versidad, el infinito se da de manera informal y que existe un uso meramente
operacional de dicho concepto, e insisten en que los profesores deberian tener
formalizado el concepto para poder trabajar con intuiciones claras al momento
de ensefiarlas a los estudiantes. Diferencian entre un infinito de crecimiento y un
infinito conjuntista o de tamano. Sefalan que la intuicidn es necesaria pero no
suficiente. Acentian que el concepto formal de infinito matemdtico es contrain-
tuitivo y hasta puede parecer falso a quien lo vea por primera vez.

Entre las experiencias de los docentes que se registraron destacan que, cuando
se debe realizar un conteo 'y se llega a una cantidad ilimitada, o fuera de las po-
sibilidades de hacer mencion de un nmero, entonces el concepto que resulta un
"comodin” es el infinhito. Segtin varios profesores, aceptan que trabajan el infinito
como si ya los estudiantes lo cnnnt;ieran, tal y como se destaca con el caso de una
de las profesoras: “Usualmente estoy dando, hablando de funciones usando R,
usando en mi lenguaje, en el lenguaje normal ese término infinito. Asumo que
mis estudiantes entienden, que nos entendemos mutuamente cuando hablamos
de infinito, entonces no ha Sid\:) algo que es objeto de discusién, o sea, lo usamos
el término y ya” (EP-AV).

Las experiencias de los dm;entes participantes, por tanto, fueron de gran im-
portancia en cuanto al E(mn;:epm de inﬁ-nit:n mﬂ‘téﬂuiticn, pues pone en contexto
las précticas ¥ los quehaceres didécticos que se realizan en el aula en torno a una
'nocién que, histéricamente ha sido dificil y asi lo evidencian también las invea.ti—

gaciones presentadas en los antecedentes de esta tesis (Waldegg (1996), Villabona

y Roa (2016), Vera, Pinilla y Roa (2010)). Es por esto que el aporte de la construc-



54. ACERCAMIENTO AL CONSTRUCTIVISMO PIAGETIANO 123

cién del nimero y del infinito segiin Piaget adquiere su valor en cuanto a que
explica dificultades de ensenanza y aprendizaje de estas nociones desde la epis-
temologia genética, la cual establece que los conocimientos matematicos tienen
uni génesis y una evolucién en el sujeto cognoscente, y que las teorias didacticas
de la matematica han denominado como obstaculos epistemologicos, conflictos

cognitivos! y otros.

5.4. Acercamiento al constructivismo piagetiano

Uno de los principios del constructivismo que apoya el trabajo didactico es
“la concepcitn piagetiana de que un sujeto construye la informacion a partir de
sucesivas aproximaciones” fBarriga, 1998, p. 131). De manera similar a la cita an-
terior, las ideas extraidas de las entrevistas realizadas a los docentes con respecto

al constructivismo son las siguientes:

= La persona va modificando su estructura cognitiva a partir de experiencias

" ~'de aprendizaje.

-» Por medio del trabajo propio, manipulacion y relacién con el entorno cons-

truyo el conocimiento.
= Interiorizacién del concepto en sus propias palabras, no por los libros.
= El estudiante del error puede obtener conocimientos.

= El estudiante utiliza‘ideas familiares para relacionarlas con el concepto que

esta trabajando.

'Rojas (2008) menciona que el conflicto cognitivo, a veces llamado “disonancia intelectual”;
consiste en “todas aquellas situaciones en que el alumno se enfrenta a un reto intelectual que
de alguna manera es distinto de sus creencias o de lo que tenia construido. Podemos afirmar
que estamos en presencia de un coriflicto cognoscitivoe cuando el estudiante duda de sus ideas
anteriores, las cuestiona vy reécurre —para superar el deséc;ui]ibriﬂ que esto le causa- a una reflexion
operatoria, es decir, abstracta, reorganizativa, mentalemnete creadora de significaciones nuevas y
reordenadora a nivel légico.” (Rojas, 2008, p.77)
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= El constructivismo no consiste solo en actividades ludicas sin objetivos pre-

Vios.

» Ofrecer recursos al estudiante para que pueda crear definiciones y concep-

tos propios.

= Es una tendencia o corriente pedagégica, arte de aprender haciendo, descu-

briendo, aprender del error.

Las ideas anteriores expresadas por los docentes entrevistadosevidencian que
ellos poseen los conceptos bdsicos del constructivismo piagetiano como corriente
pedagogica.

Una de las docentes resalta que los estudiantes deben construir conceptos,

pero guiados por el profesor:

“Es cuando el docente guia a los estudiantes para que ellos mismos
entiendan o construyan los conceptos nuevos, para liego aplicarlos

en los temas nuevos.” (EP-ANAV)

Segtin los docentes entrevistados, el constructivismo como corriente pedagogi-
ca, se opone a las pricticas tradicionales de ensenanza, emancipa al estudiante y
el conocimiento no es un conjunto de datos que deben ser absorbidos del medio

exterior por el sujeto:

“ Para mi es la construccién del conocimiento por medio de experien-
cias propias vividas. Por medio del trabajo propio, manipulacitn y re-

lacion con el entorno, voy construyendo el conocimiento.” (EP-HUM)

“anst-mir conceptos a partir de diferentes actividades -:iue uno se ha-
ga, estrategias de aprendizaje diversas qué no le den el contenido asf,
clases magistrales por decirl:} asi, sino de los juegos que hagamos, de
las actividades que hagamos se pueda construir el conocimiento, se

pueda construir el concepto como tal.” (EP-KEN)
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“Hay que ofrecer los recursos necesarios para que el estudiante pueda
crear una definicién propia de cada concepto, teniendo en cuenta lo
que el estudiante sabe, sacando a relucir lo que deberia de saber y.
sacando provecho a la capacidad de anilisis que posea cada uno de

manera individual o colectiva.” (EP-MAG)

En cuanto a la relacién entre précticas pedagégicas constructivistas y el pro-
grama de estudios de matemadticas, existen diferentes opiniones en relacién con
la posibilidad de aplicarlo en instituciones publicas, pero coinciden en que el es-

tudiantado se resiste a participar.

“Con los nuevos planes el constructivismo se facilita, pero el cumpli-
miento de las habilidades de cada nivel es realmente muy dificil, prin-
cipalmente por el tipo de estudiante que tenemos, pues se necesita que

‘el grupo completo se interese en trabajar.” (EP-ANAV)

“Es una utopia realmente, por lo menos todavia, no tenemos ni los
recursos y el plan es un poco sobr-ecargadn en cualquiera de las ramas,
tampoco se aplica en la primaria, mas facil trabajar el conductismo,
uno trata de hablar del constructivismo, pem los mismos estudiantes
se resienten, el constructivismo, ellos lo resienten: ;y como lo voy a
hacer? Algan momento lo apliqué en coles privados. En piiblicos es

muy complicado.” (EP-DAM)

" En cuanto a la Egura de Jean Piaget, los docentes entrevistados lo recuerdan
como el padre del constructivismo, como parte de la formacién inicial recibida en-

la universidad.

“Debo conocerlo porque sé que lo estudié en la universidad, pero

cuando doy clases no planeo pensando en un nombre, soloen hacerme
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entender, ya sea de manera magistral o dinamica. (...) Hace bastantes
afios que lei de él. El explica la evolucién de las habilidades mentales,
lo ubica por etapas y que deben irse cumpliendo para llegar a evolu-
cionar a etapas mas complejas. Fundamentalmente eso es lo que hace,

que observé mucho a sus hijos para plantear esas teorfas.” (EP-ANAV)

“Es el papd del constructivismo Jean Piaget. Me acuerdo en Peda-
gogia, principalmente los trabajos de él de investigacion eran relacio-
nados a chiquitos, no estd relacionado como a adolescentes que yo
creo que era una de las criticas que nosotros le haciamos. Me parece
que ¢l decia que un nifio aprende cuando juega, y no cuando se le obli-
ga, porque estd incentivado, estd motivado y no me acuerdo que era

la otra cosa.” (EP-SR)

Lo que mencionaron los docentes con respecto a Piaget estd acorde con lo que
Eﬁ-cplicﬂ Socas (2000) con referencia al cientifico suizo: Jean Piagé—t fue una de las
figuras mas notables de la psicologia evolutiva o teoria mgniﬁ{fa y de la episte-
mologia del siglo XX. Por un lapso de més de cincuenta anos trabajo, ju-ntﬂ a un
equipo interdisciplinario, una teoria general y original del desarrollo intelectual
y perceptivo del ser humano. Piaget se doctoré en Biologia y se interesé por la
Psicologia desde su juventud, asi como por la Filosofia y la Sociologia. Creo el
método clinico nﬂmtras_esll;ud iaba el pensamiento i;“tfﬂl‘ilﬂ. Las ideas cen tra-les de
Piaget se enfocaron en el problema del conocimiento y su construccién. Muchos
de sus estudios abarcaron la construccién de conceptos matematicos, légicos y
fisicos. La influencia de Piaget en la educaciéh se manifesto en los distintas co-
rrientes constructivistas, las cuales puﬁiemrﬁ la mirada en el pensamiento infantil
y adolescente para revisar las didacticas de las diversas disciplinas del curriculo

escolar,

En resumen, Piaget, no solo construye un edificio tedrico complejo y



54. ACERCAMIENTO AL CONSTRUCTIVISMO FIAGETIANO 127

coherente sino que aporta un enfoque y una metodologia nueva para
abordar el problema del conocimiento humano. Piaget hace posible la
construccion de una ciencia del conocimiento, la epistemologia genéti-
ca, que no se limita a estudiar el desarrollo individual sino que abarca

también el desarrollo del pensamiento cientifico. (Socas, 2000, p. 372)

Para Piaget (1978), el infinito, en la historia de las matematicas, presenté un
gran desafio para los matematicos que se interesaron por dicho tema. El infini-
to aristotélico de carécter finitista o potencial estuvo inmerso en el pensamiento
matemadtico durante muchos siglos, incluso antes, en el planteamiento euclidiano
de los niimeros y la geometria, y hasta en ¢l cédlculo infinitesimal, en el cual va-
rios matematicos no se preocuparon por formalizarlo. Por esto, no es de extranar
que las paradojas del infinito como las de Zenon se convirtieran en verdaderos
desafios que constantemente minaban los incipientes fundamentos de las ma-
tematicas hasta llegado el siglo XIX.

El infinito matematico debe rastrearse en cenjunto con la historia del ntimero,
puesto que este también tuvo un trayecto desde los nimeros naturales hasta los
nameros imaginarios. Los trabajos con los inconmensurables por parte de algu-
nos pitagéricos evidenci6 que habia nimeros que no eran expresables por medio
de cantidade:s. que’surgieran de una razon entre dos niimeros “mesurables”.

Fue hasta que Gg\oré Cantor logro aritmetizar el 'i:n[-inih:} y convertirlo asi en
un namero, algo que Iéc:-r'zan(:- no habia conseguido. Cantor construyé la teoria
de conjuntos y con ella la base necesaria para form.-a‘ lizar el i{lﬁnitﬂ actual, y con
esto, se dejé establecido que existe toda una jerarquia de infinitos desde el punto
de vista ordinal. Los conjuntos infinitos son aquellos que pueden ponerse en co-
rrespondencia biunivoca con un subconjunto propio, en tanto que los conjuntos
finitos no tienen dicha propiedad.

Para llegar a esto Gltimo, Piaget (1982) menciona que el ser humano, al cons-



128 CAPITULO 5. ANALISIS DE RESULTADOS

truir el concepto de infinito matemético, sigue la misma ruta histérica del infinito,
pues es por medio de la abstraccion reflexiva que puede lograr culminar en una
construccion del infinito actual, libre de las ataduras de la intuicion y de la abs-
traccién empirica.

El namero entero, al ser la sintesis entre los esquemas de clasificacién y los
esquemas de seriacion, evidencia que dicha nocién no proviene de los objetos de
la realidad, sino de la coordinacién de las acciones del sujeto cognoscente, siendo
asf el nlimero una construccién propia del individuo.

Con el infinito potencial el sujeto va mas alla del nimero finito, pues el acto
de contar se vuelve meramente virtual, ya no necesita del apoyo de los objetos
materiales, sino que las acciones se llevan a cabo tinicamente en el sﬁjem. Pero
sucede que el individuo, al poseer un fuerte arraigo al finitismo, acepta el infinito
potencial en su estructura debido a que no entra en conflicto con sus esquemas, y
por tanto, con la estabilidad del pensamiento que posee en determinado II“I.E'.IH'Ién‘-
to. Asi que si existen desequilibrios, estos solo son aparentes y puede evitarlos,
como por ejemplo, que la suma de infinitos términos siempre daran un resultado
infinito, o de que el conjunto de los niimeros pares es de menor tamario que el de
los niimeros naturales, puesto que la logica finitista le indica que el todo es mayor
que sus partes.

Solamente por medio de la abstraccion reflexiva se lleva a cabo un desequili-
brio en las estructuras del pensamiento y sé puede reequilibrar y estructurar para
alcarizar un nuevo estado de equilibrio, v esto explica por qué el infinito actual, el
que representa la totalidad, sin el acto de contar, no es asimilado por los sujetos:
atenta contra el equilibrio iinitista y contra todo aquello que el sujeto considera
intuitivo y exento de comprobacion.

El infinito actual es contraintuitivo. Es un infinito acabado, y es el que repre-
senta los tamafios de conjuntos infinitos. Una cosa es decir que el conjunto de los

niumeros naturales tiene infinitos elementos porque se pued.en seguir agregando
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elementos y otra es decir que dicho conjunto es infinito porque se puede poner en
correspondencia biunivoca con el subconjunto de los nimeros pares. Al momen-
to de aritmetizar el infinito, se conservan algunas propiedades de los nimeros
finitos, pero existen propiedades de cardcter cualitativo que ya no comparten con
los enteros, por-ejemplo, al sumar A + A - A.

Verdades aparentemente absolutas como que 7+ 5 - 12 tienen una génesis en
los nifios, y para ellos no es una verdad autoevidente, sino que es consecuencia
de la sintesis entre los esquemas de clasificacién y seriacién. Pero sucede que.mn
el infinito aritmetizado la clasificacién y la seriacion dan paso a la cardinacion
y la ordinacién, separadas y siguiendo sendas que dan paso a operaciones cada
vez mas complejas y alejadas de toda comprobacion empirica. Alli el todo no
es mayor que sus partes, tampoco es cierto que haya conjuntos que puedan ser
contados con el infinito de los nimeros naturales.

En la conversacion con expertos se desfaco que se necesita de la formalizacién
del mncéplu para poder ofrecer intuiciones mas claras, mas adecuadas, incluso,
intuiciones correctas. Mas alla de la formalizacion esté la comprension del con-
cepto de infinito por parte de los docentes, pues desempefia un rol fundamental

al momento de ensefiarlo. Al respecto, Perkins (2003) menciona lo siguiente:

" “presentamos tres metas indiscutibles de la educacién: 1a retencién, la :
comprension y el uso activo del conocimiento. La mrﬁprensi:irn desemn-
pefia una funcidén central en esta triada. En primer- lugar, porque las
cosas que se pueden hacer para entender mejor un concepto son las
mas ltiles para recordarlo. Asi, buscar pautas en las ideas, encontrar
ejemplos propios y relacionar los conceptos nuevos con conocimientos
previos, por ejemplo, sirven tanto para comprender como para guar-
dar informacidn en la memoria. En segundo lugar, porque si no hay

comprension es muy dificil usar activamente el conocimiento. ;Qué
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se puede hacer con los conocimientos que no entendemos? “ (Perkins,

2003, p.3)

La comprension de cualquier concepto matemadtico implica haber realizado
abstraccion reflexiva, lo cual es la toma de conciencia de la operaciones que in-
volucran las distintas representaciones y usos del concepto, lo cual significa re-
conocer las dificultades de diversa indole que podria atravesar el estudiante, y
para ello el docente debe comprender mds que repetir conceptos que atin no ha

reflexionado en la ensenanza del infinito matematico.



Capitulo 6

Consideraciones finales

Con base en los capitulos anteriores se destacan las siguientes reflexiones en

esta investigacion:

= El infinito debe tener un tratamiento especial en el aula. Los docentes entrevis-
tados y en los grupos focales coincidieron en que es un concepto que se
ve superficialmente y que las estratergias empleadas para la ensenanza de
conceptos ligados a esta nocién no son suficientes para la comprensién de
dichos conceptos. No hay una diferenciacién entre infinitos, ya sea en su
version clasica “potencial versus actual” o en su version de cardinalidad de
conjuntos (potencia de los naturales versus potencia del continuo). El tra-
tamiento del que se habla depende, segiin los exp;:rtnﬁ consultados, de la
comprensién del infinito matemdtico que tengan los docentes que ensefian
contenidos y habilidades relacionadas con dicho concepto. Asi, cuando los
-docentes recurran a ejemplos reales o metiforas, deben distinguir a qué ti-
po de infinito (potencial o actual) se refieren. El uso de TIC's para ensenar
conceptos relacionados con el infinito enriquece y hace més dinamica la re-
presentacion geométrica o algoritmica del infinito, pero también posee sus
limitaciones en cuanto a visualizar tendencias hacia el infinito o la visuali-

zacién de digitos en la expansién decimal de un niimero real.
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= Hay que considerar la transicién entre el colegio y la universidad. En los cursos de
cilculo el infinito se ve como un comportamiento, un proceso que va mds
alla de agregar elementos de forma potencial. Conceptos como sucesiones,
series, limites, deriv adgs e integrales, por mencionar algunos, requieren de
procesos limitrofes, los cuales son posibles gracias al infinito actual. Se en-
tende que el MEP plantea la palabra “intuitivo” como un acercamiento in-
formal de un concepto matemadtico y, desde esta perspectiva, los expertos
recomiendan que los docentes hagan un uso de las intuiciones de manera
reflexiva y teniendo clara la formalizacion, al menos desde lo elemental, del
concepto de infinito y los distintos conceptos que lo involucran, los cuales
en cantidad no son pocos en el campo de las matematicas universitarias. Es
mads: en los cursos universitarios de cilculo el infinito es una nocioén clave

para el desarrollo tedrico de los contenidos que ahi se imparten.

= La dificultad para comprender algunos conceptos tiene relacion con la comprension

del conceplo de infinito. Los docentes entrevistados y los de los grupos focales
coincidieron en que los intervalos reales son un ejemplo claro en el que un
concepto no es -:omprr;ﬁdidn plenamente si no se reflexiona previamente
sobre el infinito matemdtico. Did‘ta'diﬁc_l.lltad, que radica en la naturaleza
de conjuntos con potencia del continuo, se transfiere a las operaciones con
conjuntos que se realizan con los intervalos reales, como son la unién, inter-
seccion 0 complemento. También las dificultades son mas notables cuando
se definen funciones reales de variable real con intervalos _ren]es como do-
mini t.:ts.}r sur; respectivos conjuntos imdgenes. Otro concepto fu hdarne ntal es
el de nimero real, [-::ues la definicién por expansién decimal se ve seriamen-
te afectada por los truncamientos de los niimeros ya sea en las calculadoras
o por los algoritmos (como el de la divisién euclidiana generalizado para

los reales) llevados a cabo para calcular dichos nimeros.
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= Elaporte de Piaget ayuda a comprender por qué es dificil entender el concepto de in-
finito. Piaget hace un énfasis especial en que los conceptos 16gico-matemati-
cos tienen una génesis y una evolucion dentro de la inteligencia del sujeto.
El andlisis histGrico-critico y el psicogenético revelan que las dificultades en
la construccién y consolidacion de estructuras cognitivas estables depende
de las perturbaciones o desequilibrios que a la larga robustecen dichas es-
tructuras. Las perturbaciones provienen de distintas fuentes, como lo son
el entomo social, ¢l medio ambiente y el organismo del sujeto. El andlisis
histérico-critico permite conocer como el concepto de infinito evolucioné a
lo largo de los siglos y su formalizacién iniciada en el siglo XIX con el ma-
tematico Georg Cantor, y asi compararlo con la senda de construccién del
infinito que se sigue en un individuo determinado. En particular, el estudio
de la génesis del nimero es el primer paso para explicar la construccién del

infinito matematico en el sujeto cognoscente.

» Las experiencias de los docentes invitan a la reflexién sobre como enseriar el con-
ceplo de infinito. Con Piaget se resalta la importancia que tiene la formacidn
de los conceptos en los sujetos desde sus primeros afios de vida, y por es-
td es que las experiencias docentes analizadas son un material muy valio-
so para que los docentes de matematicas en general puedan compararlo y
constrastarlo con sus I-::rrupias experiencias o las experiencias de sus estu-
diantes, ya sean personales o diddcticas, principalmente. Que los docentes
puedan recordar sus experiencias-para analizarlas y como apoyo para com-
prender como es que conciben el concepto de infinito matematico es vital
para una ensenanza efectiva de nociones ligadas con el infinito, las cuales
no son pocas en matemadticas a nivel secundario y lo son casi todas en las
matematicas universitarias. Si no se comprende un concepto dificilmente

podré ensefiarse de manera efectiva en el aula; la comprensién ayudaré a
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que las estrategas diddcticas sean mas diversas y no tan limitadas.

6.1. Limitaciones

[®

Previo al desarrollo de la investigacion, se propuso un cronograma para la

realizacion de las actividades. Conforme transcurrié el tiempo, hay modificacio-

nes que se realizaron o actividades que se llevaron a cabo en otros tiempos a los

propuestos originalmente porqueprecisamente, existen limitaciones. Como un

proceso de reflexion, se enumeran aquellas que se presentaron para que también

otros futuros investigadores tengan en cuenta varias situaciones que se puedan

presentar.

1.

2.

Desde ¢l 10 de septiembre, el gremio del Magisterio Nacional junto con los
sindicatos de profesores, se mantuvieron en huelga como una forma de
ejercer presion para qud no se aprobara el plan fiscal en Costa Rica. En-
tre septiembre y octubre se habia propuesto realizar los grupos focales con
los docentes; actividad que no fue realizada en los tiempos propuestos por-
que, conforme se contactaban a los docentes, ellos afirmaban que estaban en
huelga y se negaban a colaborar en la investigacion. Esta situacion implico
dos aspectos: un atraso en ¢l desarrollo de la investigacion y una preocupa-
cién por no tener una cantidar-:i de pr_-rsc-na;s para los grupos focales, confor-

me los especialistas asi lo recomiendan, se gin la bibliografia consultada.

El titulo de la nvestigacion hace referencia al aporte de la teoria de Piaget,
sin embargo, él escribié una cantidad Id;a r]ibru;}r de articulos muy numero-
sa. Por tanto, un aspecto que representé un reto: la delimitacion de aquello
que permitiera responder a los objetivos de la investigacion. Finalmente, se
opto por leer las versiones finales de Piaget, es decir, la vision “madura”

de este autor, puesto que su lectura se facilitaba, considerand o también que
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esos escritos respondian mejor a los supuestos te6ricos planteados por los

investigadores.

3. Serealiz6 una revision bibliogrifica de antecedentes en el pais. Salvo algu-
nos articulos referentes a la formalizacion del infinito matematico, en Costa
Rica no se encontraron investigaciones didacticas con respecto a esta no-
cién, pero en paises cormno México, Argentina, Espafa si hay disponibles va-
rios articulos. Por tanto, con respecto a lo que corresponde a la investigacion

del tema en Costa Rica, no habia forma de realizar comparacién alguna.

4. Esta limitacion ya estaba prevista por los investigadores: leer a Jean Piaget
es complicado. Asi lo afirman diversos autores. Particularmente, Dubinsky
(2000) menciona que'”ha}r'muchﬂs autores que interpretan las ideas de Pia-
get; existe, en mi opinion, una brecha grande entre los que se dicen intérpre-

tes de Piaget y lo que Piaget dice en verdad” (p. 56).

5. No se hizo una busqueda extensa de teorias neopiagetianas ni de construc-
tivismos radicales. Esta es una posibilidad, pero la lectura de estas obras se
%li‘:‘jaban de los objetivos de la investigacién. Fsta es una limitacion, porque
tales obras, al ser :_'n:is recientes, son mencionadas frecuentemente y repre-

sentaron un reto en la parte de la delimitacion del trabajo.

6. Los dacentes durante la entfevista o en el grupo focal -pregunts_iban para
saber si lo que estaban :‘esmndiendn fue correcto o no. Como en la investi-
gacidn se llevd a cabo el método fenomenolégico, esto representd una difi-
cultad ya que no se dehi&._respﬂnder, 0.més bien, influir en la respuesta que
ellos dieran. Algunos docentes comprendieron este hecho, pero otros no.
Como investigadores, llevamos a cabo la realizacién de las técnicas segiin lo
explican los expertos, pero los participantes, como no estan acostumbrados

a esas modalidades de trabajo, mostraban cierta incomodidad o resistencia
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al momento de contestar.

7. No se encontraron investigaciones acerca de lo que piensan los docentes
en torno al infinito, pero si de lo que piensan los estudiantes (esto a nivel
internacional). Se cree que este trabajo es una forma incipiente de abordar la
problematica y conllevo un desafio el cierre de la experiencia, considerando

que los investigadores estan optando por el grado de licenciatura.

6.2. Recomendaciones

» Para cursos de didactica especificos, que se muestre una presentacion de lo
que hizo Piaget para la reflexion del pensamiento matematico. La construc-
cion del nimero que este autor realiza es un aporte (itil para el estudiantado

que estd en formacion inicial.

= Se propone la lectura critica de precursores de Piaget. Aadmds, si se quie-
re aprender de Piaget, que se lea a dicho autor y no,a muchos autores que
hacen interpretaciones y solo se qu;.-dan en algunos aspectos, como en la
propuesta de las etapas. Se recomienda, como lectura inicial, la obra Pia-
get para Principiantes que estd en la bibliografia de la investigacion. Ese
ejemplar guia al lector para que luego pueda especificar la.basqueda de
lo que necesite, conforme al drea de c;}peci,a_l]izaciﬁn y no solo’en cuanto a

Matemiitica se refiere.

= Nos parece que la explicacion de Piaget, principalmente en su obra del pen-
samiento 1‘nateméticu, es acertada; ademads, nos confronté la cunstruc-::-i(:;n-
de niimero que habiamos hecho hasta el momento con la formacion y esto
queda como una reflexion fina]:-nu solo el infinito es el concepto que se de-
be escudrinar, hay muchas otras nociones matematicas asociadas al niime-

ro que requieren de un estudio completo, como por ejemplo: los nimeros
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complejos, asumiendo esto para el mejoramiento de la ensefianza de la ma-

termatica.

» Se insiste que el concepto de infinito no es un tema curricular pero que mu-
chos conocimientos matematicos dependen del uso del infinito, mas alla
de solo escribir el simbolo como parte de la notacion que se ensena. Se re-
comienda estudiar acerca de la formalizacion del infinito, aprender de los
acontegimientos historicos que permitieron su desarrollo y que se reflexio-
ne acerca de las intuiciones adecuadas para mostrar una aproximacion al

con ccph‘.}.

= 5S¢ motiva al estudiante en formacioninicial que investigue masen torno a la

construccion del infinito matematico, e inclusive, que ofrezca una propuesta

didéactica.
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Apéndice A
Infinito potencial y actual

Segun Villabona y Roa (2016),

Infinito potencial. El infinito potencial es la concepcion del infinito como
un proceso. Este proceso es construido, emgpezando por los primeros pasos (por
ejemplo 1, 2, 3, en la construccién del conjunto de los niimeros naturales) la cual
corresponde a una concepcion accion. Repetir estos pasos (por la adicion de 1
repetidamente) al infinito, requiere de la interiorizacion de esas acciones E'I-‘i- un
proceso. :

Infinito actual. El infinito actual es el objeto mental que se obtiene de la en-

- capsulacion del proceso anterior.
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Apéndice B
La teoria APOE 2

Segiin Villabona y Roa (2016), la teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-Esquema)
es una interpretacion de la teoria constructivista, basada en la abstraccion reflexi-
va planteado por Piaget para describir el pensamiento légico. Dubinsky! (1991)
extiende esta nocion y la usa para describir c6mo un sujeto logra ciertas constyuc-
ciones mentales sobre un determinado concepto o nocion matemiitica en niveles

mds avanzados.

Las siglas AP'OS significan las acciones (“actions”), los procesos (“pro-
cesses”), los objetos (“objects”) v los esquemas (“schemes”). Estas son
las construcciones mentales que, segtin esta teoria, un individuo rea-
liza para obtener significados de las situaciones y de los problemas
matemdticos. Los mecanismos para hacer dichas construcciones se lla-
man abstracciones reflexivas e incluyen la repeticion, la interioriza-

cion, la encapsulacion, la desencapsulacion, la coordinacion, la inver-

sion, etcétera. (Dubinsky, 2000, p.58)

'Ed Dubinsky (1935- ) es un matemdatico estadounidense, fundador de la teoria APOE (APOS
en inglés), la cual toma los conceptos piagetianos de accion, esquema, proceso v objeto, asl
como la abstraccion reflexiva, para explicar la construccién de nociones matematicas avanza-
das. En este documento Dubinsky explica su encuentro con la teoria epistemolagica de Piaget
¥ su interés por reinter pretarla: http: //www¥  uc. cl/sv_educ/educacion/grecia/planc/htnl/
pdfs/linea_investigacion/Otros_IDT/I0T_065.pdf
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Esta teoria describe las estructuras y los mecanismos mentales con los cuales
un individuo puede llegar a construir un concepto o nocién matemadtica. Desde
esta perspectiva el conocimiento matematico se describe en términos de estructu-

. rasque son motivadas por mecanismos mentales desarrollados por el individuo.

Interiorizan
Acciones
FProcesos
Coordinan
Objetos
Des-encapsulan

Figura B.1: Estructuras y mecanismos mentales para la construccién del conoci-
miento matemdtico. Villabona y Roa (2016).

™

I"ara Dubinsky (1991), la abstraccion reflexiva es

the construction of mental objects and of mental actions on these ob-
jects. In order to elaborate our theory and relate it to specific concepts
in mathematics, we will use the notion of schema. A schema is a more

or less coherent collection of objects and processes. (p.101)
En cuanto a procesos y objetos, Dubinsky (1991) menciona que

We will also sometimes use the term process or mental process instead
of mental action when we are emphasizing its internal (to the subject)
nature. Finally the term object will refer to a mental or physical object

(avoiding any dis&:ussian of the nature of the distinction). (p.102)

Los conceptos matematicos pueden analizarse por medio de una descomposi-

ci6n genética (la cual no es tinica), la cual determina las estructuras y mecanismos
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mentales por medio de los cuales un sujeto puede construir el concepto de mane-

ra exitosa:

One of our goals in elaborating the general theory is to isolate small
portions of this complex structure and give explicit descriptions of
possible relations between schemas. When this is done for a particu-
lar concept, we call it a genetic decomposition of the concept. We should
also point out that although we only give, for each concept, a single
genetic decomposition, we are not claiming that this is the genetic de-
composition, valid for all students. Rather it represents one reasonable
way that students might use to construct a concept. (Dubinsky, 1991,
p.102)
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Apéndice C
Guia de entrevista

Universidad de Costa Rica
Facultad de Educacién
Escuela de Formacién Docente
Departamento de Educacién Secundaria

Carrera de Ensefianza de la Matematica

Titulo de la investigacién: “Aporte de la teoria piagetiana para la ensefianza
del concepto de infinito a partir de la experiencia de aprendizaje de los docentes”
Responsables: Mario De Leén Urbina, Carlos Robles Padilla y la Dra. Jaqueline
Garcia Fallas, directora de tesis. .

Buenos dias/tardes/noches. Mi nombre es............ y estamos realizando
-un éstudio sobre el concepto de infinito en la formacién profesional de los do-

“centes de Mateméticas en educacion secundaria. Siéntase libre de compartir sus
‘ideas en este espacio. Aqui no hay respuestas correctas o incorrectas, lo que im-
-'porta es justamente su opinion sincera. Cabe aclarar que la informacion es s6lo
para nuestro trabajo, sus respuestas serin unidas a otras opiniones de manera
andnima y en ningiin momento se identificard qué dijo cada participante. Para
agilizar la toma de la informacién, resulta de mucha utilidad grabar la conver-

sacion. ;Existe algtin inconveniente en que grabemos la conversacion? El uso de
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la grabacion es sélo para los fines de analisis. jDesde ya muchas gracias por su

tiempo!

Datos personales
a) Afios laborados para el MEP:

b} Institucién para la que labora actualmente:

¢) Niveles que ha impartido en los Gltimos 7 afios: S ===

d) Edad:

e) Universidad(es) en la(s) que se formé: S

En esta entrevista hemos decidido dividir las preguntas por bloques.
s Bloque 1: personal-vivencia's
1. ;Cudles han sido-sus acercamientos o recuerdos sobre el infinito o ideas
afines desde la infancia hasta la actualidad?
2. ;Qué importancia tiene para usted el concepto de infinito?
3. ;Recuerda qué aspectos fueron claves en la construccion del concepto?
4. ;Para usted qué es el infinito?
= Bloque 2: Formacidn profesional
1. ;Cémo fue su experiencia en su formacion matematica con respecto al
concepto de infinito?
2. ;Cudles estrategias didacticas emplearon sus profesores en cuanto a

dicho concepto?

= Bloque 3: Aspectos curriculares
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1. ;Cual ha sido su experiencia de trabajar el infinito segun el plan de
estudios del MEP?

2. En aquellos temas matemadticos cuyo uso del concepto de infinito es
obligatorio, ;ha aprovechado la oportunidad de extender la nocion de
este concepto? De ser asi, ;cudles oportunidades o limitaciones se le

han presentado?

3. ;Qué contenidos previos pueden ser necesarios para facilitar la cons-

truccién del concepto de infinito por parte del estudiantado?
= Bloque 4: Aspectos diddcticos

1. ;Cuales han sido las estrategias diddcticas que ha desarrollado en cla-

ses para abordar el uso del infinito en los temas que se le ha presenta-

do?

2. ;Cudles de las estrategias mencionadas anteriormente han sido efecti-

vas y cudles no? ;Por qué?

3. (Qué recomendaciones ofreceria, para sus estudiantes, en la construc-

cion del concepto de infinito?
= Bloque 5: Constructivismo piagetiano -

1. iConoce usted el trabajo de Jean Piaget?

2. ;Para usted qué es el constructivismo?
é q
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Apéndice D

Citas deél programa de estudios

A continuacion se presentan las citas del programa de estudios de matemati-

cas del MEP que hacen referencia explicita del concepto de infinito. Se resaltan

con mayusculas los conceptos y definiciones que involucran el infinito.

1

“Muy ligado a lo anterior, en una circunstancia histérica es posible identifi-
car obstiaculos o dificultades epistemoldgicas que podrian poseer un para-
lelo con aquel[as que se podrian encontrar en los aprendizajes (por ejemplo:

EL MANEJO DEL INFINITO, los inconmenisurables, etc.)” (MEP, 2012, p. 66)

“Los resultados de dichas divisiones no deben generar una EXPANSION DE-
CIMAL INEINITA PERIODIC A, pues dicha nocién se estudiard en 8° Afio. Sélo

se trabaja con res{lltﬁtlﬂs con expansion decimal finita.” (MEP,.2012, p.196)

“Para representar fracciones en su forma decimal se deben proponer ejem-
plos que no sean equivalentés a NOMEROS CON EXPANSION DECIMAL INFI-
NITA PERIODICA. Se trabajard tinicamente con representaciones con expan-

sion decimal finita.” (MEF, 2012, p.197)

“Habilidad especifica: 2. Identificar mimeros con EXPANSION DECIMAL IN-

FINITA NO PERIODICA. Lo que se desea es mostrar niimeros decimales dife-
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rentes a los nmeros naturales, enteros y racionales. Es importante conside-
rar el reconocimiento de patrones de construccién que generen niimeros de-
cimales con expansién infinita no peridica, por ejemplo: “0,1010010001. ..
(cada vez agregar un cero mas antes de escribir 1)”. Esto permite establecer

conexiones con el area de Relaciones y ;a.lgebrﬂ.” (MEP, 2012, p.290)

“16. Resolver ecuaciones de primer grado con una incognita. 17. Resolver
ecuaciones algebraicas fraccionarias que se reducen a ecuaciones del pri-
mer grado con una incégnita. 18. Resolver ecuaciones literales para una de
las letras. Se recomienda implementar ejemplos donde se contemplen los
casos en que la ecuacion tenga solucién vacia o que tenga INFINITAS SOLU-

CIONES.” (MEP, 2012, p.336)

“Para las ecuaciones, incluya aquellas que no tienen solucion, las que tienen
solucidn tnica y las que tienen INFINITAS SOLUCIONES, como por ejemplo:

¥2+9=0, x2-6x+9-=0, x2-2=-(2- x2).” (MEP, 2012, p.349)

“3, Utilizar el concepto de frecuencia relativa como una aproximacién al
concepto de Probabilidad, en eventos en los cuales EL ESPACIO MUESTRAL
ES INFINITO O INDETERMINADO. Lo establecido hasta este punto en mate-
ria de probabilidades limita el analisis de situaciones en las que se conoce
con detalle el espacio mu éstral. Desa fortunada;'nente'em no siempre ocurre
pues en muchas ocasiones EL ESPACIO MUESTRAL ES MUY GRANDE, ES IN-

DEFINIDO O INCLUSO ES INFINITO. Para complementar el analisis se sugiere.
generar situaciones aleatorias en las que el espacio muestral sea indetermi-

nado o infinito.” (MEP, 2012, p.365)

“De esta manera, cambiando el quinto postulado, Gauss, Lobachevsky v
Bolyai crearon independientemente geometrias no euclidianas; es decir, geo-

metrias en las que el quinto postulado de Euclides no se cumple. Una de
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estas geometrias asume, en sustitucion del quinto postulado, que POR UN
PUNTO EXTERIOR A UNA RECTA PASA UN NUMERO INFINITO DE RECTAS
PARALELAS A LA DADA (es decir que no la cortan). Otra asume que por
un punto exterior a una recta no pasa ninguna recta paralela.” (MEF, 2012,

p-403)

“Utilizar SUBCONJUNTOS FINITOS O INFINITOS DE LOS NUMEROS REALES,
en particular el conjunto de los nameros natyrales N, el de los nimeros en-
teros Z, los decimales D, los racionales Q, los irracionales 1, Z7,Z", para
los enteros positivos y los negativos respectivamente, Q*, Q,para los racio-
nales positivos y los negativos respectivamente. Otros conjuntos de interés
son el de los nimeros pares, el de los impares y el de los nimeros primos.”

(MEP, 2015, p. 406).

“Se sugiere proponer sistemas con solucjon tinica, solucién vacia y con IN-
FINITAS SOLUCIONES. Enfatizar el significade grafico de cada uno de los
tres casos: rectas que se intersecan en un punto, rectas paralelas que no se

intersecan, rectas coincidentes.” (MEF, 2012, p.412)

“EL CONCEPTO DE INFINITO no se introd uce formalmente en este nivel edu-
cativo, sin embargo para la construccién y-el estudio de gréficas SE PUEDE

EXPRESAR DE MANERA INTUITIVA SU SENTIDO.” (MEF, 2012, p.4'14}

“EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES 1 ESTA FORMADO POR
LOS NUMEROS CON EXPANSION DECIMAL INFINITA NO PERIODICA.” (MEP,
2012, p.419) '
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= Intervalos (MEP, 2012, p.419)

Motacion de Notacion de canjunto por Reﬁruuntu-
intervalo comprension | cion grafica. |
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= "Observe la diferencia grafica cuando el valor de a es menor que 1, y cuando

a es mayor que 1. En ambos casos el dominio es toda la recta real, es decir,
EL INTERVALO | - o0, o0 y el dmbito estd formado por todos los nameros
reales positivos. La grafica interseca el eje y en el punto (0,1). 5ia > 1, la
funcion es creciente y su grifica se acerca al eje x cuando x TIENDE A MENOS
INFINITO. El semieje negativo de las abscisas es una asintota horizontal de
la grifica. Si0 <a <1, la funcién es decreciente y su grafica se acerca al gje
x cuando ¥ TIENDE A INFINITO. El semieje positivo de las abscisas es una
asintota horizontal de la grafica. Una forma de hacer ver esto es por medio
de la elaboracion de tablas de valores donde se aprecie el comportamiento

asintotico de la funcién.” (MEF, 2012, p.423)






154 APENDICFE 13 CITAS DET. PROGRAMA DE ESTULNOS



Apéndice E

Grupos focales

E.1. Notas

= El primer grupo de participantes opinara sobre la informacién recopilada y

qué les parecerd eso.

El segundo grupo de participantes serd elegido de los entrevistados para

dar credibilidad a la participacién.

Presentar informacion a docentes por medio de cuadros comparativos.

E.2. Preguntas

» Con base en las “definiciones”de infinito vistas, jqué opinan al respecto?

Al grupo 1: después de las entrevistas, ;investigaron sobre el tema, les pre-
sento interés, se sintieron inquietos al respecto? ;En clase cuando surgi6 el

tema de infinito, qué hicieron al respecto?

¢Consideran que las experiencias (personales, académicas, MEP ...) en torno

a dicho concepto son fundamentales para la construccion del infinito?
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Apéndice F
Grupos focales transcripcion

F.0O.1. Grupol:J,EyK

J: Al ojear este documento yo la primera conclusién que extraigo es que la no-
cidon de infinito en el mundo cotidiano es sumamente vaga, es dispersa, no es una
construccién clara, nitida, y-partimos mucho de los ejemplos, de la cotidianidad.
Por ejemplo, a mi me dijeron que los granos de arena en una playa son infinitos
porque no se pueden contar, sin embargo, todos sal:nen_'-.{::s que por metro m::adrado
podriamos hacer un buen ejercicio de la aproximacién de la cantidad de granitos
de arena que hay, entonces hay como una especie de diferenciacién metodolégica
conceptual, en tanto el infinito es algo que se pierde en nuestra nocién de tiem-
po. pero en lo concreto podemos hacer aparte de nuestra ;exf::eriencia vivencial
cotidiana un &ifu;;rzo por alcanzar ese otro infinito, por alcanzar la totalidad, por

alcanzar ese modo.que se nos escapa en nuestra nocion de tiempo.

Hosutms somos seres normales, habituales con un espacio y tiempo definido,
-nacemos y morimos, sin embargo, el tiempo pareciera que no hay un limite para
la izquierda o para la derecha, o sea que no podemos sefialar el afio de creacién
del mundo ni el afno de conclusion, igual que cuando nos dicen Dios es un ser

infinito, cuesta pensar en Dios como un ser infinito, porque yo soy un ser finito,
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yo tengo un concepto de infinitud permeado por un infinito actual, por un infinito
en el que yo vivo y en el que yo me desarrollo, la concepcién sigue siendo bastante
etérea, es casi metafisica mds alld de lo cotidiano.

J: En primer lugar, con las secuencias, la generalizacién, porque cuando yo
empiezo a ensenar el proceso de construccidn de una secuencia matematica, de
una sucesion (series no las podria mencionar porque no estin habitualmente, lo
hacemos es con sucesiones), entonces tenemos enormes dificultades porque cuan-

LI

do quiero dar el salto a explicitar, a decir: Gy asi por siempre” “y asi por los siglos
de los siglos” para dejar plasmado una visidn de que eso va a suceder en un tiem-
po, la temporalidad o la falta de conceptualizaciéon en mis estudiantes les impide
crear una buena nocion para ellos.

Como acercarme a 0 por ejemplo, con 1/x, voy sustituyendo, 1/x, le doy a x el
valor de 1, x voy con el valor de 2 y con una calculadora a la par, entonces para
mostrar que nocion puedo yo gf:nf:rar,‘snbrr: todo en nociones de limite, pero diay
ustedes saben que las nociones de limite no las ensenamos, trabajamos con otro
tipo de acercamiento.

Por ejemplo, en el colegio usamos mucho c-lur.‘ los niimeros naturales son 0, 1,2
3,4, 5 6,7, y algunas veces yo uso una payasada, 8, 9, 10 y me voy acercando
a la puerta, y paso el umbral de la puerta y sigo contando fuera y sigo y sigo y
escuchan y ellos sg burlan, se rien, ve:rdiad_}r yo me vuelvo al aula y les digo, no
he terminado, ellos me dicen, siga siga p{;rqut: ellos quieren que yo me vaya del
aula; que no dé la clase. Esa payasada que pareciera ser una absurda nocion o
una ejemplificaci-ﬁn del infinito matematico para el conjunto de los niimeros na-
turales, con ello yo intento con esa p:.intomima du]ar plasﬁadﬁ la idea que esa
sucesion continta asi al Infinito. Esa es una de las nociones mas clasicas. Puedo
también tre;bajar otro tipo de argumentos, por ejemplo me acuerdo de la espiral
de Arquimedes, la que es 1, 1 cateto de trigngulo rectingulo construido sobre la

recta numérica de radio igual a 2, que es la hipotenusa, y después vuelvo a co-
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locar tomando como base la hipotenusa raiz cuadrada de 2, le agrego perpendi-
cularmente otro cateto de longitud 1 para formar de nuevo y entonces ahi le voy
mostrando a ellos una secuencia que va en espiral y que ellos dicen: eso se pierde
en el tiempo, no podemos hacer los dibujos, si ya no podemos hacerlo, se lo pue-
den imaginar, si porque los tridgngulos van montados unos sobre otros, la espiral
de Teodoro perddon, para ejemplificar en los procesos de construccion que tienen
que ver con ¢l teorema de Pitdgoras, que me sirve para muchas cosas. ;Como es-
to sigue? Vamos a dar una formulita y entonces eso sigue, si eso sigue, entonces
€s0s numeros tienen nombre y se llaman el conjunto de los nimeros irracionales,
y algunos de estos van a ser como por ejemplo, raiz cuadrada de 2 que no va a
ser un entero, v yva usted empieza a clasificar el proceso de la construccion, les da
un gjemplo de que se sigue asi por sierﬁpm, cuando estoy ensenando la supuesta
irracionalidad de pi, ¥ ya con un algoritmo divisorio y dividamos esto entre esto,
y estonos da esto... ;Y después de aqui qué sigue? Ahora 1/3, agregamos un 0 y
ponemos 3 por 3 (0.333).

J: 5i hay que darle relevancia, si hay que tocarlo, si hay que tenerlo presente,
porque los conjuntos no son finitos, no trabajamos la finitud en la construccién
de los conjunfos y trabajamos con conjuntos numéricos, estamos trabajando con
aproximaciones, estamos trabajando con habilidades que nosotros queremos for-

‘jar enellos y la nocion de infinito es determinante para la construccion de muchos
_conceptos matemiticos. No podemos-abarnidonarla, no podemos ser indiferentes a
esa nocion, Sula:nt,mle'quu en secundaria tenemos que afinar, como la abordamos,
como la trabajamos.

Mario solicita un aporte desde el Plil.llﬂtﬂ de vista filoséfi_m-.

J: Cuando nosotros trabajamos con el conjunto de los nimeros-naturales mu-
chas veces recurrimos a los subconjuntos de los niimeros naturales, por ejemplo,
el conjunto de los nimeros pares, entonces alguien pregunta. Pero digame una

cosa: se puede comparar el conjunto de los nimeros pares con el conjunto de
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los niimeros naturales. Si, si se puede comparar con qué... Se puede hacer una
correspondencia con el nimero par con uno natural, otro par con otro natural,
pero diay el de los naturales es mas grande. 5i, es mds grande, pero como el otro
chiquitillo, siendo parte de ese otro casi que también tiene el mismo comporta-
miento, ese quizas no lo ve el estudiante. Entonces, el infinito de los naturales
debe ser mas grande que el de los pares... Bueno, ahi se los dejo. Piense si ese in-
finito es mas grande que ese otro, valoren, .. ;cual tiene mds elementos? Diay los
naturales, entonces ese infinito es mayor y sin embargo, lo trabajamos con gtras
nociones, con otros acercamientos, empezamos a considerar conjuntos con una
mayor cardinalidad.

J: Wow, eso si que es dificil de decir, es bien dificil decir que es el infinito.
Yo le podria decir una discusion acerca de qué es el amor, podria tardar horas,
semanas, mafianas y tardes definiendo el amor desde el punto de vista poético,
filosofico, antmpblégim y al final si no experimentas el amor, si no liL‘T‘I.'L'S amor,
entonces de que sirve hablar tanto del amor. En Matemitica es bastante dificil
decir qué es el infinito, que podria decir una correspondencia, ete, etc crear con-
juntos con cardinalidades, y hablar de nimeros transfinitos, y hablar que la cardi- -
nalidad del conjunto mayor es mayor que las cardinalidades de sus subconjuntos
y empezar a construir una teoria de infinito. .. peroa lo real, el infinito parece que
€5 COmMo una quimera, como una idea que S¢ Nos escapa, Como un;a apmxi:ﬁacién
que nosotros hacemos, tratando de buscar siempre en medio de nuestra fin-irud.
alcanzar aquello que no tiene fin. Y la paradoja estd en que nosotros siendo seres
finitos intentamos alcanzar el infinito. Lo dificil que aun a mi me resulta desde la
perspectiva teologica }f-si-:mdo creyendo, cuando me dicen que Dios es el Alfay
el Omega, y me dicen que el Alfa es el principio y Omega es el fin. Pero, ;cual es
el principio y fin? Entonces, es que El es inﬁl;ita, pero como capto, como percibo
para mi esta nocién siendo un mortal. Yo empecé a tener conciencia a partir de

cierta edad y puedo relatar hechos de mi vida a partir de cierta edad y en algun
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momento mi vida se va a acabar Soy un ser finito que estd inmerso dentro de un
proceso de infinito social, de infinito del mundo, y eso es lo paraddjico del asunto,
que siendo finito trate de capturar un proceso que esta més alld de mis posibilida-
des fisicas, humanas, entonces pareciera que el’infinito es como una persistente
imagen de alcanzarlo todo y de llegar al fin, pero ese fin se sigue escapando de
mis manos por mas esfuerzo que yo haga.

Previo, Mario hablé.

E: Diay, pero },;o::reci en el mar. Mi casa estaba cruzando la calle y ahi estaba
uno en el mar, cuando se inundaba, se inundaba. Entonces, mi patio era... Me
acuerdo que yo vefa exactamente eso, ese vasto terreno lleno de arena, uno aga-
rra el pufio y se cae por todo lado. Usted se acuesta en la playa, ve la cantidad de
estrellas y ahi empieza el chiste... ;cudntas estrellas hay? Y no se ]:iuede- contar.
Uno ve en el agua un montén de caracolitos que quedan cuando se baja la ola y
por mas que usfted cuente, van a ver y puede seguir contando, y queda mucho
mds. Es un primer acercamiento que uno tiene del infinito. Mario le dice que hay
una cita de que el infinito es intangible. ;Qué opina acerca de esto? E: Lo veo en
la parte filosofica, religiosa y todo. .. eso tampoco lo puedo tocar y entonces tam-
poco existe. Es un simbolo que me representa €l no haber un tope en el cual yo
me deteﬁga. Yo puedo continuar, continuar y continuar. Es como’el conocimien-
to: el conocimiento -;_‘n ninguna ]:;arte se detiene, el conocimiento continda y no
P;uedl:r detenerme y jcémo no puedo ver el final, entonces puedo decir que no
existe? Igual que una carretera... Uno lo ve all4, alld. .. }' yo sé que a algin lado
me lleva.

‘Mario comenta la experiencia de 1/x y acercarse a 0.

E: Eso fue lo que imaginé cuando él estaba hablando de hacer una homolo-
gacion de los naturales con los 1'|1timems pares, pero yo lo hice con los nimeros
racionales. El 1 con el 1/1, el 2 con el 1/2, el 3 con el 1/3, entonces eso hay una

infinita cantidad de nimeros entre el 1 y el 0, porque se va acercando a 0, es un
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cero mas cero. Dicen los chiquillos, estoy con un cero cada vez més cero. Enton-
ces ahi estoy diciendo que en un espacio significativo de una unidad tengo una
cantidad infinita de mimeros porque nunca voy a dejar de contarlos. Entonces un
dia estaba viendo esa pelicula: “Bajo el mismo cielo” y estaban hablando que hay
infinitos més grandes que otros infinitos y me acordé de eso.

Mario comenta que los profesores mencionan que muestran videos. El tema
infinito es ajeno a la realidad o es algo cotidiano, esa es la pregunta.

E: Estd en todo lado; es lo que le estoy diciendo. Una carretera, pero no veo
por donde estd. Y empiezan a discutir, tiene un limite.

Mario comenta que los docentes hablan de la formacion.

E: Usted sabe que yo no me acuerdo y estn}-'. tratando de acordarme y en nin-
guna parte me habian hablado acerca de qué es el infinito. Yo estuve en la Escuela
de Matemidtica de la UCR, pero que hayan t:l:;gidn tres horas para explicarme qué
es el infinito, el simbolito... Mario comenta que :;n la" UCR era solo teorema y
demostracion, segiin algunos de los docentes entrevistados previamente.

E: No habia demostracion acerca del infinito, asociado con bolas, cardinalida-
des porque lo tuve que repetir como dos veces.

J: La imagen que tengo del infinito es la del limite, me recuerdo por ejemplo
cuando n crece en 1/x, voy sustituyendo la x por valores y es una idea aritmética
de sumas, de capturas para irme justificando que de 1/x entre t;;mtﬂ voy haciendd
la x mas grande, mas me voy acercando a , para intentar aritméticamente dejar
gr;ahadn en mi que la nocion estd dando vueltas en mi que yo sensorialmente
visualmente, adquiera la nocién de infinito.

E:: Hay conceptos basicos, conceptos primitivos en Matemadtica que no pode-
mos definirlos, pero si podemos representarlos. Lo mismo con el infinito, no lo
podemos definir de manera concreta, pero si lo podemos representar y todos te-
nemos una nocién ante preguntas como: ;Cuando se cre6 el universo? Digame

un nimero grande y yo le doy otro mas grande. Ellos no saben el concepto, pero
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lo podemos representar.

E: En el colegio uno ha encontrado como dificultad la apatia. jYa sabemos qué
es, como se representa y termind la curiosidad cientifica!

Hablando de intervalos reales: E: Profesora, ;por qué son infinitos? Tomamos
en cuenta que como solucién tomamos un numero alla larguisimo (por qué lo
dejamos abierto). Y viene una gran duda, ;por qué dejamos abierto el infinito?
Porque es un concepto (y me la creen).

J: Ellos lo patinan, no les llama la atencion, no les ;nteresa. El conjunto de los
nimeros reales es al que le podemos buscar la completitud, qué significa eso,
aqui dice que es un conjunto completo. ;Cudl niimero estd entre 1 y 27 Profe diay
0,5. ;como nace 0.57 Tomo 1 y... No no no profe. Entre 1 y 2 esta 1.5. ;Y como
se puede llegar a ¢1? Tomemos 1 mas 2, 3. Dividido entre 2, 1.5. Ahora, seguimos
buscando mds niimeros. Pero ahora entre 1 y 1,5. Tome la calculadora. 1 mas 1.5y
todo eso lo divide entre dos. Eso nos da 1.25. Y esb estd ahi. .. sigamos llenando.
Hagamoslo por acd, y por qué no lo hacemos para acd. {Toda la recta la vamos
llenando de nimeros!

Mo queda un solo campito en la recta que yo no lo pueda llenar. ;Qué quiere
decir eso? Que el conjunto de los nimeros reales es completo, esta lleno, no que-
dan huecos. Antes si quedaban huecos cuando trabajaba con los naturales, entre
:el 1 y el 2 no habfa mas ntimeros naturales, ahi si que h;%bia huecos de huecos. Pe-
ro ahora no. Ya lo podemos llenar, aritméticamente lo pndemné'llepar. Nosotros
hacemos en el colegio un ESf.uer?r; con algunos ejemplitos de capturar el infinito
por medio de procedimientos aritméticos para que a‘ellos les-quede claro, pero
ellos quedan nadando. Queda ahi que se lo imaginen, que sean curiosos.

Mario motiva a que-se hable en funciones, con asintotas (dificultades).

E: Ellos se pierden por todo lado. Hay que tener mucho cuidado y los profe-
sores en eso tenemos mucho la culpa. Cometes los errores cuando le dices a un

muchacho: vamos a resolver Pitdgoras, vamos a sacar raiz cuadrada, pero nun-
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ca le decimos al muchacho que es cuatro o menos cuatro, y que tenemos que
desechar la negativa. Cuando llegan a la universidad, es un problemén. Cuan-
do se lee una grafica de izquierda a derecha. Y con limites se puede leer al revés
porque yu' me puedo acercar por la izquierda o por la derecha, igual que con’las
asintoticas. .. casi cero, pero nunca les va a dar cero.

E: ;A qué se refiere usted con infinito matematico? Yo le voy a ser muy franca.
Hay muchos conceptos que nos ensefiaron en la universidad y que creo que no
son adecuados ensenarlos a los muchachos. Me sirven a mi como docente, para
poder bajar el conocimiento a los estudiantes, pero no darselos como me lo die-
ron a mi porque no me lo van a entender. Hay cuestiones que me han costado
entender 50 afios y a veces digo. Ahhhh!, esto era y eso me ayuda a encontrar una .
forma para explicarlo a los estudiantes.

E: Yo no sé qué pasa con los muchachos. Antes uno decia cosas y las entendian,
ahora por més que uno use un vocabulario hasta pachuco, y no lo entienden.

E: Ay si no, qué es el infinito para mi. Se lo quedo debiendo. Es solamente
un simbolo, lo mas grande que me pueda imaginar de una manera, pero me lo
puedo imaginar mds grande y voy a seguir en ese jueguito y nunca voy a parar.

K: En realidad no hay aportes. Sino que pide observar la nocién de infinito
visto desde muchos puntos de vista, religioso, filosofico y desde el concepto de
conjunto matematico.

Los estudiantes manejan el concepto de infinito,-al trabajar en el drea ma-
tematica lo relacionan con los conjuntos numéricos. Sin embargo, al limitarlo, por
ejemplo en la solucién de una inecuacién, el dominio de una funcién o al hablar
de mnjunt;:zs mayores 0 menores a X, se les dificulta reconocerlo.

Es importante, principalmente para estos estudiantes con capacidades supe-
riores donde su necesidad de ampliar sus conac'irﬁienms, como por ejemplo al

‘hablar que una ecuacion cuadritica si el discriminante es negativo decimos que

no tiene solucién real, ellos asumen que no tiene solucién, sin embargo, nos limi-
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tamos a dejarlo hasta ahi, por todas las razones que sabemos: tiempo, programas
de estudio, mediacién pedagégica, complejidad. Cuando podriamos explorar en
sus posibles soluciones imaginarias.

Para mi el concepto de infinito matematico seria el concepto de un todo posi-
ble, que existe posible de aplicar, resolver y determinar.

Lo relaciono con los conjuntos numéricos al explicarle la existencia, el conteo
de los nimeros para un niflo de primaria, como lo mencioné anteriormente, las
soluciones posibles de una inecuacién.

Ademis pienso que el concepto es parte de la misién de esta ciencia donde

detrds de este resultado podemos llegar a algo més y después a algo mas.

F0.2. Grupo2:RyS

Carlos: buenas tardes. Les agﬁdecemns por su participacién. En la experien-
cia de la entrevista en profundidad se hicieron 7 préguntas divididas en varios
bloques, nos interesa enfocarnos en algunas de ellas y saber si hubo un cierto
impacto :;]ez-'-pués de ese momento hasta este instante en su experiencia como do-
cente. Dentro de las preguntas que se habian propuesto dentro de este trabajo se
les habia preguntado acerca de sus acercamientos al concepto de infinito desde
la infancia hasta la actualidad, y hubo uia pregunta relaci;madé ipara usted qué
es el infinito? con base en las definiciones, tanto la que usted dio como las que
dieron los otros, ;qué opina al respecto?

R: El concepto de infinito como tal lo trabajamos en la universidad a través
de cursos como célculo, en sucésiones. Epistemolégicamente no es algo que se
trabaje en la carrera y en historia se abord6 poco, en los colegios cuando el tema
se requiere usar con estudiantes veo que la mayoria lo ven como una percepcion
intuitiva, tratar de generar en el estudiante y nosotros mismos la idea de algo

no medible, la idea que continia y no se detiene, tratamos de buscar ejemplos lo



166 APENDICE E. GRUPOS FOCALES TRANSCRIPCION

mas concretos posibles donde al estudiante le quede esa idea de algo que con-
tinda, que no se detiene. La mayoria lo menciona como intuitivo, percepciones,
ideas. Poner a alguien a contar hasta que se canse o en la recta numérica cuando
decimos al estudiante que no se puede representar: buscamos un simbolo que lo
represente. Que el estudiante tenga en su mente de que hay algo que no se pue-
de limitar ni en el tiempo ni en el espacio, y por lo tanto le asumimos a eso un
nombre y lo relacionamos con un concepto de infinitud.

Carlos: Después de la entrevista en profundidad, ;investigé un poco acerca
del tema?

R: No, porque me avoco a lo que nos piden en el programa, crear ideas de
intuicion para el estudiante, no ha sido un tema que me interese mucho a mi.
Lo veo mas filosofico, en la universidad solo era visto como una posibilidad de
solucion, cuando habldbamos de intervalos, de la construccion de los elementos.
Mo sé si hay un interés real del tema en la universidad ahorita, en aquel ticmpﬂ_.
Y lo usamos como un trabajo para un tema especifico. Pero no més alla.

Carlos: Eso que usted comenta estéd expresado en la pagina 414 del programa,
en donde el concepto de infinito no se introduce formalmente en el nivel edu-
cativo pero para la construccién en el sentido de gréficas se puede expresar de
manera intuitiva. ;Usted como entiende ese parrafo?

R: Poder crear en el estudiante, no darle, el estudiante debe generar a partir
de algo una idea, una forma es buscar algiin modelo, alguna construccién donde
el estudiante caiga a cuentas__en algtin momento de que el concepto no se detie-
ne, no va a parar, por ejemplo, hubo una idea interesante en noveno afno cuando
tenemos que ubicar nimeros, irracionales El:! la recta numérica: es facil .cun una
régla ubicar niimeros entems,'i_?s facil ubicar fracciones dividiendo, pero cuando
tengo que colocar un niimero como V2 0 /3 ya no es tan simple hacerlo solo con
regla, ahi requerimos de ofras herramientas. U_nai forma de hacerlo es a traveés

del teorema de Pitdgoras. Cuando se hace reiteradamente el estudiante pregunta
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que cudndo parar. Ahi viene nuestra intervencidn: esto puede continuar, puede
seguir. Los irracionales estdan ubicados en la recta, tienen un espacio ahi, y son
infinitos. Puede seguir haciendo un caracol eternamente, cuando esta ubicando
también expansiones decimales. Es interesante, en noveno, el estudiante tiene que
aprender a estimar valores, un tema que es bastante lindo, en donde el estudian-
te me da un estimado de /8 con dos decimales al menos. El se dard cuenta de
que puede sacar los decimales que quiera, si lo hacemos a mano puede sacar los
que quiera. Para un estudiante de ahora sacar 7 decimales es una cantidad muy
grande. Ellos preguntan ;cudndo acabo, cudndo termino? Generar en su mente
gue existe un nimero que no va a tener un periodo y ese namero podemos sacar-
le eternamente decimales. El infinito es algo que no se adapta a nuestras normas
cotidianas de vida, pero se usa. Las raices las usamos, pero nadie va a la ferreteria
a pedir media raiz cuadrada de clavos, pedimos medio kilo, medio metro. Vamos
buscando estimaciones.

Carlos: En el programa estdn presentes 5 areas de trabajo, jen cudl considera
usted que se dificulta mas esa nocidn intuitiva de trabajo con el infinito?

R: Mds que todo cuando se usan intervalos, el problema es el trabajo previo...
el concepto de intervalo por comprension le cuesta al estudiante porque por error
nuestro también v error de los textos , trabajamos solo con nimeros enteros, us-
ted habla de intervalos cerrados de 1 a 7 por ¢jemplo, y ellos entienden que los
nﬂme_rus que faltan son el 2, el 3,4, 5, 6. Alguno mas brillante entendera que ahi
estin las fracciones, pero hasta ahi. En bachillerato se les dificulta cuando se les
pregunta sobre un posible valor que esta dentro de tal intervalo, por ejemplo con
dominio y le dan una raiz, y el estudiante no puede ver que esa raiz csta ahi.
Tenemos que empezar a darle al estudiante otro tipo de ejemplos, yo trato de no
usar solo enteros para limitar intervalos. A un estudiante se le dificulta cuando
una ecuacion cuadritica da raices con nimeros irracionales. Hay que ensenar a

ubicar niimeros en un intervalo que no sean solo enteros.
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Carlos: ;Considera que las experiencias personales, académicas, en la institu-
cién, son fundamentales para la construccion del infinito?

R: El programa es muy diverso en varias dreas y hay poco tiempo para pasar
de un tema a otro. También hay que ver el interés de la persona que recibe la
informacién, y en general es de manera impuesta. Puede haber desinterés en dar
el tema bien y por ejemplo puede dar el simbolo oo como dos bolitas pegadas y
el estudiante se queda con el simbolo equivocado. Una simple banda pegada en
los extremag contrarios y ponerlo a cortar le genera un concepto interesante. El
problema es que en la parte didactica en CR no esta muy desarrollado, el area
de didactica de la matematica. Yo tengo una licenciatura en diddctica de la ma-
tematica y trato de buscar ideas que que les dé curiosidad a los estudiantes. Hay
compaieros que dicen que hay temas que nunca mas se vuelven.a ver y por eso
no los dan, por ejemplo de noveno, y que en décimo y undécimo no aparecen. El
pmgrar:‘m en décimo habla del tema de interpolacién y de aproximacién de cur-
vas que se aproximen de manera lineal y otras. El estudiante debe dar ese salto
del andlisis, de la intuicion, del razonamiento. Ver los numeros no como algo frio,
SINO que puEdE;n cuestionar.

Carlos a 5: ;Pudo leer el material qt_ié le proporcionamos? Para ampliar, con
base en las definiciones vistas, ;qué opina? ;Pudo investigar algo acerca del tema?

S: Habian docentes y las preguntas que ustedes hicieron. Uno en el colegio
no lo tiene ;nu:-,r claro, no lo profundiza, algunas personas cﬂinddeq ahi con eso,
es como muy intuitivo. No es un concepto r.:|u¢ se ensefe, la_.verdad. Después
de la entrevista me parecié bastante curioso el tema; empecé a ver cuestiones,
por éjenznplo, mi hij{; :-:p;e es’;.ﬁ en quinto grado, me hablé del ilnfinitn y es alén
que se supone que en primaria qué lo deben de tener bien clai"p, sin embal:gn,
después de la entrevista, no es algo que todos los estudiantes lo tengan claro y
en mi experiencia es algo como muy obvio. Todavia a nivel universitario cuando

uno les dice “un nimero irracional que tiene una expansion decimal infinita” y
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la calculadora les da nueve decimales todavia no tienen esa nocién.

No investigué profundamente del tema pero si me di cuenta de coas que crei
que eran muy basicas que manejaban los estudiante por ejemplo los intervalos,
ipor qué me dejan cerrado el intervalo en el infinito? Me doy cuenta de que ellos
lo ven como un nimero, esa nocion algebraica o simbélica de ese intervalo. He
sido més perceptiva en clases. Mi hijo de quinto grado me dijo que el infinito es
s0l0 una nocion, y yo le pregunté que dénde habia aprendido eso de nocion.

Carlos: compartiamos con R., con respecto a la nocién intuitiva de la pagina
411, ;qué opina al respecto?

S: Que no, los estudiantes no ven al infinito, una flecha, eh no. Cuando no
tienen la flecha piensan que sigue, no hacen ese paso de lo que es la grifica a
ese'r:uncéptn intuitivo del infinito y tampoco lo hacen cuande hablamos de los
intervalos, no es tan evidente, y ese paso de lo simbélico, la grafica a la idea de
infinito de manera intuitiva no es tan sencilla.

Carlos: ;Cudl area considerd que se dificulta mas trabajar el concepto de infi-
nito?

S: Los intervalos, eso seria relaciones y algebra, en funciones. Otra drea, niime-
ros. Hay un apartado en el programa que habla de niimeros muy grandes y muy
pequenos y habla’ de teras, megas, gigas, hexa; uno lo ve pero con una gente de
la universidad nos dio un nimero con 10 a la 12 y les pregunté cudnto es, ;qué-
es esa eantidad? Hablando del déficit ﬁ:.scal apraoveché de que el hueco era de bi-
llones, pero esos estudiantes nunca habian escrito ese nimero de 10 a la doce. En
noveno, no relacionan qué tan grandes o qué tan pequefios son los nimeros, pues
los nflr\:"'lf.’ma son infinitos. Ademas de ese, jme doy cuenta con mi hijo que ellos
ven nimeros grandes! Millones, trillones, en la escuela. No sé si es que las gene-
raciones anteriores no han visto esos grandes niimeros o no tuvieron la necesidad
de utilizarlos, porque se usan mucho en almacenamiento digital. No pueden ver

que en un intervalo hay infinitos nimeros, por ejemplo entre 1 y 2 porque ellos
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solovenel 1y el 2 pero no ven mds nimeros.

Carlos: La problematica parece ser la de los intervalos de extremos enteros.
;Consideras que las experiencias personales, etc., son fundamentales para la cons-
truccién del infinito? i

S: 5i, cada persona puede generar la idea. Cuando uno empieza desde pe-
queno a contar y ver que sigue y sigue. I’ero uno no sigue hasta el fin, sino que
es un asunto meramente matematico. Una persona que no le guste la matematica
no sigue con esa idea. a

Carlos: Sobre el constructivismo y Piaget.

Interviene Mario con sintesis sobre Piaget.

Carlos: ;Cudles didacticas se estdn aplicando actualmente? R: El constructivis-
mo, tenemos una forma contradictoria de evaluarlo. Yo aplico el método socrati-
co. Tengo a alguien que sabe mds que mi, lo consulto. Descubro a través de ayuda.
El estudiante "descubre” con ayuda del dlucente, El constructivismo es muy am-
plio: no solo es construir, es descubrir, ensayo y error. A través de un error puedo
generar conocimiento verdadero. Resalto el error para aprender. En noveno le
dije a mis chicos que buscaran qué significaba erl simbolo de Google, y les dije
que si sabian que era un concepto matemdtico. Hay un video muy lindo de los
80s de Carl Sagan y hablaba del gogol. La empresa Google lo que nos dice es
que tiene una ilimitada capacidad t.:le informaeion que ofrecernos. La calculadora
del teléfono es mads potente que las nuestras j,r con los muchacha.s lo hemos tra-
bajados. Con el constructivismo no es ensayar, tengo un céntrol y me guio par‘a
llevar aprendizaje. La pregunta es ;quiere el estudnante aprender realmente? El

programa actual no contemplo si el estudiante quiere aprender
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Experiencias en tablas

Las experiencias de los docentes de las entrevistas en profundidad se ordena-

ron en tablas.

171



1. Expt:riq:m.'i.‘ss |n:rsc||:z|::s

' Docente | ; Experiem:iag

El pensar en las estrellas, los granos dearcnaen la playa, un video de una estrella dentro de otra y otra y otra. |
. ) |
El poder entender la nocién con cosas palpables, como se te presenté con la arena y las estrellas, v el video del pato I
Donald, donde el locutos dice que imagine un lipiz con tna punra muy fina, que puede continuar haciendo estrellas |

| denrro de orra.
1 |

Pues, la verdad es que el concepro de infiniro no ha sido como algo que ha ocupado mi reflexion, o muchas horas de
‘ reflexion.
Estoy hablindo'no desde el punto de vista matemirico, sino de la cotidianidad, simplemente usar la expresion in finito

para referirme a algo que es muy, muy grande, como que no logro visualizar su fin.

Como puede pensar decirre: “El amor de Dios es infinito”, alguna expresidn tal vez de este tipo.

F(_;emmmﬂ;tc-[en Im uﬁm, ¢s mi segumlu hnbll-}r, ¥o noe cmmifam_q.r bFﬁmn_it-u,_mda aqimlfu que no pueda sentir |

‘u oler, el libré de arena de Borges. En ese libro se trata de explicar de un modo mis angible lo que sera el infinito, a

partir de esc libro es como entendi bien la idea.

cil
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| Perfecramente el infinito si lo sacamos no seria casi necesarin, después de cierra cantidad de mimeros se hace abstracro,

uno lo puede olvidar, no es tan necesario, con niimeros reales, compleritud de nimeros reales, desde Q, la recta no se la

podemos... linea complera, esa linea nunca fue completa. ¥ que toda fue una farsa, que tiene huecos. |

Dee nifip seria el ver el espacio, contemplar el cielo estrellado y gensar en la cantidad de estrellas y deruis elementos que se

" . & * ' . :
encuentran alli. De joven serfa la cantidad de conocimiento que se puede generar, en donde para ung sola persona resulra
imposible de conocer,
En primaria no recustdo exacramente, ral vez se hablaba de infinito en la idea de la cantidid de nimeros que se podian

conocer, o bien hi!r!'tiundc se podia mirar al campo. En secundaria tenia mis relacién con un asunto ariomérico, la

cantidad de valores que se podia manejar v los que ya sélo nos quedaba imaginamaos, como en el caso de los ndmeros

reales, su relacién para indicar intervalos. Grifica y algebraicamente el concepro de funcién. En compuro los ciclos
recursivos en un programa, que si no se le ponian una condicionante, se volveria un ciclo sin fin. El cilculo de valores |
irracionales, los cuales su expansién decimal no se deriene.

Para mi es importance porque me revel: la fdea de que no hay algo que nos derenga.

Nos recuerds giie no hay un fin concreto, que siempre se puede seguir. Eso viéndolo desde un punte Floséfice, diria yvo.

' Me imagino que la filosofia tuvo mucho que ver y la visién de las cosas, desde la perspectiva humana y su lugar en el I

universo, Mis alld de eso. admiro no me he puesco a pensar en las bases de la formaciin de este COnCepro, |
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| KEN

MAG

S—— : . . ——
| En secundaria si un roquecito cuando empezamos a ver ¢l tema de funciones, La profesora sustituia y velamos cantidades

iy gr.‘ll'ldes en la calculadora y dependiendo del infinita daha come cera. ‘

Sinceramente en la aplicacian diaria no le he visto ninguna importancia, en lo que es formacién de estudiantes,

| Claro, IHI:Sdr_q'lﬁl: se habla de la p;rﬂfgétl de conjuncos de ntimeros. En primaria se habla de que los nimeros nunca |

terminan, esto con <l entendido de que no existe el nimero mis grande de tados.
En secundaria ¢l concepro s conserva en cuanto a conceptos numéricos, pero se extiende al estudio del comportamiento ‘

de los niimeros decimales, representacidn de invervalos ¥ andlisis de grificos.

| Recuerdo que de pequeda salia jugar con una amiga. a ver cuidl de las dos logeaba decic el niimero mids grande, pero |
;

| ventamos la regla de que ambas teniamos que mencionar en algdn momente nimeros con unidades, decenas, centenas, ¥ |
| asi sucesivamente. hasta que una de las dos se cansaba y decia que el maver era ¢l infinito. Hasta ahi llegaba el juego
|

porque no habia nada mds después del infinite.

i REQI
l‘sn

i
B == u . T oor s T ] ¥ ] 1
| Acercamientos formales en ¢l colegio con intervalos reales, salucién de inecuaciones. dominio y 4mbico de funciones

;I;||-.|.dririm, trigonometria, dominio de la funcién tangente. Lilego en la universidad. |

'Yo le puedo hablar desde pequefia cuande mi papd se sentaba y me decia: cjemplo, la pista. de que nosotros veiamos la |

pista larguisima, esto es que continia, es infinito hasta llegar al lado de la trontera

FLL
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en escuela me acverda quie s¢ menciond algo asi como en ciencias, mds que nada fue como en el Universo y luego, en
3 ; 0 - |- o

colegin comenzamos a (por lo menas que yo me actierde) coma en cuarto, quinto afo que fue mis que nada en Fisica
| -

| Mare que nosotros utilizamos un poco sobre ese rema.

:

en primaria un poco la mencidn fue mds que nada en Ciehcias (no me acuerdo en qué aio) que el profesor que teniamaos
se emncionaba rodo y comenz a hablar de L rierr, comenzd a hablar del sol, de todo el Sisrema Solar, entonces comenzd

a hahlar de que las distancias y que habian otros planeras, y que la expansidn como cra infinira

En el colegio, letsoy sincera, va fue especificamenre como la definicion de mimeros naturales, niimeros enreros, los

racionales. que a nosotros nos decian que estos van hasia el infinito, que contindan infinitamente, no hay algo que Iu:.!

dc:rngn. £ "

IsUv

Cuandp uno empiera a estar ya uno en la escuels v empiera a ver que hay mds de 100 en la parte numérica, que ya hay

nuis nimeros, gue ya vamos por =l millan y s= extiende mds i o3 donde se empiera a ya dar mds un poco lo que es <f
R ;

| tnfinito. . by -
| 1

A nivel de secundaria pues ya se empiezan a ver los niimeros reales, lo que son los intervalos infinitos, se empieza a formar

o que ¢ Jos negativod, va ne e an infiniio positivo, sine que bay un infinito negativo... Y ya hablamos de infinito en
lo que o5 los negativas, infinito p jue hay un in 2

ambws sentidos en Jo gue €% la recta numérica. |

TA



.| En Ciencias hablibamos de que ¢l Universa es infinito. En lo que e en Maremitica, mis que todo en intervalos p:ra_

manejar dominios, manejar funciones, pero igual yo lo vela como un asunto de la recta numérica del plano cartesiano.

Cuando me dicen e la escucla que los nimeros no acaban, asi lo digo como lo recuerdo. [Ya eso es importante! Después

cuando veiamos en Cienclas (porque a mi mie gustaba muche Ciencias en |a escuela), enando hablamos del Universo, e
|

1 |

urilizar mucho la imaginacién para eso, porque no € un congepro que se pueda palpar.

Pero yo me acuerdo en lo que son los asuntos de educacidn porque estamos hablando que el infinito no es solo algo

numérica o matemdrico, sino también mclusive humano.
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2. Definicidn de infinita

Docente i Definicion

ANAV

Infinito es algn que no tiene fin. desde b religién que habla del amar de Dios, o <l universo del cual formamos parte hasea
los niimeras que crecen y crecen y que gracias al sistema numérico con ¢l que contamos pueden seguir haciéndolo sin que

tenga nunca fin.,

Fs muy importante conocer la nacion de infinico, vivimos en un mundo donde se puede entender claramente a que se
| refiere y ver donde se aplica, v ¢l hecho de que existen infinitos mds grandes que otros infinitos nos ayudan a crabajar los

niimeros resles. ' .

i

Creo que cada vez que se toea la nocion de infinito caigo en lo mismo, infinito es algo muy muy muy grande, o muy muy

muy pequedio, xqué tan grande? qué tan pequefio? No se puede decir, eso es infinito.

Quie ¢l infinito <3 solo una idea, la matemdtica le puso un simbolo para pader hablar de cot idea, pero es lo que decimos

cuando no podemos decir cusnto es en verdad, va porgue ssa muy grande o may pequeio.

Fl infinira bueno. . .es una idea que refiere 2 conrinuidad sin limire,

| Yo siento que esa referencia que existe en nosorros, piensa mucho por la sociedad en la que vivimos, un Dios, la infinitd

1
| hacia alge supremao, <f espacio inalcanzable, el espacio infinita, un Dios que tiene un peder infinito, un Dies que tdene
1l
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‘ un amor infinito son referentes culturales gue pmtih]ﬂ_ncme son los que se usan ;am elaborar de alguna manera ese
concepro, pues se da por sentado. .
Ahora que lo pienso, pues me imagino simplemenie que queda nada mids en wna idea abstracta, que uno asume que es

algo muy abstracto y por eso lo relacionan con esas cosas que son un poco complejas.

DAM Es una icdea nada mds, mds que eso no porgue es intangible, para los que no creemos en mziﬁ;:igibla, nadie lo ha visto

| | para ver que £30 existc, ¢ una idea, una abstraccidn. ) _ :

| HUM Para mi el infinito se refiere 4’ todo aquello que s¢ que existe, pero estd muy lejos de ser alcanzado. Esto lo aplico en la |

I !:Frf:qciﬁn humana, como, por cjemplo, la cual es muy dificil de ser alcanzada. Por otro lado, concentrar el conocimiento

; '] en un solo sitio, es algo muy dificil de alcanzar. La idea misma del tiempo, lo que se ha recorride v lo que fala por

| recorrer. El inﬂni.w es la idea misma de seguir adelante, de que no hay barrera que se coloque que haga que las cosas se
| detengan v llegue sélo hasta alli.
| En lo que recugrdo se refiera a algo vasto o extenso, que no rienc limite. Es algo para la que no hay un final.

'KEN | §i J:;;;lamns de nimeros, infinito es como un nimero al que no s¢ cémo contar, no engo una regla establecida para llegar
a contarlo, no fabria definir infinito yo, es tan complejo, no sé. Se ve ran facil y se ve tan a la hora de definirlo.
Simplemente como una cantidad que no se puede llegar a conocer; una cantidad extremadamente grande o

| exrremadamente pequena.
MAG  Esaquello que na tigne fin 0 que nunca termina. Siempre que hablamas del concepio infinito lo hacemos con el entendido
de que <l concepro se refiere a algo que no tiene fin, es decir. que por alguna razén nunca termina. Saber que slempre se
| puede obtener un nimero mis grande que el anterior.
| N | M b A |
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REQ

| Lo considera filoséficamente como un conceptn, siempre existe la posihilidad de abtener un niimero mis; desde un punta

idt vista formal no lo tenge muy claro, pero uso de formulas, concepro de limire, asintoras, limires laterales. Nunea

llegamos a ver un nimero come tal,

.

[
| Como pn:tf-cmr de maremdticas s un concepto que nos permite transmitir gue hay alsn mds, por :i:dnpln, los nimeros

i en la recta: “uno mds en el paquere”. También es importante filoséficamente hablando.

SR

i A nivel matemirica, lo puedo ver comd una forma numérica. Ya en concepto espiritual, toda en la vida es una
consecuencii, una reaccion y todo esto lleva rambién a un infinito, porque hay infinidad de soluciones, de procedimientos,
de cosas que puede ;:rm;. e igual que el pasado si yo hubier cambiado, que reaccidn hublera renido. En la parte lingiilstica,
ejemplo cuando uno interlariza el concepto uno les dice a los chiquilles el infinita y mis alld, ;a dénde lo han escuchado?

A buena, en una pelicula, ah en una fibula,

S0V

En lo matematicamente hablando, es un asuntp de nunca acabar sine también lo sienro en mi ser. Cuando uno se va
desarrollando come persona se da uno cuenta que hay un sinfin de situaciones en las que usted puede decir que son
predecibles para usted, pero en realidad hay muchas. Aunque la vida es corta, nuestro pensamiento puede generan casas
infinitas. La tecnologia e una muestra de lo que hasta ahgra hemos avanzado v mi abuela decia: “Quién sabe que van a
ver ustedes, pordue si yo vi un montén de cosas, ustedes quién sabe que van a ver”, Para mi. <l infinito lo representa el

pensamiento humana, no solo en la parte matenyitica, cienrifica, reenoligica, rambién su desarrollo emocional. Unoes el

! que genera ese asunto de infinito, nadie lo va a representar miis que ura persona.
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3 Erpc:iﬂ'ldas universitarias
-

Docente ' Fxpetiencias i

'ANAV | Sencilla, no recuerdo nada que fucse complicade con <l infinite, una vez que comprendi los signos (< v ») no ve
; dificulrad con los infinitos,

No récuerdo ninguna estrategia en especifico, los cjemplos y la explicacion del simbolo, nada mis.

AV Pucs debe no haber sido muy significativa [:H:I_HFI:IID recuerdo, realmente trato de hacer memeoria coma que alguna vez

alguien, haber escuchado a alguien hablar o definir al infiniro, o sea, sicato que es una idea que se usa, pere como una

idea, pera no como un oncepra que defino. .

DAM Cuando uno la ve en la u, tiene otro tipo de nivel de madurez, hafqn: decirlo porque estd en los planes, perosin sentido.

Cuando uno lo empieza a usar mis en limites al infinito, parcce conmadicrorio, como se ve x en cierro entoro, cuando
uno acepra la idea de infiniro en cosas pequedas, intervalo |0, 1] y R. ’
: En la UCR po nos cuentan historia acerca del infinito. viene de un ejercicio, que podria pasar en cierta sucesion de

funciones, intervalos reales, convergencia de funciones. Asumen que uno viene siendo formado desde nifio y se asume

quee se tiene el concepre. |

$i las emplearon no me acuerdo, ... cllos ya asumen que usred tiene la nocién de lo que significa el infinito, en reoria de

| conjunios, % uno s lo cree. |
| Me acuerdo de inBnito y de estrategia, en la UCR habia una profe que alguicn le comento sobre la paradaja del concjo v |I
| la torruga, ella aprovecho para hablar del concepro. Una fibula de MGM. I

== e
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HUM

Legalmenre no recuerdo. No podria precisar mi experiencia. Lo que recuerdo ral vez seria que no huba un abordaje sobre

el infi n:ittl'J COmO ml.r!l'm que su manejo se daba por sentadn, con lo quic se renia de la educaciédn secundaria. 5i se habla

acerca de ese concepn, seria como parte de un resultado o bien sobre la base de algiin orro concepro matemitico. Pero,

en sintesis, no preciso claramente mi experiencia con respecto al infiniro.

Demostmciones. Como en el caso los limites. La demastracién de que el conjunto de nimeros reales no es acorado
o .

superiormente. Casi todo se basd en el uso de demostraciones.

Debo urilizar elementos que para ellos sean mis de uso conacido y concreto. No recuerdo estrategias para abordar este

concepro que me fueran proporcionadas por los docenres, en mi tiempo de estudio en la universidad,

Ya propiamente en la carrera es necesario conocerlo para muchas cosas; en el easo cuando uno imparte lecciones para los
que estudian ingenieria y ahi si tienen que llevar cilculo v tienen que ver la aproximacion a, o el limite a cuando se tiende
a infinito o diferentes representaciones grificas para que cllos o logren aprender.

Sinceramente no recuerdo absolutamente nada, alguien que me dicra ningin énfasis en la universidad sobre ese concepto.
Ok, en mi formacidn como cal concepto de infinito, no tengo recuerdos que me lo hayan dado como ral, sino en la
aplicacion de cieros contenidos, de cierra mareria relacionada con el rema de infinito, pero, asi como relacidn propiamente
que nos hayan dado para representarlo, no:

Es tan complejo verdad, porque yo me recuerdoe mucha en edleulo que usibamos, hasta en integrales. toda esa parre, pero
el cilculo meramenie, cr;mmgi-.u diddcricas ni siquiera usaban para ningin rema a mi parecer, era wdo magistral cien por

ciento y menos para tratar ¢l rema de infinico verdad, simplemente como ona resolucidn de algo y obrenga un resuliado,

81



MAG | Nunca fue un tema que se estudiara con exclusividad, mis bien representaba solo un posible resultado para el andlisis o

clasificacion de estructuras.

Solo se utilizaba la representacion simbélica (=), anteponiendo el menos cuando se cambia de direccion.

REQ

Se abordd en cilculo en el uso de limites, integrales, derivadas, ecuaciones ¢ inecuaciones, mds parte de cilculo. Ahorica
no mangjo demostraciones. Definicién de limites laterales, mite formalmente: para cada delm exisie lambda tal que
encontrar un valor.

A nivel de formacidn, demostraciones, teoremas, No hay mucha didderica.

SR

L

| Cuando enreé a la carrera de Maremiticas, directamente va ahi ubicados de los concepros de niimeros enreros, etc., sobre
el infinito, principalmente la parte algebraica. En la parte geométrica, ral vez por los recursos que une urilizaba ahi s
menciona menos por decido 4sf, cono era mis Fisichs.... Pero fue en la parte del Algebra donde mids uno lo denoré, por lo
menies lo mencions, hizo relacidn, ec.
Frustrante, porque el profespr Fablo en Maremirica Fundamental él nos hizo una demostracion de 8 paginas para llegar
| a un concepro de que los fiimeros eran infinitos. Y era una demosrracion de que si usted me preguna coma empezd. ..
no sé.

Me Ilcvﬁ,casi::mtm.mm para poder entender rodos los concepros que €l puso en esa demostracién,

At Iy pedagégico con lo magistral, dificil. Uno inventa, prucha y error.

| SLV A mi me queda de la universidad cuando se habla de l2 completitud de R, que ahi fuc donde entendi mis el asunto de
qur:lcl infinito ne s nada mds un monén de nimeros que siguen de un lado a otro, sino que en un pequeiio intervalo
| hay infinidad.
| I e —= —
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' [e hecho, inclusive cuando vemos dimensiones, cuando hablamos de 3D, de dimensiones y que rambién hay infinidad
(nx dimensiones en la universidad). Fn ¢l colegio une lo vela rado plano.

Fue coma abrir mundos diferentes. Cuando hal:ﬂ.ﬁ maos de N, inclusive cuando empezamos a hablar de sucesiones es como
ENCONETAT OITo lqng;ia}c. y no solamente eso, sino que uno se da cuenta que el Algebra encierra lo que es e infinito porque
cuando usted habla de variables que pueden representar cualquicr nimero, usted puede poner cualquier nimero. En
sucesiones, que es en los primeros cursos... En los primeros cursos fue para mi como enterarme de que la Matemiitica no

e solo un asunto de que a mi me gustara porque era buena, sino porque habia algo mis en ella que tenia que explorar.

Me acuerdo una vez que llevaron una grifica de una imagen en 3D, luego en 4 y asl...No recuerdo hasta qué dimensién
| E!;gﬂbﬂ. pero si fue muy interesante porque cambia mucho. Cuando vimos sucesiones y teniamos que definir n+1. Me
acuerdo de que una de las cosas que mids me costd en Macemidtica fue Topologia porgue eso diene que ver mucho con
infinito y cuande definen vecindarios.... Son nociones muy abstractas, pero eran may interesanies. No era entender algo

i
e estd ahi, sino pomar en cuenta que lo tiene en s mente.

Yo ahi #i tengo un problema por el divorcio que habia entre Matemitica y Educacién en esa época,
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4. Experiencias curriculares

. Docente Fxperiencias

"ANAV | No me ha presentado mayor dificultad, como mencioné anteriormenye, me ha parecido que luego de que cumpmui:?{
i los simbolos > y <. El uso del < y », creo que mucha gente llega con problemas reales en estos simbolos, incluso a niveles
| . | universitarios,

| AV T Muy p-;:; wr;-l';rcniqu que dar los niveles de sétimo, ocravo, noveno, v entonces siento que asi como profesora de

momentos significativos, no me acuerdo algo especifico tan ficilmente.
|
| Yo casi siempre los recibo grandes, entonces por lo menos en el recuerdo mds proximo en niveles de sétima. ocravo,

noveno si hay que hablar de esos concepros,
| Con los nuevos programas, no he tenido que abordar el contenido como wal. Vamos a ver, no ubico ni siquiera (siendo

mury honesea) en que parte del programa habria que trazar el coneepto como tal. No sé si usted me dice que estd en sétimo,
, b

octavo... no sési por ejemplo es una intuicion que se debe venir construyendo intencionalmente desde la escuela. lo que

no s digamos si viene tan explicite, Casi, casi me atreveria a afirmar que ran bien vicne come algo inmirive. |
|

DAM | Uso el libm de atena para analizar cuales estudiantes meto en olimpiadas. El MEP se ha enfocado en ver otros temas, no
sirven para nada en la vida real, en la u posiblemente si sirva. el MEP quisiera que planteemos un objeto que sea infinito

. | paraque los ¢s[udia|;rc_1 lo entiendan mejor, <3 un objeto intangible. En 7mo apenas estin empezando a abstraer,

"HUM | La mayoria de las veces son situaciones sencillas, que con un p;dl: pensamiento sc le llega a la solucidn, pero igual son |

| pacos los estudiantes los que tontestan, la mayoria kspera o que se les diga o bien que conteste otro.
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| Continuidad. Canridades finitas {por ejemplo, expansion decimal), paras contraponerls con cantidades cuva
1 "

_r'-:prr:.s-:n::l.cién genera mayor Eump]c]kl.]d. Gulijunm} ﬁnitu;, para realizar mmrapn;icioms,

Problemas que involueran <l conteo de niimeros. Por cjemplo cuando se estudian sucesiones, y se hacen casos tambidn

come tablas de valores en la furcitn lineal. También se habla de los viajes espaciales v la distancia que Pucdn recorrer
| hacia una direccién determinads (no hacia un sitio).  Por nrra paree cuando se reabajan fracciones la diferencia entre la
Ir farma aproximada v 12 exacta de un nimero con expansidn d®cimal perisdica. También cuando se habla de inrervalos,
| sea de tiempo, wmperaturi, econdmice, erc. Casi todo basade en |a solucidn de problemas, basado eft experiencias de [og

mismos estudiantes y su relacion con el entorno. .
El concepro del :Inﬁuir;:g a rraves del tiempe en | etapa secundaria, creo yo, se ha dejado de lado muy a lo initive de la
|'-|:r5r:|rt.‘|l. sin quie para o estudiante resulte ni prictico v provechoso, lo que hace que la construccidn de este concepro sea
tnicamente para explicar cierras situacionss que no se pueden mancjar de manera concrera,

| la falta de interés del algunaos docentes v de los estudiantes, hace que no se prescupen micho por formalizar, o por lo

menos, la de generalizar de manera mds detallada este concepto tan importante,

KEN

|
|
| Ok, casi que uno desde sétimo aiio comienza a intuir en ellos el concepto de por lo menos niimeros infinitos, o ¢l concepro
| de niimeros reales. enteros, que hay infinitos nimeros dentre de orros; pero propiamente ¢l concepto no se da como tal,
sino que e involuct en ciertos remas.
L]
| Cuando uno esti viendo el cilaulo de dominio o 4mbito en funciones precisamente ahi en bachillerato evalian infiniro,
por lo que nosoteos renemas que darles una nocidn a los muchachos ¥ une se ayuda con la calenladora para que ellos

comiencen a trabajar con los ndimeros.
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| MAG

Segiin <l nivel y el drea de funcionamienro, coma concepros geomérricos, conversiones de fraccién a decimal y su
clasificacion segiin el comportamiento decimal, para clasificar ndmeros segiin los conjuntos numéricos.

En la zona donde rrabajo se hace dificil profundizar cualquier tema, va que de lo contrario no se logra completar el
programa. Aun asi muchas veces no se anra la abordar 1a romalidad del mizmo,

Si te trabajan conjuntos numéricos por ejemplo, se debe tener claro el concepto de antecesor v sucesor, el concepro de
conjunto y la diferencia entre conjunto finiro ¢ infinito, En geometria, se debe diferenciar simbdlicamente los concepros
de segmento, rayo, recta v semirrecta, asi como el de plano o semiplano. En la conversién de fracciones a decimales, es
importante enfatizar en un proceso de division completo, donde se visualice <l comporramiento de los decimales y

mismo estudiante saque sus proplas conclusiones.

Trabajo en dos instituciones que cuentan con una poblacidn estudiantil roralmente diferenre una de la otra, lo cual me
abliga a trabajar y evaluar de maneras muy diferentes, a ritmos muy diferentes y los alcances varian considerablemente.
He comparride mi experiencia con comparieros de diferentes lugares del pais y en algunos casos son similares y en otros

(muy pocas por cierta) los resulradas se acercan a las expecrarivas del MEP,

REQ

La experiencia es desde el punto de vista intuitive, es un concepro que, aunque no pedemos verlo ni tocarlo, exisre,
:
Fjemplo. las raices de cualquier arden. decimales para raices, por ejemplo raiz de 2, multiplicar un nimere par otro. se

- = s . v
da cuenta que no va a terminar, ¥ es un proceso manual que no rerming; el concepo de infinito estd ahi pero no lo

podernos palp:a .

981

SV'IAVL NA SVIDONAIAIXH "D ADIANIdV



Concepro de asinrora en funciones exponenciales, logaritmicas, inﬁlnim con divisiones, acercamientos al cera: 1/10, 1/100,
/1000, erc.. ninguna llega exacramente al cera. El estudiante entiende 1/1000000 que no es cero exacta. El concepra de
infinito estd ahi. Razones trilganl-:nmétricas. tangente de 90°, ran(89,9").

Relacidn de arden en los narurales, enteros, racionales, densidad de Q, lo que significa, en su densidad, quedan pequerios
o grandes vacios que no los llena Q, entonces. ;eomo llena los vacios! Con los irracionales, infinitos no periddicos. Son
necesarios para completar |a recra, el infinito a ambos lados.

Mis formalmente el conceprg de completitud de R que es necesario para entender el conjunto. Los programas vienen

CONCIETas, pern ¢s impartante y necesario, por ejemplo, en mecinica de precision que requiere hacer cileubos muy finos.

SR

Lo valoramas en la parte de reoria de nimeros, 1:.551-1.|1.|;:u s-é.ﬁlrli.l.r[fnﬁl'-:_.l‘-inri:hnritﬁ el concepto de nimero natural, de

enreros, pof qué én los enteros hay un orden, por qué hay una recra numérica. qué quiere decir la recra numérica. Y ahora
%

abordaro por medio de un problema.

Hasta ahora estoy recibiendo espudiantes que han vepido con ¢l proceso y ahorita que los rengo en sétimo no me ha

costady la idea de empezar con un problema, en cambio los estudiantes que yo tuve hiace cuatro afos de cuarro ano o de

sétimo gue me entraban cra un problena porque no lograban becer eso. Siento que ¢l cambio fue muy radical en ol MED.

No ha side un aprendizaje solo para ellos, para uno rambién. .

SUV

Cuanda yo empiezo a dar clases y tengo que hablar que Q ©5 un conjunto densa ahi es donde yo digo: ;cdma les explico

esto? Uno ;:\:phm p:m rambién uno cie en ¢l asunto A explicirsele muy somero. En la secundaria bay que acogerse al

temario’ pn rque hay cdsas mids importantes en qué enfocarse como el asunto algebraico, por ejemplo.

s ¥
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| Que éllos vean que los naturales es un subconjunto en las enteros. Curricularmente, ellos nada mis dicen defina R, coma |

la unién de los racionales con los irracionales. .. nada mds. Pero esa unidn no es tan sencilla si uno riene que recordarle

| ellos que rodavia los enterns no es denso como los racionales. Esa parte ahora se ha borrado un poco, sin embargo yo

|
siempre les digo a ellos cuando se ven racionales. , ‘

| El curriculum no le ayuda a uno en nada en cimo explicarles.
. En realidad uno rermina viéndolo muy ralamenie, apenas lo que uno necesita para que ellos sigan a lo demuis. ¥ las pocas |
| veces, he hecho el intento, v han side pocas porque mi experiencia me ha llevado a ver que ne puedo profundizar mucho
i porque picrdo ¢l interés de cllos muy ficilmente, ;Era para eso! Asi le dicen a veces a uno y estd la limitante del riempo.
En las primeros afios de experiencia si lo intenté cuando uno les habla de R, yo siempre les mencione los complejos. Me
| dicen: No profesora, déjelo ahi. Inclusive cllos me dicen a veces que uno como que empicza a volar, parque hay ranro

| P 5 T o
CONOCIMICNTO quUe NG Cenc JUe no quesiera que ellos ruvieran. ..

Los esrudiantes quieren lo necesario, lo que necesitan para aprobar el afio y punto.
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5. Experiencias didicticas

Dacente Exptril:nrius

TANAV El ponerlos a pensar en cualquier niimero ¥ qué atra companern diga ofro mds grande, y luego otro y luego otro, hasta
que llos se cansen
El uso de los mismos ejemplos que me mostraron a mi, y la actividad donde un estudiante dice un nimero, luego otro
dice uno més grande y otro y otro, .
La anécdora de :.iilmjat una recra en la pizarma y hacer la pantomima de continuar la recta hasta salirse de la pizarna ¢ |
incluso del aula si se puede.

Creo que cada estrategia funciona, tal vez no a todoes los estudiantes, pero alguna le servird a unos v otras a otros, por eso

me gusth hacerlo rado, porque de proato con una estraregia Luisito no entendid, pero con la segunda si, y Martra hasta

I la cercera lo logré.

AV | Usualmente estoy dando, hablando de funciones usando R, usando en mi lenguaje. en el lengmaje normal ese téemine

| infiniro. Asumo que mis estudiantes entienden, que nos entendemos mutuamente cuando hablamos de infinito, entonces

no ha sido algo que es objeto de discusion, o sea, lo usamios ¢l término v va.
Ya ubico orra cosa, cuande hablamos del espacio, el Universo, p-cr ahi son referentes de ese infinito, va tmen los chiquillos. |
‘ ‘ De nuevo, no me he sentido en la necesidad de hacer una discusidn. .. coma decir, es algu que sigu:. Viene coma parte

b

de ese lenguaje que ya se trac.

| Para mi es la intuiicidn que se trae de ese concepto, que casi se crea (ahora que lo pienso) de una manera casi inconsciente.

= ! — e S — — ——

"
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Lo visualizo nada mds como cuando le hago ls flechitas al plano cartesiano para indicar que esto va para el infinita, ahi |

¢s donde lo visualizo, come usando representaciones de esc infinito, cosas que indiquen que ahi estd ese infinito, pero no®

| definiendo el infinito.

He asumida que los chicos entienden cuando usa el concepro o digo la palabra infinirto, riende al infinito, esta crece
infinitamente. Uso ese tipo de expresiones. Tampoco recuerdo un momento en que un chico me haya derenido y me

diga: pero prafe, ;eso qué significa?

Honestamente, no rengo clara cuil debe ser la concepcion de infinito qug vo deberia rransmirirle al estudiante. Fsta es la
| primena vez que me siento a pensar sobre el concepro de infinito y si yo realmente tengo clara la cuestién de qué s
infinite, hablande matenyiticamente.
| Y si yo no tengo ni siquicra csa claridad, picnso que cs dificil ubicar cudles van a ser esos contenidos previos pam esc
CONCCpIo...
Para l:a blar o sefialar del infinito utilizo ciertos gestos, expresiones o movimicntos de la mano que uno puede usar para (y
| esto sigue...), expresiones asi y que uno gesticula de alguna manera indicando esa continuidad. Pienso en las
] rq:ms:nta:mn::, cuando hablo de los intervalos cémo escribir adecuadamente {pienso menos infinito, mds infinito), qué

simbolo vso. Digamos, una discusidn par ahi para hacer un acuctdo de como es que lo vamos a expresar. Cuando yo en

funciones quiero indicar que es una rendencia, que continda infinitamente, le ponemos flecha, no le ponemos flecha...

Buscar alguna reprefentacién apropiada que nos indique ese infinito. Es bisicamente como los acuerdos que hacemos.

|
|
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Creo que hay que prestarle atencién cuando uno intenta hacer una representacién grifica del infinito, (usar flechillas)
porque patece inocente pero realmente no lo es, por ejemplo, porque cuando usted usa un software v el sofrware no usa
las flechas, eso en algunos casos al estudiante se le genera un conflicta cognitive, y quizd uno lo da por, lo obvia, lo pasa
por alto y quizi eso e una expresidn de que ese concepto no esti lo suficientemente claro.

Que el estudiante entienda que la representacion grifica siempre va a ser una representacion limitada porque no puedo

realmente representar al infinito de una forma concreta,

DaM

Los estudiantes no lo aceptan, ellos le preguntan a une, como se yo que ese niimero es infinito, si tiene los puntos

| suspensives indica que se reproduce infinitamente, contarles Ta historia, algo mds alld, na.

Par ejempla, ahora que vemos los irracionales los estudiantes preguntan que como saben cuil es el mimero que sigue, o
como sabemos los profesores que ese nimero es infinito y que no tiene repericion. Les damos el ejemplo de pi, existe una
magquina que estd caleulando los digitos de pi, contarles sobre el libro de arena, ejemplo del libro de unas enumeraciones
enorime, cjemplo del saco, frate de sacar el mismo ndmero. La idea de imposibilidad es la idea que lo sumerfa mas

'
Tracar de convencer a un estudiante, le voy a vender una dea, lo hago pensar en una idea o sicuaciones que invelueren el

infinite, ¢l infinito ¢s < amor, ¢l dempo, existen oma variedad de infinitos. Busco convencerlos, Estraregias que sirvan
| ' ]

| poner los puntos suspensivos cuanda se tratan de nimeras, infinitos periadicos puros, avudan a hacer b nocidn de que

| eso continiia infinitamente. avuda bien, Fracciones a decimales. Lo hacen bien.
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' Generalmente, hﬂgﬁmpﬂs de I.;a[:;as de estudia nrcsil.'cnrm a YouTube de video que hablen del tema que traro esa semana.

El problema es que estudiantes ni siquicra lo ven ni les d:n‘:a informacién, los ven, pero no los catienden, los busco los
I k]
mis elementales posibles.

i .
Es un poco complicado, ya que el planteo de problenas se torna un poco un dificil, muchos alumnos quicren que todo |
sed concreto ¥ si ya se les indica algo mis abstracto, nd contestan, sobre todo en sétimo. vienen muy acostumbrados que |
rode se lés diga o piensen lo menos.

| En funciones se presta mucho, pero igual se limira por el uso del tiempo, y sobre todo, porque muchos de los alumnos |
dejan las tareas y no las resuelven o, sélo las copian, por lo que la experiencia no llega muy lejos. Otro aspecto es el tiempo

|

| para profundizar y la importancia, porque, aunque se les diga que es importante y se les rrata de demostrar, si resulta que

r no es de use inmediate en su vida, no lo toman en serio,

Hay estudiantes muy participativos y prros muy pasivos. Cuando se trata de conteos o bien de buscar valores de

cantidades, la mayoria trabaja y lo entiende, En la relacién de funciones o bien de intervalos numérices, muchos tienen

de confundir.ya que para ellos no es tan palpable, en la mayoria de los casos, los eseudiantes les cuesta entender el concepro
| ciando se avanza mis en lo abstracro.

| Utilizar mis la imaginacién, no ser tan apegados a lo concreto. Para eso se necesita que la persona se pregunte mis acerca

| de si misma y se pregunte sobre su entormo, no ser tan conformistas. Por otra parte, que traten siempre de ver mis alld
de las cosas evidegres y buscan maneras nuevas de hacer las cosas, o por lo menos de hacerlas mejor. Fso es parte de crear

un pensamiento positive que permita la adquisicion de nuevos conceptos, entre cllos <l del infinito.

bl
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KEN

; La nocién es dificil de que ellos [o logren porque ellos no tienen daro cdmo voy a sustitir infinito, verdad, entonces a_u-e_i
| &5 lo que hace uno: procurar de guie & como un niimero muy grande v gue entonces vamos cambilando valores para llegar
| 4 un niimero ea:ltnb]efclrlu. sin embargo no es un mimere exacto que se va a dar, sino que es como una aproximacién para |
| l'rrll.cg:l ndo a un resultado. Una aproximacion tal ver del concepto en la clase:

| Hablarles un poco par lo menos de la historia, de por qué histdricamente existe ese concepra, que realmente nosotros no

.
lo manejamos tanto por la presion del tiempo y 1al vez si queda un poquito de tiempo uno trata de aprovecharlo en otras
cosas, mis acd que solo hay tres lecciones en diversificada; pero bdsicamente uno podria interiorizar mids cuando habla de
recta numérica, ir metiéndoles relaciones y dlgebra un poquito de ese concepro para que los resultados no sean exaceos,

.

| Quizds en funciones v bueno, estraregias didicticas, intenté hacerlo con divisiones, aproximaciones de divisiones. Tha

dividiendo niimeros por cero coma algo, cero coma alge, hasea llegar a un valor que le da error en la calculadora decian

| los chiquillos, verdad, .coma unas aproximaciones con la caleuladora, bisicamente que me acuerde en este momente.
| Luego sustituciones con valores extremadamente grandes o valores extremadamente pequefios y obligarlos a hacer cdlculos

para sacar imdgenes o preimdgenes o dominio o dmbito,

Las aproximaciones con la calenladora para todos han side muy ficil, pero la interpretacién al final siempre es como un
poco confusa, parque ellos dicen ;por qué'me da un valor muy grande, por qué meda un valor muy pequeiio? Entonces

siempre se les enreda,

MAG

Y%

[ 'Curiosamente, log cstudiantss que ingresan a sétimo afio lo suclen llamar “el acho acostada”,
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| Se asocia a concepros como el de la recra, donde de manera visual el estudiante puede nombrar algunas carrereras, o el
horizonte del mar.
Busco ofrecerles a los estudiantes problemas y gjercicios en los que ellos puedan plantearse posibles respuestas v debarir al
respecto, Fsto debido a que ellos ingresan al colegio con un concepto que en la mayorfa de los casos es aprendido por
memorizacién ¥ no por construccion, |

| Cuando los grupos estin ca}gndm de estudiantes repitentes es necesario cambiar mucho en la m:*mdu]r,tsiq. A alsunm no

| les gusta resolver problemas y solo quicren r:pcﬂl: procedimicntos.

Lzjos de una construccidn, los esrudiantes llegan a una conclusién del concepto, pero no se profundiza en el mismo.

REQ

I
&
|

[en poveno :u:‘«dla el rema. Colocacion de raices entre enreros: cvadradas, cibicas, cuareas, ere. Conclusion: hay raices de
| cualquier indice. siempre se puede colocar un nimero mis

| Uso Gengebra para que vean ik asintotas en las griificas, o las ramas de las paribolas, si las definiciones en IR, limites
| hacia el infinito. limitado o intervalos, raices limitadas a dos o rres decimales para trabajarlas; 0 la caleuladora para
! expansiones decimales infinitas periddicas o puras, irracionales no se pueden representar en la calcaladora,

| Han servido esas que mencioné anteriormente, la parre visual sirve mucho para asintotas. Al estudidhe le llama la atencisn

' en décimo. En noveno tratar de sacar una rafz, se hace,una tinica vez y luego con la caleuladorna. El infinito como ral esti

| en todos esos nlimergs.

Entohces yo les digo: ustedes sabian, o busquen, busquemos en Google, Saquemos cudl es el dltime niimero... y claro,

sale un chorro y dicen: iProfe, eso es grandisimio! Y aun asi todavia no he encontrado que... el dltimo valor. Pero eso es |
"

enorme, como lo van a escribir. |
|
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No se pueds extender uno mucho sino nada mds dar una pincelada sobre la historia y en algunos casos yo procuro referir
i hiﬂ-'[ll'.tri;{ de |i1.1.lt::rlll:5.1!jm.'.' donde se h:l:ra imencienada, :’j'.‘:llll'lJD la :xp:lnsi&u de los niimeros, que por quﬁ se utilizg, quse
quién fue que lo vio. realmente a los de sétimo aiio que es a los que mis les llama la arencién cuando uno les habla sobre
histaria, mis que les pongo toda dranvitica y les digo que 4 alguno de los de la escuchs de Pivigoras el que comenad a ver
sabre las nimeros ircacionales,
Si he podido exrenderdo un poquito tal ver en los afios de cuarta afo. Uno puede aprovecharse en las grificas, me pueda
aprovechar del porgué tengo que hacer una relacion con los ndmeros reales ¥ por qué s extensidn, por qué no puedo
decir que existe un kolo término, por queé existen e montdn de decimales.

.
Cuando usted ve funcidn exponencial y les deja problemas de bacterias y se vuelvan extremadamente grandes y que vo les
digo céma los represento en la funcién y por qué estas tienen una continnidad y qué pasa con esa continuidad cuanda se
va acercando a 0. ;Pero llega a ser 07 Fsa es la pregunta del millén. Estos niimeros son infinitos, ya con la caleuladora ni
siquiera la plm:llu calcular, pero entonces como dicen ellos: enronces nunca la llega a rocar, no... {Va ahi como a la par!
Fnronces se quedanlsnrpmnd idos. ;Y entonces conrinian! Entonces entienden que los niimeros son tan infinitos, tan
grandes v su expansidn es tan enorme que no podemaos decit aqui concluyo y aqui rermino,
Primero que nada, ver qué significa infinito en si, 0 sea qué dice Ia Real Academia. ;En donde han escuchado ellos el
rérmino Infinito? 5i ha sido en la easa, en la escuela, con algin familiar. en qué lo han viste.
Con los de sétimo iniciamos con un prablema contextualizado de la vida coridiana v que ellos hicieran una plenaria de
como lo resuelven. Hacer una relacién de qué les decia la maestra, de por qué la recta tiene flechas, por qué se dice que es

infinita. .
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Ejemplo de otros niveles enfatizar que ya ellos vieron nimeros narurales y que ya esos son infinitos, ir planteando cl
concepro ¢ irdo agrandando, existen otros enteros que son positivos, negativos y que van hasta donde... Hasta el infinite
¥ ahi contindia uno. En ésta parte podemos decir que se hace un estilo como lluvia de ideas.

Para mi efectivas, <l rralv;j:r problemas es muy efectivo, mids si usted trata que los chiquillos se introduzean. Otro que veo
que se uriliza l:nl.".'ho, la lluvia de ideas. Eso rotalmente fos ubica y con las palabras de cllos mismos. Ejemplo, si estoy en
un ana mpcn'm pqdﬂrm Lmh.li':lr CON esquemas mentales.

Yo les diria investiguen, porque a los chiquilles les cortan en Ia espuela la parre de investigar, porque todo sc lo dan.

[ parte de investigacidn es muy necesaria para que el estudiante adquiera mis conocimiento,

En noveno que comencé con nimeros irracionales y hablando una relacion con lo del infinito, yo les digo. Hoy vamos a

| - , F a4
urilizar estas cosas: les diung regla, una cuerda, el corte de un hilo y luego les dije vames a sacar longitudes. Busquen

dentra del aula cinco objetos que sean redondos, o sea, formas circulares

sUvV

| Bueno, por ejemplo, hacer eso de tomar un segmenta entre 1 y 2 ¢ irlo partiendo a mitades, mitades y mitades... Cuando

hablamos de la 'recta, en las cuestiones geomérricas, de planos,

!, Tal ver preguntas concretas: De aqui a la pulperia, de aqui a pasar el océano. o de aqui a.... O la nacién de infinito ambién

| la vernns en (buena, a mi the fascinan los atardeceres), alguna inagen en la parte diddctica, ahom que son las imdgenes

) - .
| rridimensionales en el WharsApp, utilizar la imaginacion y las cuestiones tecnoldgicas en lo que se pueda, en lo que o

1 pueda encontrar, Sin embargo, esta recta puede pasar el Universo, ;qué sigue después del Universo? Siento que me he

quedade corr con i propuestas,
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Cuando uno traza una recta en Geogebra, uno puede ampliarlo o achicarla. Las imdgenes son planas, les falra ese asunra
de imagin ncién._

En la del segmenio llos si lo manejan mejor, porque ellos empiezan a hacerlo. Chicos, qué pasa si lo seguimos hacienda,
En lo de partir si queda mis 0 en Geometria euando une hacea flecha. ..

Cuestionar un poco mis bo qulr: esta en el papel, poder tener una imaginacidn {un poco mis). Siengo que es un asunto
tambidn de motivarlos, que no lo que ellos picnsan cs inc:Jrrccm.

Que d!m investiguen don Google, para que ellos puedan construir ellos necesitan cusstionarse, cusTioNArse U poco mds.
Im-'eﬂig'prl. pera .'tnvesﬁg-ﬂr cosas que les resulre diferentes. .. No de lo mismo, de lo eotidiana. Ejemplo: ;edmo se hace lo

de I realidad virrual? ECdn'u; se construye? :Qué significa cuando en un ulvrasonido le dicen esta es una imagen en 4D¢

Qué iﬁ]lplica esto. Que implica ir al cine y ver un 402
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6. Experiencia Constructivismo

| Docente . ¢ Experiencias

ANAV |- Es cuando ¢l docente guia a los estudiantes para que ellos mismos entiendan o construyan los concepros nueves, para
| luego aplicarlos en los temas nuevos
[ Con los nuevos planes el constructivismo se facilita, pero el cumplimiento de las habilidades de cada nivel es realmente |

mury dificil, principabmente por el ripo de estudiante que tenemos, pues se necesita que el grupo completo que se interese

en trabajar.

AV | Es una corriente, una forma de explicar el aprendizaje en la que se entiende que la persona va modificande su estructura |

cognitiva, a partir de esas experiencias de aprendizaje. .

Fl aprendizaje no & algo que me imponen desde afuera, es algo que sucede dentro de mi y que & afuera lo que hace e

estimularme para que ese aprendizaje suceda.

DAM Fs una utopia realmente, por lo menas todavia, no teneos ni los recursos ¥ el plan es un poco sobrecargado en cualquiers |

pero los mismos estudiantes se resienten, el constructivismo, <llos lo resienten: 2y somo lo voy a hacer? Algin momenro

lo aplique en coles privados. En piblicos es muy complicado. . i

HUM ! Para mi es la construccion del conocimiento por medio de experiencias propias vividas. Por medio del trabajo propio. |

| . manipulacién y relacién con el entorno, voy construyendo el conocimiento.

| de las ramas, ampoco se aplica en la prmaria, mds ficil trabajar el conductismo, uno trata de hablar del constructivismo, |

861

SYIAV.L NA SVIDNANAIXT "D ADIANIIV



KEN

Construir concepros a partic de sean dilerentes acrividades que uno, se ﬁug.;. estrategias de aprendizaje diversas que no le
der el contenido asi, clases magistrales por decirlo asi, sino de los juegos que hagamos, de las sctividades que hagamos se

pueda consteuir el conocimiento, se pueda construir el concepto como tal,

MAG

Ofrecer los recursos necesagios para que ¢l estudiante pueda crear una definicidn propia de cada coneepto, reniendo en
cuenta lo que el estudiante sabe, sacando a relucir lo que deberia de saber v sacando provecho a la capacidad de andlisis

que posea cada uno de manera individual o colecriva,

REC)

Es una tendencia & corriente pedagdgica, arte de aprender haciendo, descubrienda, aprender del errar, crear conocimiento
nuevo. Por ejemplo hay estudiantes que creen que 302 -r_’ntl Los estudiantes de ese error pueden sacar conocimientos,
Descubrir haciendo y aprendiendo de los errores. Los exdmenes escritos no son la mejor manera, seria mejor por proyecros,
Fl constructivisma busca interiorizacion del concepto en sus propias palabras, no por los libros. Ejemplo, conjuntws no

solo en matematica. Trata que con sus palabras digan lo que aprenden.

SR

_F.s.rj rc[,;u;immd? en todo. Constructivisea la gente creé, tiene la idea vendida qile e ]mganms badoquims. tijeritas,
hadequitos y gomira. ;¥ no e eso! Que ¢l mismo estudiante sepa utilizar cosas y que las pueda llegar a relacionar el
cancepto can la que dice. v d .

El problema es que hay gente que hace una cosa construcrivista y les dice paso a paso qué deben ir haciendo v no... Puede
ser quehayan empezado al revés v llegan a la misma conclusiof. Y yo lo que quicro es que amarren 1odo eso y lleguen al
concepra porgue nunca yo puedo ser :sp::;ﬂh,'u en Maremitica. Hay un cierro orden si, pero no puedt llegar v decirles o
asi porgue es asi ¥ no se pueden <alir de ahi. El sach no es asi, e saco tiene huecos y se pueden salir por cualquicra.

[: L = ! = i fl dd " |
A sef CoNStrucivisia mo 5 NECCAre Scaros A
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La iden es construir bajo su propio, construir el conocimiento en su propio dmbito, porque el ambiente rambién tiene
que ver con habilidades porque ellos tienen que construir con respecto a 1o que necesita, porque tal vez ellos no ven dtiles

. | cuestiones matemidricas porque no scles Nleva a un pt.mu ruds a lo que ellos viven dia a dia.

|
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Figura H.1: Sétimo afio, MEP (2012).
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Figura H.2: Octavo ano, MEP (2012).




Figura H.3: Noveno afio, MEP-(2012).
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