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Prédogo

o

Contiene este trabajo la sintesis de una ardua labor de estu
dio e mvest1gac16n en dos ramos de la Ingenierfa ; a primera vista poco, pero

en realidad profundamente vinculadas ; ellas son : la Teoria de Matrices y la
Teoria Estructural . -

Entro en €l a considerar las consecuencias de orden " estruc
tural " que se desprenden de tratar un problema de orden bdsico y general por
medio del Andlisis Matricial .

El andlisis Vectorial y por ende la Teoria de Matrices nos
aportan nuevos métodos de anélisis y desarrollo en el campo de la Elasticidad.-

No me he detenido a exponer los fundamentos de la Teoria de Matrices .~ No
lograrfa lo que me propongo con el espacio - que por economia - es limitado ,
si empezara con una introduccién a las Matrices . - Mi objeto ha sido resolver

el problema aqui presentado en una forma general y de ahi partir hacia los ca -
sos particulares , resolviendo uno en especial , por ser el de mayor importan-
cia . -

M4s bien dividi el Tema en tres partes , atendiendo el pro -
blema general , a la presentacién del problema unitario y a su aplicacién al ca-
so de piezas rectas con el fin de comprobar las ecuaciones generales obtenidas.

El espiritu general del tema tratado , queda expuesto en par
te en la Introduccién . -

He intentado de todos modos ser lo méds comprensible y espe
ro poder haber resumido y expuesto en la forma mds clara y elemental el tema
tratado . -

Las cuartillas aqui expuestas sélo tienen valor si constituyen
la expresién del estudio y comprensién que debe ser norma del auténtico profe -
sional . - Es bajo este espiritu que he llevado a cabo este trabajo , y es por eso
mismo que pido benevolencia al Honorable Tribunal para enjuiciar el valor de
éste . -

Al final doy una bibliografia de las prestigiosas obras de 1la
especialidad , que me ayudaron en el curso de mi labor a apreciar sugestivo -
un trabajo que sin entusiasmo podr{a parecer monétono . -

Muchos amigos me han concedido ayuda y consejo , por lo

cual les estoy muy agradecido , pero en particular quiero dar las gracias al se-
fior Ingeniero Luis Gonzdlez . -



9ntroducedisn

Las mds importantes "teortas cldsicas de estruc
turas indeterminadas ' pueden ser ordenadas en tres divisiones mayores :

a ) - El método de trabajo minimo atribuido conjuntamente a Menabrea vy
a Castigliano ( Italianos ) ;

b ) - El método generad de estructuras indeterminadas , acreditadas pri -
meramente a Maxwell ( Inglés ), pero suplementado por Mohr y Mtller -
Bresbau ( Alemanes ) ;

c ) - El método de pendiente y deflexiones ( Slope Deflexion ) de desarro -
llo comparativamente reciente ; fue formulado en los Estados Unidos en
1915 por G.A.Maney y extendido en 1925 por Ostenfeld un profesor Danés.

En los dltimos 25 afios los ingenieros , en su ma
yor parte Ingleses y Americanos , han creado y re- creado parte del viejo
arte de "computar" . - Es asi como la "ciencia del an4lisis numérico! ha
desarrollado gran variedad de métodos de computacién .

7 Los métodos denominados "métodos de aflojamien
to " datan de Gauss , quien uséy recomendé el método bédsico , Seidel quien
probd su cornvergencia para sistemas lineales . -

Fue Southewell quien redescubrié el método de -~
Gauss y lo denominé de " Aflojamiento " (Relaxation).- El y su escuela lan
desarrollado el método y llevado su enorme aplicacién a la ingenierfa Yy
ciencia . -

Luego Cross , el cual propuso métodos iterativos
para la solucién de vigas continuas en el afio 1932. -

Por otra parte , el desarrollo de mdquinas digita
les amputadoras modernas ha dado impetu al uso de matrices por motivo
de la facilidad con la cual las operaciones matriciales fundamentales pue -
den ser hechas con estos instrumentos de cédlculo . -

Matrices fueron introducidas en la matemdética por
Cayley en 1857. -

Ellas dieron una notacién compacta y flexible par
ticularmente {til para trabajar con transformaciones lineales , y presenan
un método organizado para la solucién de sistemas de ecuaciones diferen -
ciales lineales . -

Es asi que muchos problemas pueden ser concisa
mente formulados con su uso y resultados numéricos prédcticos pueden ser



obtenidos por medio de sus teoremas . -

La nocién bdsica de los " Métodos de Aflojamiento!
aplicada a la teoria estructural es la siguiente :

"' en cualquier problema espect
fic® puede ser diffcil obtener soluciones por ataque directo, es fdcil sinem-
bardo invertir este proceder y calcular las fuerzas o momentos que deben
ser aplicados para mantener desplazamientos y rotaciones especificas ."

El principio fundamental de todo método indirectoes
el siguiente ¢''podemos siempre determinar el error de una solucién de tanteo
POCO-
En sf mismo este principio tiene/utilidad préictica ,
porque una solucién de tanteo tiene poco chance de ser aun aproximadamente
exacta . -

El Método de Aflojamiento usa nr"léétodos de ajuste sis
temdtico al aplicar una serie de " operaciones " , cadaiina solucién indirec-
ta de una clase particularmente simple , canalizando en esta forma una solu -

cién de tanteo , { ya sea buena o mala ) , hasta que esté conforme con alguna
norma de exactitud, -

En el Andlisis Eldstico de cualquier tipo de Estructu
ra , la consideramos , como mera abstraccién hecha para conveniencia mate-
miética , reemplazada por un ' diagrama esqueleto ' en el cual los miembros

son reemplazados por lineas y las uniones por '' puntos nodales ' en los cuales
esas lineas se intersectan . -

El tipo de "Y"operacién ' de caracter mds simple que -
podemos aplicar sobre una estructura es la imposicién de un ' desplazamiento
de nudo ! o de una ''rotacién de un nudo ' por las cuales un nudo es desplazado

o rotado en su valor unitario y en alguna direccién especificada , todos los otros
nudos siendo mantenidos fijos . -

Es claro que determinadas fuerzas y momentos serdn
requeridas para este propésito, no solamente en el nudo que es '"movido ", si
no también en cada nudo que esté conectado con élpor algin miembro de la es-
tructura , vy, ademds que las las fuerzas y momentos tendrédn "direcciones "
las cuales diferirdn ( en general ) de las del desplazamiento o rotacién . -

Podemos calcular las fuerzas y momentos de cualquier
nudo , de cualquier estructura , siempre que podamos hacerlo para cada extre
mo de un miembro componente Unico de ella , teniendo cualquier direccién es-
pecificada : esto es lo que se denomina el "problema unitario ". -

Su solucién nos daré informacién respecto de cualquier
desplazamiento o rotacion que deseemos imponer ; y porque cuando se conozcan
las fuerzas y momentos introducidos por cada desplazamiento o giro de nudo



que sea posible , podremos entonces trabajar con cargas especificadas cual4
quiera aplicadas a cualquier determinada estructura . -

Es esta dltima parte del cdlculo la que es el campo
de los ' Métbdos de Aflojamiento '

El1 " problema unitario '"es pues el problema bdsico
para el planteamiento de una solucién de cualquier estructura por medio de
los Métodos de Aflojamiento ", -

Podemos plantearlo en la siguiente forma :
" Un miembro AB de una estructura cualquiera conecta dos puntos A,B, 1los
cuales tienen una posicién relativa cualquiera . -B siendo mantenido fijo , des
plazamientos y rotaciones son impuestos sobre A. - -

Qué fuerzas y momentos , en consecuencia , son im
puestos sobre los nudos Ay B ?. -

Es decir buscamos las Ecuaciones que nos relacio -
nen los desplazamientos lineales y angulares relativos con un sistema de ar
ga determinado o viceversa y la geometria de la pieza . -

Consecuencia directa del " problema unitario ' es
la Teoria de la Rigidez que desarrollaremos luego . -

El "problema unitario " ha sido resuelto en diversas
formas para gran variedad de casos particulares , y aunque fue planteado vy
resuelto por varias maneras desde hace mucho tiempo , su desarrollo se ha
aumentado en épocas comparativamente reciertes,

El problema que nos planteamos en esta Tesis es la
resolucién del " problema unitario " para el caso general o lo que podriamos
denominar " la resolucién del problema unitario general "

Con el desarrollo de muchos instrumentos modernos
de célculo , el campo de aplicacidén del andlisis matemdtico ha sido grandemen
te aumentado . - Entre ellas , el " Algebra de Matrices ", debido a la potencia
y utilidad préctica en el anédlisis de ciertos problemas de importancia técnica ,
lleva la pauta . -

El hecho de que la "' ley generalizada de Hooke " rela
ciona las fuerzas y deflexiones de estructuras lineales eldsticas por transfor -
maciones lineales , hace este sujeto particularmente bien adaptado a las aplica
cion®s del algebra matricial . -

Nos proponemos en este trabajo indicar un modo gene
ral de atacar el "' problema unitario " por sus estructuras eldsticas por inter -
medio del Algebra de Matrices . -
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td . 1) LA PIEZA PRISMATICA

Hay una categoria de sélidos de grande importancia
en las aplicaciones . - Nos referimos a las piezas llamadas " prismdticas ". -

En los cuerpos de forma alargada , en los que unadi
mensién ( longitud ) predomina sobre las otras dos ( seccién transversal ) se
obtiene la médxima sencillez de cdlculo mediante un conjunto de abstracciones
simplificadas que nos conducen a la nocién denominada '""pieza prismdética .

Una linea ( recta , curva o alabeada ) llamada direc-
triz y por la ley de variacidén de una figura plana ( seccién normal ) que se des
plaza a lo largo de la directriz , de tal forma que su centro de gravedad reco-
rre esta linea y su plano es siempre normal a ella , la definen geométricamen
te . - . v

Es claro asi , que al desplazarse en esta forma el 4-
rea plana a lo largo de la curva directriz , es engendrada la pieza . -

Consideraremos la pieza como unidimensional , con-
siderando como dnica variable independiente la longitud de la directriz . -

Es conveniente referir la directriz a un marco Carte
siano de referencia 0¢i caracterizado porun grupo de vectores unitarios
€., 82,63 ( bases del sistema ). -

Las coordenadas de la directriz estdn definidas para
métricamente en términos de la abscisa curvilinea 1 . - Escogemos como ori-
gen de ella , un punto arbitrario 1 = o.~

Las coordenadas de un punto P cualquiera , del cuer
po eldstico las denotaremos por un vector o matriz columna :
Xl(l)
X = Xafl) { 120505
x3(1)

Para el estudio de las piezas alabeadas es necesario
adoptar en unién con los ejes fijos , otro marco de referencia , las posiciones
absolutas del cual estdn cambiando en alguna manera especificada . - Introduz-
camos as{, un triedo mévil Jui en cada punto de la directriz .- Estos marcos
estdn caracterizados por un grupo de vectores unitarios , o bases del sistema,
&, , &, & , como notamos en fig. 1.1.1,
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directriz alx

&

Fie. L.
€,

El vector&. es tangente a la directriz , y los vectores
&, ,&; , coincidirdn con los ejes principales de inercia de la seccién en cual -
quier punto . -

La base del segundo sistema Qi { sistema mévil ) pue
de ser puesta en términos de la del primero Q¢{ por medio de una expresién 11
neal -

Ki = Qi€ + Qic€a+ Qiz€s= .?aaj € (i=nz3) (1.1.2)

Es decir en notacién matricial

a=EA' Lis 2 . 2)
endonde @& vy E son matrices hilera , a saber

A= (00,A,, &y ) 5 £2(Ey, Eq, Ey) (L A.3)
y A'es la matriz transpuesta de A= la; I la cual es la matriz de coeficientes
en la transformacién lineal . -~ En otra forma , puede aparecer como una maulti

plicacién matricial de A por la matriz transpuesta €', oc'=Ag' .Aqui®yZ’
serfan matrices columna . -

Ahora,dos bases de vectores E,,E,, E; y 4,,4,, &,
nos darédn dos grupos de coordenadas x; y x’: para cada vector Fl :

Las nuevas coordenadas del vector r en términos’de
las antiguas , pueden ser escritas en notacién de matrices en la siguiente
forma :

X =X*A, o X" =XA (Lrio®)

3 : ; -
justamente como si fueran las ecuaciones para una transformacién lineal biuni
voca . -



Como en nuestro caso estamos usando sistemas Eucli
deanos , la nueva base®@; ,&, ,&,, serd normal - ortogonal - .- Esto 51gn1f1ca

que la matriz de coeficientes A es ortogonal y el inverso A'es también ortogoml
e igual a A' -

Entonces las componentes §‘ , g.; s vy by Earse §.
de cualquier vector medido respectivamente paralelo a los ejes fijos y a los ejes
en movimiento en fig. 1.1 estardn conectadas por la sustitucién lineal

f B A§ s § -.3, % matrices colurmay en la cual

a‘“ al‘L a‘ls
A =la, a, a (1.1. 5)

Ay 33 23

en donde a,, , ay,, as3, denotan los cosenos directores de los ejes tipicos en movi
miento Ocwc; referidos a los fijos O€;

El siguiente diagrama ortogonal , el cual relaciona las
direcciones & con las direcciones fijas€;, nos ayudard a aclarar lo anterior :

I| E'\| E‘a Es
&, 1y, m,¢ n;
&, 1, m, n, (1.1.6)
0431 Iy, m; n,

1

En donde 1; ,m; ,n{ ,son los cosenos directores de los

respectivos ejes .- La matriz A de transformacién serd :
1, m, n,
A=ll, m, n, {1.8.7)

1, m; nj3

Asumimos aqul que el determinante de la matriz A

1, m, n, |1z M, N,
l, m, n, |5 -1 o | , m, n,| =+1 (1.1.8)
1, m, ny | 1, m, n,

Esto puede siempre ser ameglado por una escogencia
determinada de las direcciones O« , O«

Consecuencias del esquema ortogonal que describimos ,

tenemos las siguientes relaciones entre los cosenos directores §
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RefGelt & i

m: + m:+m;

nt o+ nisn

E.m. + Lmz + fams = O

MmN+ MmNz $MaNy =

‘2,ﬂ1+ fznz‘l’ 2;7\5 =

o

[
o]

Pz = MmN - NNy

m, = 231\. 3 ﬂ:gs (ll9>

Me = zama‘mn za

:‘c;
"

M3 Nz -M2N3

Ty = yzn;— N2 23
n, = ngs i Lm;
‘?3 = NymMz ~ N2y
msy = an-—n.fz

My = m:Zz 2 mz&



(1.2;,)

Planteamiento del Problema

El problema que nos ocupa puede plantearse asi ¢

El sélido eXldstico descrito estd sujeto a un sistema
de fuerzas activas ( sistema activo)general, actuando entre las secci ones -
1=0 al.-

Esta solicitacién de fuerzas exteriores es contrarres
tada , en el equilibrio, por las " reacciones " de sustentacién que actuardn en

los " apoyos " o sistema reactivo . - El sistema reativo depende :

a ) Del sistema activo
b ) De las condiciones de apoyo
c ) De la geometria de la pieza

a ) Conocemos ‘el sistema activo cuando se conocen
la magnitud , direccién y punto de aplicacién de las fuerzas que constituyen el
sistema solicitante . - En consecuencia estas fuerzas son funcién del pardme -
trol .-

Este sistema de fuerzas exteriores reales ( de masa
y de superficie ) puede ser sustituido en su conjunto en el cdlculo por uno me-
cdnicamente equivalente ( igual resultante y momento ) o en nuestro caso por
un vector resultante R (1) v un vector momento M (1) , los cuales suponemos e
feridos al sistema fijo de referencia OEg;

En notacién matricial :

- R, (1)
R=R(1)=|R, (1) vector fuerza (1.2.1)
R, (1)

M, (
M, (1) vector momento
M

Aquf R'y M'denotan matrices columna { RyM matri-
ces hilera ) - {Ver fig 1.2.1. )

b ) Se conocen las condiciones de apoyo cuando se -
pueden determinar las rotaciones y desplazamientos de los apoyos ( directa o
indirectamente ). -

c ) Estd conocida la geometria de la pieza cuando se
conocen sus dimensiones y la ecuacién de su directriz . -

Suponemos conocidas las caracteristicas fifsicas y geo
métricas de la pieza y sus condiciones de sustentacién . -



Nos proponemos encontrar las ecuaciones que ligan
los " esfuerzos internos "' en cualquier punto en la directriz de la pieza con
las ' deformaciones " respectivas y por consiguiente el "' sistema reactivo ',

ECUACIONES DE EQUILIBRIO

(1.3) - Esfuerzos Internos y las Fuerzas Exteriores

Demos al cuerpo una separacién hipotética virtual -
( cuerpo libre ) en cualquier punto arbitrario de abscisa curvilinea l = 0. -
No se alterard el estado equilibrio ( o de movimien
to) en la pieza , si aislada y conservando las fuerzas activas , sustitufmos
la accién que sobre &l ejercia el resto suprimido del cuerpo por fuerzas apli
cadas sobre la superficie del corte y distribuidas convenientemente . - =~

Denominaremos estas fuerzas , distribuidas sobre
la superficie del corte virtual y que producen la inalterabilidad del comporta
miento mecdnico de la pieza aislada como " esfuerzos o reacciones internas'.

Estos esfuerzos se les considera , distribuidos de
un modo continuo sobre la seccién , y a cada punto de ella corresponde una
reaccién llamada unitaria ( por unidad de 4rea ) , que es la razén limite en
tre el esfuerzo total que corresponde a una cierta 4rea que comprende el pun
to de magnitud de esta 4rea , cuando la extensidén de la misma decrece , t_g__ﬁ
diendo anularse . -

Sabemos que a cada punto que se considera en un -
cuerpo y para cada orientacién de un corte virtual en é1 , corresponderd un
esfuerzo unitario interno o tensién para cualquier orientacibén de la seccibén -
virtual . -

Con relacién a las tensiones internas no se pretende
determinar los esfuerzos elementales . -

- Nuestro corte es aquel que determina una "direccién
principal " de carga estdtica , es decir aquella en la cg.al el_des;ﬂazamiento -
en un punto producido por una fuerza actuando en esa direccién en &l es para-
lelo a la fuerza . -



Deseamos sblo conocer los esfuerzos internos tota
les que a.ctua.n sobre la seccién , es decir , la suma o integral de las accio-

nes , elementales sobre esta cara a los largo del 4rea de la seccién

Las tensiones internas en la seccién 1 = 0 tendran
una. resultante S de componentes s, , 8, , S3 y un momento 0 de componen
tes q, , 9, , 9, con respecto a los ejes fijos

En notacién de matrices si S vy Q denotan matrices
columna , luego

S =|s, , fuerza resultante de tensién
S3
(1,3 1)
1 ql
Q =1g, , momento resultante
93
€2

Fic. 1.3



Cada accién S tiene tres componentes con respecto a
la pieza , o lo que es lo mismo en relacién al triedro mévil Doy a saber :

a ) Componente normal d la cara, G

b ) En el plano de la cara y normal a las aristas , {5

¢ ) En el mismo plano y paralela a estas aristas , T,

La suma de las componentes elementales que consti-
tuyen la resultante a ) denominada esfuerzo normal T, darédn a su vez un mo
mento respecto al centroide de la cara , el cual denominamos momento flec-
tor

Las componentes de b ) proporcionan el esfuerzo tan

gencial C; y el momento de torsién y las de c ) nos dan el esfuerzo tangen
cial ¢, y el momento flector =

Los esfuerzos totales incégnitos son 6 por cada cara
que se seccione . -

Para relacionar los esfuerzos internos entre si’y con
las fuerzas exteriores es necesario equilibrar el resto de la pieza ( ﬂ,)o ) ha
ciendo consideracién de las fuerzas internas que se desarrollan al cortar la
pieza por una seccién normal en el punto arbitrario P (1) de coordénadas de

finidas por el vector X y que equilibran el resto de la barra constituida por el
conjunto de abscisa curvilinea superior a la de P (1) . -

Para ello aplicamos a su equilibrio ( estdtica ) o a su
movimiento ( dindmica ) las ecuaciones generales de la Mec&nica Racional.

Entonces , en P (1) tenemos :

i

:'R_+_'§- , resultante
, momento respecto a Og; (1.3.2)
, momento respecto a P (1)

2R
1

~

e

=IO

K

Todas las matrices columna referidas al sistema &
T Obi 4=

Estas dos ecuaciones vectoriales ( 6 ecuaciones aa
1fticas ) nos dan :
' Tres ecuaciones de anulacidn de la resultante de to
das las fuerzas que actdan sobre la pieza ( estdtica ) , .

Otras tres ecuaciones de anulacién del momento de
las mismas fuerzas , en el equilibrio . -

Como hemos visto las fuerzas que intervienen son :
las tensiones sobre las dos secciones del corte virtual y las fuerzas exteriores
que actdan sobre su masa (vgr. la gravedad ) o sobre la superficie ( exterio

res ) .- Las fuerzas exteriores que aparecen en estas ecuaciones figuran dnica



mente por su resultante

Y su momento . -

Es conveniente para el anélisis ulterior , transformar

las ecuaciones anteriores refiriéndolas al triedo mévil . -

centro de gravedad de la

t y T matrices hilera

t'y T'matrices columna {1:3:.3)

es una matriz columna (1.3.4.)

t|
ta
ts

esfuerzo cortante segin el eje E,
esfuerzo normal segin el eje £,
esfuerzo cortante segin el eje E;

nu u

en P (1).

En consecuencia

t = A(R' ¢ s') (1. 3.5)

De igual manera haremos con el momento respecto al
seccibn

N A, siendo m y N matriceshilera,

m -

m'= A N', siendo m'y N'matrices columna (1.3.6)

en donde
m,

l'I'].l = ms ( L. &, 7@ )
my

y

m, = momento flector en torno al eje E,

Momento de torsién respecto al eje E,
momento flector en torno al eje E,

nouou

en P (1)



La expresmn N puede ser puesta en otra forma al expre
sar , el producto vectorial T x X en notacién de matrices en la forma que sigue :

Tx x = XT §3. 3: 8. )

En donde X es la siguiente matriz antisimétrica :

f0 Xy( 1) -Xq( 1)
X (1) =|-x(1) 0 k) i b
x,(1) -x(1) 0
Entonces‘
N' =k ¢ XT' = (M:+qQ")+ XT ¢ ], 280
Luego
m = AMQ) + AXT
m=A(M+Q)'+AX(R+S) (1. 3. ¥1)
En resumen , las ecuaciones referidas al triedo mévil -
son ¢
t'= A(R+8) ‘
m= A(M+Q) + AX(R+S) {d. 3L 12

Las ecuaciones (1.3.12 ) nos relacionan los " esfuerzos"
existentes en una seccién de 1l = o, con las fuerzas activas y con los esfuerzos re-
sultantes en cualquier otra seccién de abscisa curvilinea 17 o de pieza . -



(1.4) Ecuaciones - Deformacién - Esfuerzo

Las ecuaciones que restan hasta completar el sistema
que permita determinar las incégnitas , se obtienen del siguiente modo :

para la deformacién se toman como incégnitas las tres
componentes del recorrido eldstico del centro de la seccién referidas , al siste
ma de ejes coordénados trirrectangulares méviles , con ‘origen en el punto con-
siderado . -

El conocimiento del recorrido eldstico de cada punto -
de la directriz determina la directriz deformada y fija también el corrimiento
de cualquier otro punto de la masa de la pieza , de acuerdo a las hipétesis elds
ticas .- Es decir , calcular la deformacién de la pieza en funcién de las tres -
componentes incégnitas del corrimiento eldstico de su centro . -

Lias tensiones elementales sobre las caras seccionalas
virtualmente y cuyas componentes hemos designado pora ), b), c ), estdn liga
das a la deformacién de la barra por las ecuaciones fundamentales de la elastici
dad tridimensional . - -

Analicemos un elemento infinitesimal de pleza PP com
prendido entre las abscisas 1 (P) y1 + dl ( P') . - Como dijimos en el ndmero an-
terior (1.3 ) para los ejes principales de inercia o " direcciones principales "
la deformacién se produce a lo largo de su propia direccién , presentdndose sé
lo alargamientos o contracciones Si , es decir el desplazamiento producido
por una fuerza actuando en una de esas direcciones es paralela a la fuerza . -

Considerar el punto P centroide del 4rea considerada
de la pieza y referida al sistema de coordenada mévil , en este caso con origen
en P . -

Sea una carga unitaria aplicada en P en la direccién -

€, ; luego si las fuerzas aplicadas en P y los desplazamientos estéticos que -
ellas producen estdn relacmnadas por la Ley de Hooke , esta carga producird
desplazamientos fu,f, , {3 , en las direcciones @&, , &, , &;j3, respectivamen
te | -

Similarmente sean los desplazamientos producidos por
cargas unitarias en las direcciones @4, , &; iguales a fio s 225 f32, Y i3 s f3 s
f,; respectivamente . -

Los desplazamientos 5, ,Sz ,83 de un punto P
debidos a una fuerza P que tiene componentes p, , p, » P3 , €n las direcciones
coordenadas son S

1

S:
s

faup tfHie Py +fn Ps
f, Py + 22 P, ffza P3 (1.4.1.)
f3ip, t I3 P2 #f3 P3

nnn



Los coeficientes ij son las flexibilidades , y 1la
matriz cuadrada F =| {11- | (Tr.4.2) es llamada " matriz flexibilidad "

Es demostrable que si el cuerpo es conservativo , de -
forma que no pueda servir como fuente de energia , Fij = h‘i , de tal mane-
ra que la matriz F es simétrica y satisface la ecuacién

F =F' (1.4.3 )

. En general , también la ecuacién puede ser resuelta pa
ra las componentes de fuerza p, , P, » P3s , y escritas asf:

P, = Gidy + Cuda CISSS
P = Caidr + Czadz + Casds (1.4.4. )
Ps= Cudi + (3282 + €138

Lios coeficientes Cij son llamados los ' coeficientes de

rigidez " ; la matriz cuadrada c =1¢ill =
es denominada la ' Matriz rigidez " vy satisface la siguiente relacién :
c=F" (1. 4.6.)

Es decir , la matriz rigidez es la inversa de la matriz
flexibilidad . -

También si el cuerpo es conservativo , C es simétri-
cay Cij=cji’° C =¢C! (1.4, 7.)

En el caso que analizamos , como estamos asumiendo
una direccién principal de carga estdtica , entonces la matriz flexibilidad ser4
la siguiente :

£, o 0
F = O fgz O ( 1. 4.8)
0 o fa

una matriz diagonal , en la cual f, , f,,, fa3, son los coeficientes de ﬂexibﬂi
dad , propiedades del miembro considerado .

En adelante denotaremos la matriz F en la siguiente -
forma més simple :

; O O
F=|0 5 O (1.4.9.)
O O fa

en la cual f;, y f3 son los coeficientes de deformacién por cizallamiento que
dependen de la caracteristicas de la seccién y f, es el coficiente de deforma -
cién por esfuerzo normal , cuyo valor es el siguiente :



T e
. =% (1.4. 10)

en la cual

E denota el médulo de Young para el material
A el 4rea de la seccién transversal del miembro

De acuerdo a lo que antecede la ecuacién matricial qude
que liga los esfuerzos con las deformaciones , la podemos expresar en la siguien
te forma , referida a los ejes médviles : -

d8'

n

Ftdl (2.2 119

en donde "
d8

la seccién P respecto a la P'

matriz columna , desplazamiento elemental de

t = matriz columna de significado conoecido
dl = diferencial de longitud P-P'
F &

matriz dlagonal denominada MATRIZ FLEXIBILI
DAD

Referida la ecuacién a los ejes fijos la ecuacién (1.4.11)
es :

d§' = A'Ft' a1 (1.4.12.)
La matriz d8| podemos representarla asi:

. as,
a§ =|ds. (s )
a4,

en donde los coeficientes dS{ representan los desplazamientos elementales in-
ducidos en P por los esfuerzos t; respectivos .-

1
Como la seccién P tendrd un giro respecto a P por la
accién m , consideraciones iguales a las anteriores se deben hacer -

Si representamos el giro por un vector o matriz cdum _
na de'( giro elemental ), la ecuacién que lo liga con los momentos m es la si -
guiente , referida a los ejes méviles :

de' = G m'dl (1.4.14.)
ecuacién matricial en la cual

d e = denota una matriz coumna o vector rotacién de
la seccién P respecto a P
dl ym =son de significado conocido , y G

€1 O &)
G =|oO g O {1, 4. 1% )
@] O g



es la matriz que denominaremos " Matriz rotacional "

Los coeficientes g;de la matriz rotacional tienen el siguiente
significado : '

| | —— -
g, % == = —— o es la rigidez a la flexién con -
respecto al eje O, EL, EAk,

I -, A .

g, = /C es la rigidez torsional de la seccién transversal
Aquf C es un coeficiente mis complejo que depende de
las caracteristicas de la seccién , y

| : ( S 4z
gy < e = = es la rigidez a la flexién con -
respecto al eje O¢, El, EA&;

Aquf:

E ,A significados conocidos

I,,I, denotan momentos de inercia respecto a los ejes indica
dos por el subindice

ki ,k3 radios de giro de las secciones respectivas . -

La matriz se puede representar en la siguiente forma :

den
de = | de- (1.4, 16)
d 8,

en la cual los coeficientes d@;representan los giros elementales inducidos por los
respectivos momentos m; en la seccién considerada

Respecto a los ejes coordinados fijos la ecuacién (1 . 4 .14)
serd ¢

de' = A Gm'dl (1. &B20aM



£ 1,5 ) Movimiento eldstico relativo : ecuaciones

Para obtener el movimiento eldstico relativo de la
seccién l,respecto a la seccién 1 necesitamos hacer el siguiente anélisis :

Asumimos como hipétesis que no existe deformacién
en toda la pieza excepto en la longitud diferencial dl de P P!,

Analizaremos asi la accién ( aislada)que el elemento
de barra , entre 1l yl1+ dl, produce en determinada seccién , decir en el pun-
to B, de la directriz , que corresponde al =L, , suponiendo inmévil la secci&kn
P'correspondiente al + dl . -

La pieza total estard ahora formada por dos trozos i
gldos separados por el elemento mfuntes imal dl deformable . - Mantenemos {i
ja la parte de abscisa l superior a Ple investigamos el movimiento del segundo

trozo rigido . -

Entonces la seccién en Po girar4d un dngulo © 1den
ticoa (1.4.15), y el punto Po de coordenadas definidas por el vector Xo respec
to a los ejes fijos tendrd un desplazamiento equivalente a :

dA'°= dS ¥ de' »® I';IDO
= d & + de x (Ro-%) (Y 5. L)
El producto vectorial incluido puede ser escrito en otra
forma y . '
dAs = d &8 + (Xo-X )de' (1.5.2)
en donde

X tiene el significadode (1.3.9)
Xo es la matriz X particularizada para el vector %o
Xo= X (1lo)

Podemos resumir las ecuaciones matriciales anterio-
res (1.5.2) (1.4.11 )y (1.4,14):

as'

(1.4.11) = = A'Fta
(1.4.14) = de' = A'G m'dl (1. 5r % §
(1.5.2 ) = dAL= d§'+( Xo- X ) de'

vy las ecuaciones eldsticas definitivas serdn :

de' = Af m'dl
da, = A'F t'dl4( Xo - X ) de' (2.5 96 )



directriz

Fie. 1.5.1

Fic. 1.5.2



(13-12 ) , y haciendo las respectivas sustituciones , tendremos :

de' =A‘[GA(M'+Q') WGAX (R4 s‘)]dl

es decir ' \ . \ .
de' =A'GA(M+Q)dlt AGAX (R+S)dl

dAay = A'F A (R + S )'dl+ ( Xo-X)[ , o (1.5.7.)
[A'GA(M+Q)'d1+A'GAX(R,4S)d1

La integracién de las ecuaciones ( 1.5.7. ) nos dardn el
movimiento eldstico relativo de la secciénde 1=Lo y 1=L.- (P, o P )

Las matrices resultantes de la integracién y que dependen
de las caracteristicas fisico-geométricas de la pieza as{ como de las cargas activas
que actien sobre ella pueden ser denotadas en la siguiente forma :

Li |
(3‘ = AGAAd

= AGAXadl (1. 5. 8. )

L| Ll
§ = A'GAMdl +[A'GAXRd1

L, s
L, :

F‘ = (Xo-X)AGAAl (1. 5. 9 )
L,
L, ' Ly '

Ky = AF Ad (Xo-X ) A G A Xdl
L, Le
Ly | iy ‘ L, ,

Xz = AFARdlY (Xo-X) AGAXRth ( Xo-X) AGAMdl
Lu Lo Lo



£, . 63 Ecuaciones Finales de deformacién - esfuezo "

Entonces las ecuaciones matriciales generales de !" de -
formacién - esfuerzo " entre dos puntos cualquiera sobre la directriz de la pieza
eld-tica general son las siguientes ; despues de llevar a cabo la integracién :

L)
uon

0(|Sl + p| Ql 4 Xl
A, o(,_S'-thQ'-;A/z (1.6.1.)

En el caso hiperestdtico general , son desconocidos los
coeficientes de las matrices S'y Q'respecto a OE; , los cuales son los esfuerzos in
ternos en la seccién que arbitrariamente hemos tomado como origen de las absci -
sas curvilineas . -

El movimiento relativo de ciertas secciones , serd el que
impongan las condiciones de sustentacidén de la pieza .- Al suponer conocidas las -
condiciones de los apoyos , podremos determinar las constantes respectivas . -

Las ecuaciones (1.6.1. ) pueden ser escritas en la siguien

te form‘a c 3 :
e oy )

v = pl - 4 X‘ (1. 6. 2.)
Ay "loa gl Tlal g

E=D>\o+x (1.6.3.)

en donde , observando ( 1.6.2.)

D = denota la matriz cuyos elementos son las matrices
de integracién o, 8, o2, B2 .- Es una matriz de orden (6 x 6 ), cuadrada .-
. Podrfamos denominarlia la " matriz de influencia "

>\o = representa la ' matriz esfuerzoenl = o " cuyos ele
mentos son los vectores o matrices columna S‘y (G', es una matriz { 1 x 6 ) de orden,j
rectangular . -

= la podemos denominar la " matriz activa " pues sus
elementos son los vectores o matrices columna b/. , 8/2 , €s de orden (1 x6) -
(observar 1.5.8y1.5.9) .-

| . € = es la'matriz deformacién' , constituida por los vec -
tores G}Ao,esdeorden(IXS)\

Las matrices de ( 1.6.3.) estdn constituidas por elementos
que son submatrices o matrices minores de elementos . - Se puede decir que la ecua
cién (1.6.2.)esla (1.6.3 ) pero con las matrices particionadas en blocks . -



La ecuacién ( 1.6. 3. ) puede ser resuelta para >\° as?:

Ao =D (E-V) (1.6.4.)
| ¥

en la cual D es el inversode D. -

] | 1 ]
Es decir , dados © y Ao , podemos encontrar S vy Q
los esfuerzos y momentos internos de la secciénopnl = o . -

’

Obtencién de D~

D es una matriz cuadrada de 6 x 6 con 2p=6
hileras , particionada en 4 matrices cuadradas de 3 x 3 , p = 3 hileras . -

El inverso de D lo denominaremos E , donde ED = U ma
triz unitaria de orden 2p = 6 .- Sea E particionada en la siguiente forma -

A B
E

en la cual
C D

A, B, C, D, son matrices cuadradas de p = 3 hileras .
P

Como E =D tenemos @

A B o, 1 UP 0
RM =U = oc ﬁ =

G B : Po o Uy

en la cual UP es una matriz unitaria de orden p = 3.

Entonces :

Aoy + BX2 = Up ;AB, + BB =0

COC|+D0<z=O;Cﬁ,+Dﬁ,_ =UP (1.6.5.)

En donde O es una matriz cuadrada cero dé ordenp = 3, -
Estas ecuaciones puden ser resueltas con 4lgebra ordinaria , excepto que debe tener
se cuidado al llevar a cabo las operaciones en orden correcto . - La solucién es :

A = --oL-:,_ 5 ot

B = c>c;'/a f}‘

c = @& Lilin 6 iy

D = O

luego -1



Como podemos observar de ( 1.6.7.) hay que calcular los
reciprocos de dnicamente dos matrices e Y @, 50

La ecuacién ( 1.6.4.) puede ser reescrita en forma parti-
cionada en la manera siguiente :

L - -1
S| ]"O(al(jzpll 0(‘2 6' Xl
& o o B (1.6. 8)
L ?l O Ao 82
Dados los valores de S'y Q'en la seccidén 1 =o0 podemos -
"' en cualquier otra seccién de abscisal . -

Q

calcular los ' esfuerzos

. . Las ecuaciones definitivas son obtenidas , si sustituimeos
los valores de Sy Q de (1.6.8 ) en las ecuaciones (1.3.12 ), a saber :
]
t
ml

A(S'+R') \ :
A(Q'+M) +AX(R+S) (1.3.12)

I

referidas al triedo mévil . -

El problema planteado en éste capitulo queda con ello re
suelto . - .
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(2.1) PROBLEMA UNITARIO

Podemos establecerlo como sigue :

" Sea MF una'pieza eldstica alabeada , teniendo orientacién arbitraria , de
material y seccién transversal uniforme , la que conecta dos puntos My F -
de una determinada estructura . -

Mantengamos F fijo e impongamos desplazamientos
A y rotaciones © en el extremo M. -

Que” fuerzas y momentos , en consecuencia , son -
impuestas por el miembro sobre los nudos F y M ?

Lia barra la consideramos referida a un sistema fijo
de referencia y definidas sus coordenadas por un vector x =X (1), - El ori -
gen de la abscisa curvilinea 1 serd el punto medio de la longitud total L de la

directriz .- Los extremos de la pieza corresponderdn a los valores siguien -
tes de 1 ¢
lo = -\f2 extremo M
1 = +L[2 extremo F (2.1.1.)
En el extremo M, el cual se mueve , & y ©
denotardn : .
A = vector desplazamiento de M
© = vector rotacién de M
y asi denotaremos por Mt y w™ las correspondientes fuerzas y momen

tos actuando en el extremo M movido :

vector fuerza en M
vector momento en M (2.1.2,)

o

~T
wm
referidos al sistema coordenado fijo . -

En el extremo fijo F denominaremos a las fuerzas y

momentos inducidos por .t y¢M , en donde

Pl == denota el vector fuerza en F
g =— (LM + & x X;) denota el vector momento en
F (2.1.3.)

referido a los ejes fijos . -

Es facil ver cuales fuerzas y momentos en consecuen
cia son ejercidas por el miembro sobre los nudos :

En el nudo que se ha movido :

-

tamy = - (Wut.um ) E 2 B



y en el nudo fijo :

3]_":-'!
nou
k 4
Bl et}
3
|

b ® % {2.1.5. )

(2.2) Solucién

Dados los movimientos relativos Aj © entre los -
dos puntos M y F podemos aplicar las ecuaciones (1.6.8 ) y(1.6.1 ) del capf
tulo anterior , haciendo las siguientes consideraciones : -

.

a ) los valores de M ¥ R en este caso serén nulos ,pies
asumimos que no hay cargas a través de la luz ;

b ) Los limites de integracién serédn —-‘é— . +l-2— de acuer
doa(2.1.1.).- ‘ a

En consecuencia , X. vy x,_ son nulos para éste caso y
)

. = 5 Alcax a

-Uz
(&l B

g = 5 AlcAaa

_Lll

le Le
oy = S A'F A dl +S(Xo;X)A‘GAXd1

-z L

- e b2, 2. &)
B = S ( XX ) AG A

Ay,

en donde Xom es X particularizada para el punto M, es decir :

Xou= X (lo) = X (-Y/2) (2.2.3 )

Entonces las ecuaciones que representan el giroy el
desplazamiento de las secciones extremas (1 =#*Lfz ) segin (1.6.1.) son
las siguientes en nuestro caso particular :

e. = 0(..5‘ +F.Q.‘
A = e, S+ 3 Q w2 . &® .0



cuya solucién para S‘y Q' es segdn (1.6.8. )
s' e 2N )
Q' "« 8- et e (2. §.8)

Para el caso que analizamos las ecuaciones (1.3.%2 )
se deducen como sigue :

t = AS. /
m' = AQ' 4AXS (2. 2, 6 )
o’ ordenando :
1 ' [}
t = AIS +OAQ
m = AXS +IAQ' (2. 2. 7-)

Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas ha
ciendo uso de blockes como sigue : -

4 9 4

= (%L @ s’
m 2K &1l l@ (20 @ 8.4
. J
as decir ¢
¢t fds, "8 4 5
km‘ AX A Q (2. 2. 9. )

referidas a los ejes méviles . -

Refériendo las ecuaciones ( 2.2,9 ) al sistema fijo ,d

tenemos : e
Tk
1 S

[t' o '
m' X 1 Q
L J
y ‘ Sustituyendo en (2.2.9 Yo en ( 2.2.10 ) los valores de
S v Q obtenidos mediante ( 2. 2.5 ) deducimos :

I I B ¥ . o || @
m'| = -X 650,046, Xoq' | | A L2, 2l )

i i

( 2. '&. 10}

} . .
en la cual t y m' son los esfuerzos y momentos en una seccién cualquiera de abs
cisa curvilinea 1 , referidas a los ejes fijos . -

Las fuerzas y momentos actuando en el extremo M mo
vido serdn

I i

St o, G2 B ol o'
S AT SR Fdo2r 02}

en la cual Xom es X particularizada para X ( lo =— L/2) i

\
“m



Las fuerzas y momentos inducidos en F ( fijo ) resul
tan :
-~ -t - \
F t‘ = —azejg' 0(1 e\
g’ ~Xoptla .+ KXotz | | A {2..2.13)
en donde X o = X (1=*Yz )

Las ecuaciones (2.2.12 )y (2.2.12 ) nos resuelven
el problema que planteamos en una forma general en ( 2.1 )

P | -1
-~ 0Ly @2 é, CXZ

La matriz . i
-X“’lezen‘}gl Xal ( 2. 2. 14)

la denominaremos la '' matriz de influencia "

Podemos resumirla expresdndola en la forma siguien
te :

ol
Y = ng (2.2 15)

en la cual las matrices o4, @, ', S tienen el significado que se deduce de
(2.2.12)y (2.2,15), siendo matrices de orden ( 3 x.3 ). -

Los componentes de las matrices d'@'X'S son deno -
minados comunmente ' coeficientes de influencia " . -

En el capitulo siguiente haremos un andlisis mdés deta
llado de estas matrices . -
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(3.1) PROBLEMA UNITARIO

El planteo del problema es el mismo al caso expuesto
en el capitulo precedente con la dnica diferencia en que ahora , ' la pieza es
recta ' , y al igwml que antes , con rigidez uniforme a la flexién . -

Investiguemos entonces las distorsiones producidas -
por desplazamientos terminales en un miembro M F de orientacién arbitraria,
v uniforme en seccién transversal y en material . -

‘ re§erl'da

Consideraremos la directriz de la pieza/a un sistema
de referencia 0t;, el cual para facilitar , lo consideraremos con su origen O
en el punto medio de la pieza , o lo que es lo mismo en 1 = o como abscisa cur-
vilinea .- Ver fig (3.1.1.) -

'E'5
III|
|
_'_'_,_:-"'-
--FFFFF'_'_'_,.:-'-" N
| g \ 5
f%"f ok : *L/
W o f/%’%//’“ ’ Fig(3.1. 1)
* :
v 0 - ;.

_ La ecuacién de la directriz serd x=1. k (3.1.1.)en
donde k es vector unitario sobre la directriz : -

k = COSCL €.+ COSE €, + (00 ¥ Ex (3.1.2)
Aquf

cosa = 1, son los cosenos directores de la linea res
cosg = m, pecto a los ejes fijos. -

cosy=m, (3. 1. 3)

Las ecuaciones paramétricas de la linea serdn :

x, =11 3 %x,= lm,, x5 1ny (3.1. 4)

La matriz A de transformacién ser4 constante e iguala:
fl- m, T Con las propiedades ex

A =\l m, n, puestas en el capituloT,
15 m n, (3.1.5)



En consecuencia :

o In, -1 o n, -m,
X = -lnz (o} 112 = 1 ‘nz o 12 ( 3. 1 .6 )
lm, -11, o m, -1, o

Despreciaremos , en el estudio presente , la deforma
cién debida a los esfuerzos cortantes , es decir asumiremos que los coeficien -
tes por cizallamiento f, y f3son cero ; luego de ecuacién (1.4.9)

o o o
F=|o s o = constante (3.1.7.)
o o o
l 5
expresién en la cual f2 =FL coeficiente eldstico por esfuer
zo normal , - -
También
g o o
G =|o B o = constante (3. 1.8
o o 8

de significacién iguala (1.4.16 ) F y G son constantes debido a la constancia
de la seccién transversal y el material de la pieza , condiciones asumidas ante
riormente . -

Con los datos oltenidos con las expresiones ( 3.1.5.) ,
(3.1.6. ), (3.1.7. )y (3.1.8) estamos en capacidad de plantear las ecuacio
nes ( 2.2.12 ) que resuelven el problema . - Es necesario entonces calcular ‘el
valor de'la matriz de influencia "Y'y para este caso particular que estudiamos. -



(3. 2) Célculode 6t By , Xa, £,

Si denominamos con Z a la siguiente matriz antisimétrica

o] n, -ITly
z = |[-n, o Is (3.2 1)
B, -1, o

entonces obtenemos en ( 3.1.6 ) lo siguiente

X = 1Z (3.2. 2.}

y Xom serd :

1]
1l

s L
Xom 5 Z = Z { 3.924.8 )
1
expresién en la cual Z es el transpuesto de Z. -

Tambied

(XOM-X)=(_‘§-+1)Z' TRy

Si denotamos a A'G A por K, y llevamos a cabo las operacio
nes matriciales indicadas , -

2
2gili Ygi mili Tginili
K = Tl i® T gi mi ni { 3..28 5¥)
Zgi ni?

matriz simétrica y constante -

El término A'G A X puede ser arreglado en la forma siguient
A'GAX = KX = 1KZ = 1 W (3.2.8,})

La matriz ( KZ ) = W es una matriz constante e igual

1‘13( By~ gl) g.l.mg- g;lzmo g.l. Ny- gglg.n.
W = g.m-la' ggmal- m,m4( g, - 85) BTy Ny~ ZyINgT)
g, 13- gangl, g,n, My~ ganam, nnz( g,- g,) i 3. 27 )

Obtengamos ahora el término ( Xom- X ) A'GA:

(Xom- X ) A'Ga

L 1 i i .
('E*l)Z-K (E*l)v (3,2.8)

en donde V es una matriz constante

(3]



Lla( g - gs) g.m 13- gzm,1, g.n,l3- gym,l,
V =lglimz- g;hm, m,m;( gi- gi) g.N, M3~ gyNamm,
g, ling - gslyn, g,m,ny- gymyn, n,ng( g - gs :
: (3. 279)

El producto matricial ( Xon s X ) G A % puede ser expre-

- sado asti

(Xom-X)AGAX = (& s1)2'K1z =( Lk +1)1(2'KkzZ)=(E s1): 10
g (3. 2. 10)

Aqui U es una matriz simétrica y constante , a saber

2 2
glit gls gsm, L + gemsly gan, L, + g4l
U gsrn'f +g,m} 83Ty ML + g Ty (3.2.11)
g0+ 8,10y
El término A'F A serd :
1. 1, 13 o o o 1t m, n.
AFA =s{m, m, m;| |o h, o| |l m, n. (3.2,12)
ny  np ngy o o o 13 m3 n,
2
. h,1, h,l,m, h,l;n.
AFA = h,m? h,n,m,| = h,J = constante (3. 2. 13)
hen}
expresién en la cual J es una matriz simétrica y constante :
2
Iy l,m, 1,n,
J = md o0 930 (3. 2. 14)
nl
2
Con los datos que preceden podemos calcular ®iy Biy sy s
segdn (2.2.1 )y (2.2.2.):
|8
th 2 f2
¢, = widl = L W} = 0
i 2 o .
% (3.2.16]
rll
Kdi = LK

. = Jth



3 3
OLyz== Lhomz+ L (9.m3+gsm?) \.hzn,m#'% (g15my+g,nm,)

LIZ L'z

ol, = \h,Jdl+ 3 ( L—i+1)1Ud1
L2 -t
L
<, = h,JL 4 .U (3. 2. 16)
ie
Lz
= Layyyva =1
é- S ( 7 ) 7z ¥
Ly
Las expresiones para K, Uy V ya han sido obtenidas v en -
consecuencia €., 62, s estdn determinadas . - Nos falta dnicamente
efectuar la suma matricial’'de ocz en ( 3. 2. 16 ) . - El resultado de esa opera

cién nos da la siguiente expresidén para :

Lh, 1 +|L;(3 .\i+33\.2) Lh,m., +l‘—; (L}.m3\3+9 ml) U, +L‘~:: (j\n;\uchn.\,)

3 T
Lh,r 4 %(g.nzﬁtj,n.) J (3.2.17)

Luego ®™, es una matriz simétrica y constante . -

(3.3.) Célculode ol § @7
i

Con los cuatro valores calculados X, @« ,X2, B, pode -
mos plantear las ecuaciones ( 2.2.4.), o lo que es igual calcular la matriz de
inﬂuencia\{—

_ Para calcular las matrices componentes o¢, g, ¥, kY
de Y para poder llevar a cabo las operaciones indicadas es necesario
primero calcular los inversos a/7 kj @,"'

, La obtencién de un inverso para la matriz &z es una opera-
ci6én muy laboriosa .- Daremos aqui dnicamente su resultado final

' 2 2
c‘c‘l\l + % (b‘\b“'ss\}) LL\"lm‘L\‘L + —;——%(B|m3‘3+65 m"') ‘E‘Kﬁnl\1 + —\\% (B|n3\3+63n"b 1
2= & 412 (B Bym?) O i & Bamyg by.m)

2 z
—E“—‘-Inz ""-\—é (Bln: +Byn, )

J

(3.3.1)



. expresién en la cual

i |
B‘=——3’ v B3=——— (3. 3. 2.)

9Is
En el caso del inverso é:' el procedimiento es sencillo, en
efecto , si @. =LK luego 4 S L ntest .
67 =(tk) = ¢ e = A6 (3. 3.3.)

-1 - \ (P
6. = _[AGA (3. 3. 4.)

-1
El inverso G de G es el siguiente :

- V9- 0 o By o o
G =lo Y9, o |= |o C o (3. 3. 5.)
o o '/33 o o B,
en la cual T = é- vy By y By son los mismos de (3.3.2).-
2

Si efectuamos las operaciones en ( 3.3, 4.) obtenemos la siguien
te matriz simétrica para @\_' 3

2e R : _
+  |BL+CL+Bl; BLm,+CLms Blm,  Bln# Clng Bln,
e = B, miC mi+B,m Bmn:Cmn+Bmn,
Bynl +C. n} +B;n}

(3. 3.6.)

(3. 4. ) C4lculo de la Matriz de Influencia

Repitamos la expresién para la '' matriz de influencia "

-l ]

—o3 B, 6. o5
i = 2 R Nl (3. 4.1.)
= Xoust2 B, 87 467" Xonts B )
a ) Cdlculodeoe :

R

- u}‘ (@2 @,")



Luego : _" )
L = “0‘2(-‘—_2— Z)

Realizando las operaciones necesarias , obtenemos :

- L1ls ( By- B)  Bymyl, - Byml,
d_ — _l;z_ = leam‘_ B;l..rxl3 rn,m3( B3 4 Bl)
Bjyn, - Bln,  Bympn,- Bmn,

b ) Célculo de ¥ g

J
.

(3. 4. 2.)

B,n,l‘ - Biyls
B,nm,- Bnm,| ( 3.4.3,)
nng( By- B,)

Y
- o BB+ 87 = Ko (5 o) 460
J%’L‘(-oc{@,@.-‘)«& g = Sfusrg (3. 4. 4.)

Entonces , calculando el primer sumando , llegamos a la si

guiente matriz simétrica :

e Bl B  Bml+Bym), Bmnl+ Byn,l,
-51:0(. = B, m? + B,mj B,nm, + Bynym, (3. 4. 5.)
Bn? + Bynf
Ast X , haciendo la suma matricial indicada es :

%1;+-%( BB Slma 2 (BlLm .+ Blm,)

¥ = Lty (B4 Byml)

c ) Cdlculo de S 3

§= xowi' = L.z of

La expresién anterior nos da :
S G 1113 ( B}‘ Bl) Balsm; "B\]-»rng

| Bmsh- Bimnils m,my( B;- By)
B;nl, - Bin,l3 Bnm, - Bnym

%—-Lgng é'c( B/lln,+ B;l;n,)
_CC' mzn,_-»—‘%_-( B,m.n.i»Bsm!n})
—%n‘i + -‘%( B,n}+ Bynd)

(3. 4. 6)

(3. 4. 7)

B,lyn, - B,Lns
Bymyn, - Bym,ng| (3. 4. 8)
nn,( By~ By)

d ( Cédlculo para €=?": lo encontramos en ( 373.1)

Con la'matriz de influencia " para el punto M calculada,tene
mos resuelto el problema unitario en piezas rectas , pues la ecuacién ( 2.2.12)

3




queda planteada . -

En los ndmeros que siguen haremos un estudio m4s com

pleto de las matrices 0‘,@-,8,8 y el cual nos explique el significado ffsico de
sus componentes . - .

(3. 5.) Los coeficientes de influencia

denominadas comunmente ' coeficientes de influencia "

Las " componentes " de las matrices 0(,@,6,8 son

La notacién de ' coeficientes de influencia ! fue introdu

cida en el andlisis estructural , por SOUTHWELL , y nos permitird expresar
en una forma concisa las relaciones ( 2.2.12 ) y estudiar el significado estruc
tural de las matrices &, 8, 6‘ S vy por consecuencia el de la matriz de in =
fluencia Y, .- ’

Los coeficientes los podemos denotar de la siguiente ma
nera :

Ve
f;f_\- denotan las fuerzas en la direccién e‘ que llegan
a un nudo como resultado de desplazamientos en

las direcciones 9;

N

rir} = denotan los momentos en la direccién [} que se
inducen como resultado de rotaciones respecto a
ejes [} ( pares de direccién igual al movimien-
to de las agujas de un reloj J. -

)

= denotan las fuerzas en la direccién ; que llegan
por el efecto de rotaciones respecto a ejes Ty

0
s
!

= 3

Lf; = denotan los momentos en la direccién {; que son
inducidos como consecuencia de desplazamien -
tos en la direccién ﬁ) (3.5.1.)

Las siguientes identidades son consecuencia de la Rela-
" cién Reciproca de Maxwell :

— N — V)
- BR, Rh = G
== — — ~ (3.5 2.

]}

- .J
!

Gy =

-

0% = P



. Los coeficientes de influencia aquf considerados son evi -
dentemente propiedades del miembro cuyos nudos son movidos . - Dadas las di -
menciones y el material de una estructura , podemos tabular los datos para cada
miembro --

Las matrices o, g, S & pueden ser escritas de la no-
tacién anterior en la siguiente simple forma

r 5

ot B o5
~ ~ e

o = far. Pz P (3.5.3)
. _ ~ anti-simétrica
Gaf e\ EAE

~
L3 0

T T B X
e = \?% &6 6. (3. 5. 4.)

= . simétrica
@5 ?1?3‘ ?393
LY o
[ ~ —~ — )
r|rl r‘l.rl - r'ir'
~ — ~
| = 2 Gh ne (3.5.5.)
simétrica
~ ~ S
nr oh nh
\ /
r k'
—~ — ~
ne e, - “f
~ N
2% (3.5.6.)

anti-simétrica

o)
i

£ R)
2

-~
r&?z \'3 ?5

De acuerdo a las expresiones anteriores podemos deno -
tar los coeficientes de influencia como sigue :

P
0 = 5%-1} —‘E?-—- ( B,'+ B,L),

P
Q_‘?lz—ELA-nfz*—'\%-(Bsnﬁ‘} B, 1) (35, 7)

> 2
s =2 o 4% (Bt + Biny)

continda en la siguiente pag.



o~
@ft= ez?s = EA ¥ T T(an,q»Bm!n)

Rh = QP =_E.‘£Ln212+—-(Bn‘l, + Bnl, )
—~ ~
B = 66 = B Lms 2 (BLm ¢ Bm,)
-~ (od 2 4, 2z 2
LA = LA . ( By1,+ Bgly)
ne = -%— rn§+ -———4‘; ( Bym?+ B, mz)
= (@
fsr, = -—L— n‘; + 4 ( B n.+ Blnz) ( 3. 5. 7 )
—~ ~
o= Gh = LL" xnzn,i»'ir-_— ( Bymn,+ Bymyn,)
G = Gh = _\. nzl,_ % ( Byn,1,+ B,n,l,)
& (= 4
5 = W = L L ( B\lim, + B;l;m;)
— ~ I
WP o= ?.f. E \3 ( By- B)) 1,15
~ ~
e = Rra = 2 ( B51 m,- B, Lm,)
F«?z = " = -5 (Bym, 13 Blméll)
LR = ?zri = -—G‘?——( B;- B,) mym;
ri?z = e:.r} = "“%{‘ ( B3m|n3' B; m3nl)
~ — [
o= @% = & (Bynl,- Binyl,)
nf = B = _Gﬁ. ( Byn,m,- B, n,m,
-\ an 6
ﬁ% = ?;rg = —'3_-- ( B3- B|) n‘ng
N\ —
r;?' - f‘r3 - %___ ( Bc)3\| n, - 6‘\3'\0)
(3.6.) Ecuaciones Deformacién - Esfuerzo

La ecuacién ( 2. 2, 12 ) puede ser resuelta en las dos ecwa
ciones matriciales que siguen :

\
t

. g el . S A‘

o~ ©' 4 @A‘
(3.6.1.)

Asifmismo ( 3, 6. 1. ) se puede representar en otra fornma
a saber @



r 3 r 1 .

t, =0 (Aq

tz. = oL ©1 3 6 Az

Lts J es } LAS J

¢ r y 7 i (3.6.2.)
my o A,

ol = x .| + § A,

™, L ©s ) | B3

Ecuaciones en las cuales t; , m;, € y &i son las compo
nentes de " esfuerzo ' y deformacién " respectivamente , en el punto M de la pie
za . -

Las ecuaciones ( 3.6.1. ) podrfamos denominarlas las ecwa

ciones de " Slope - Deflexion ' generalizadas a estructuras en el espacio tridimen
cional . -

Encontremos la representacibén analitica de ( 3. 6.2.). -
Viene representada por © ecuaciones :

t = é:?. A""é:?'bl"'é:e'AS"' él-\r' 91 ‘\'é?z el+ é?393

~ i) ™ 7~
£, = FRAERRAFBRA+ EF 04 QR4 B 0,

ame e

(3.6.3.)
—~ —~ ~ ~N ~\ ~N
ty = ?-?3A=* Qs+ PR AL+ RN O+ L6, ¢ A5y
m‘ = FTF-A\“" EéLAZLF‘\xAS +ﬁ9(+€'\‘q 92-\-&03
N ~— o~ ~ - ~
m, = PO+ GQAYLAANLO,+ 6+ GO, | (3.6.4.)
— '’ ) ~ ~\
my = GR At GPA LRAL GO+ 6RO Th6,

J

Las ecuaciones anteriores estdn referidas a los ejes fijos
y nos resuelven el problema planteado . -

Usando ( 3.6.3.) v ( 3.6.4.) , podemos calcular los efec-
tos de cualquier desplazamiento de nudo que sea requerido , sobre cualquier -

miembro particular , y en consecuencia sobre todos los miembros que llegan a
cualquier nudo en particular . -



(3.1.)

Miembros con igual rigidez a la flexién

Las expresiones ( 3.5.7. ) pueden ser simplificadas cuando

el miembro tiene la misma rigidez a la flexién contra doblamiento en todos los
planos , y entonces B = B, = B; (decir)

De acuerdoa (1.1.9 ) para los cosenos directores , pode -
mos reemplazar las expresiones ( 3.5.7.) por :

)

6 = 60 = QR = 2R Fx( i) |
?3\?7. = €6 == ‘: m"r,\t » é\&:aﬂ - ‘:nn.Qz. 4 P:‘P.=é\ﬂ_= ﬁ,Q;mt .

Gh, nf 6t = 48 +Ga (X, m,2) |
Gh=%h=Gmn, , th="L=Gnl, . fn -0 =Ghm, ,
- T it o ol (3.7.1)
~f= -G - - - 689, |
- fp.=-fr. = p-gn - 68 n, |
en donde F = ‘E-\:A- —\2*%,-' 3 G = CL46

Fuerzas y momentos impuestos sobre los nudos

loasd Ehutidades §y ¢ 4 'ty , Ty 4 ey , ‘Mg, wen (5.8, 3) v
(3.6.4.) son las fuerzas y momentos que llegan sobre el miembro en su extre-
mo ( M ) el cual se movié como se explicé en el Capitulo-2 . -

Es as{ evidente y de acuerdo a las expresiones (2.1.4.) vy



(2.1.5. )}, que las fuerzas y momentos que como consecuencia son ejercidos -
por el miembro sobre los " nudos " son los siguientes :

" en el nudo que se movié en el aflojamiento "

tym , tam , tam , (M) , (M) (ms)-\ = ty, tg, t;: my, m,, m;,)

(3.7, 2)
y en el nudo ‘fijo:
By tig s B = B, L tgh Ty te 13y
(m)g = m+L(n,t, -m,t,)
(my)e = mz+L(1,_t3—n,_t.)
(my)e = mye L(myt, -1z tq)

Usando estas f6rmulas podemos calcular directamente los

coeficientes de influencia que son necesarios para obtener las fuerzas y momen
tos sobre los nudos fijos y en movimiento . -

Los resultados que obtenemos serdn dados para el caso de
B.IE B, = B .=

En este entendido obtenemos :

" Para lo.s coeficientes de influencia adecuados al nudo que
es fijo "

~—

P

Cand — 2
¢ = Rbr = QB¢ = ‘?{% + Fx(l,m2 n2)

é\PzF = é:P‘F = szf\i 3 F/-i);p = é:?of = Ff\-,,Q,_ . @P’F=€ﬁ:=rgzmz i

e — —~ x
g = Qhe = r;rgg = —2% + H 1( 1)m:»n:) )
. ~ o~ —~ — P 3 . 4—
r;r.l c —-— r.‘f‘c = H m.,_n.,_ ’ r¢ ra‘ - f;r;; = anQl s ﬁﬁp:):l;t:"‘p‘mi 3 ( ; )
- — — — —~ s
e= Ghe = GLe= Qs = Ghe=fGe = O
P —~~ —~ ~~
r7. 3 = -Q‘ir'l.: :-rZP'LC = ezra | = G—%{ Qz b]
~ —~ -~ —~
e ®-NaE =-0fe=Qf ¢ = G.%. m, |,

> i ~ —~
(itr z‘@.r.F =‘GBF=?-"1F = G_@i_ r,



en donde F:E%_\Z%; H = C +26

Yy

" para los coeficientes de influencia apropiados al extremo
que ha sido movido "

~ ; z &l 3
é\"“ ) é:%‘“ 5%6* = _‘2% - FX(Q,;,mz, n‘\.)
g (e i o N\
%(’1.‘ = atim = -‘:mtnt Y é\&u" %gu = —anQ; N ?,e.n = ?Té.n :_F QIML .
F}unyazu,ﬂ\rsu - *4—%—6 X(Q:,m;':,n:)
(:r‘“ = F:r‘“ = = sznl s E;‘;“ = :;lﬂ ="G anl L) ({:'M:E\'L:- GQ1m1
~ 5 e ~ il ~\
r'e'“ a e‘r“‘ » r’-@u‘?—;ﬁn = rl?,..a: ?3";" =0 (3.7.5)
N ~
@lﬂ = éa\rtm': g 3‘?“&"‘?‘!—"3:« S C’%Q‘- ]
m il P ~
60m = (hu =—Nfiu= "@-rm d G% M= ,
.
E\"M:e"r‘" =‘r:e'~\=_6r?’M &= 6%‘ .
en donde F = ES_ = ¢ % : G @ C._L45

-En el caso estudiado el m:embro MF tiene ambos extremos
" rigidamente unidos " . -

Indudablemente , pueden suceder casos en los cuales uno

s
dos o tres componentes de rotacién sean resistidos en un nudo en particular ; y
el proceder en otros casos es obvio

{3 & ) Casos Particulares

Muchos casos particulares pueden ser obtenidos de las expre
siones derivadas para los coeficientes de influencia en el capitulo que precede

Los casos m4s importantes que se deducen de las ecuaciones
anteriores son 10s que se refieren a " Estructuras Planas '



El " problema unitario ' es resuelto en los siguientes casos
de importancia :

a ) " Pieza de orientacién cualquiera , esforzada por fuer-
zas en su propio plano "

. Los coeficientes de influencia para éste caso son obtenidos ,
si la pieza es de seccién transversal uniforme , de las expresiones (5"(4-) é
{ 3.7.5.) cuando los términos que contienen B y C son omitidos y haciendo -

n, = 0 , de forma que el miembro caiga en el plano ( €,,€, ) .-

b ) Sienel casoa)hacemos my, =0 (yen consecuencia -
1, =%l ) obtenemos los coefici®ntes de influencia cuando la pieza es horizontal.
Las ecuaciones que se obtendrédn serdn las conocidas de " slope deflection "' .

c ) En el caso b ) las ecuaciones obtenidas son aplicables a
vigas continuas sobre soportes ya sean rigidos o eldsticos .- Asumiendo sopor-
tes rigidos obtenemos el " problema unitario " del " Método Cross ", el cual
emplea ' rotaciones de nudo " pero no desplazamientos de nudo . -

d ) Cuando B = 0 ( de tal forma que todos los momentos fle-
xionantes desaparecen ) las rotaciones no tienen efecto , y obtenemos el rdle -
ma unitario cuando la pieza de seccién transversal uniforme pertenece a una es

tructura ' plana " con " nudos articulados ' .-
€ ) " Pieza de orientacién cualquiera , esforzada por fuer -
zas transversales "
o
En este caso n, = O comoena ), la" rigidez torsfal™ C
debe ser usada , y B como antes es la rigidez a la flexién ( uniforme ) del
miembro .- Ahora sinembargo , B se relaciona a la flexién que envuelve de.

flexiones perpendiculares al plano ( €,, €. ) ; previamente estaba relaciona
da con este plano . -
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