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Resumo

Este estudo visa compreender as aprendizagens de conceitos de &lgebra linear e as
competéncias de modelacao postas em pratica por estudantes universitarios da Costa Rica, no
contexto de uma experiéncia de ensino apoiada na realizagdo de tarefas de modelacdo
matematica com recurso a tecnologia, em que se adota o trabalho em pequenos grupos e a
realizacdo de discussdes finais na turma. O estudo surge como iniciativa do investigador de
introduzir novas praticas fundamentadas no trabalho com tarefas de contextos reais, na
disciplina de Algebra Linear onde é professor. O enquadramento tedrico para fundamentar o
estudo aborda duas tematicas: Ensino e aprendizagem da éalgebra linear e modelagéo
matematica no ensino superior.

O estudo segue uma metodologia de investigacdo qualitativa e interpretativa, integrando
uma vertente de experiéncia de ensino. Os participantes sdo os estudantes de uma turma da
disciplina MA1004 de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica, com modalidade de
laboratério de computadores. A experiéncia de ensino, referéncia central deste estudo, apoiou-
se na realizacdo de tarefas de modelacdo ao longo do 1.° semestre do ano letivo 2019, na
disciplina referida. A recolha de dados incluiu a observacdo participante do trabalho dos
estudantes na realizacdo das tarefas de modelacdo propostas, incluindo notas de campo e
gravacao em audio de episodios de sala de aula, recolha documental das suas resolugdes escritas
e ficheiros digitais criados por eles nas tarefas, questionario e entrevista semi-estruturada com
estudantes.

Os resultados permitem concluir que na experiéncia de ensino os estudantes mobilizaram
uma grande diversidade de conhecimentos para formular modelos matematicos,
maioritariamente conhecimentos de algebra linear de forma analitica, enquanto outros recorrem
a nocdes informais de conceitos de algebra linear e a conhecimentos formais de outras
disciplinas. Os estudantes também evidenciaram competéncias de modelacdo ao percorrerem
diferentes rotas de modelacdo, mas observando-se dificuldades, maioritariamente na
interpretacéo e validagdo dos resultados obtidos a partir do trabalho sobre 0 modelo matematico.
No final, os estudantes reconhecem a importancia das tarefas de modelacdo para fomentar a
aplicabilidade dos conceitos, competéncias e discussGes em sala de aula, embora também
refiram dificuldades associadas a exigéncia cognitiva das tarefas.

Os resultados permitem, ainda, avaliar positivamente o papel das tarefas com tecnologia
na consolidacdo da aprendizagem dos estudantes, sugerindo que uma experiéncia de ensino
com as caracteristicas adotadas neste estudo pode ser usada no ensino da algebra linear para: 1)
diminuir a abstracdo associada pelos estudantes a alguns conceitos; 2) promover competéncias
matematicas ndo mobilizadas no trabalho com tarefas de contextos de matematica pura; 3)
diagnosticar possiveis dificuldades que o estudante pode evidenciar em futuras tarefas, através
das rotas de modelacdo; e 4) aproveitar a tecnologia para ir além da simplificacdo de
procedimentos de calculo matematico.

Palavras-chave: Algebra Linear; Modelacdo matematica; Tecnologia; Ensino Superior;
Experiéncia de ensino.
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Abstract

This study aims to understand the learning of linear algebra concepts and the modelling
competencies put into practice by university students in Costa Rica, in the context of a teaching
experiment supported by carrying out mathematical modelling tasks using technology, in which
small groups work is adopted and final discussions are made with the whole class. The study
arises as an initiative of the researcher to introduce new practices, based on the work with tasks
of real contexts in the Linear Algebra course where he is a teacher. The theoretical framework
of this study addresses two main themes: Teaching and learning of Linear Algebra and
mathematical modelling in higher education.

The study follows a qualitative and interpretive research methodology, integrating a teaching
experiment. Participants are the students attending the MA1004 Linear Algebra course at the
University of Costa Rica, with a computer laboratory modality. The teaching experiment,
central reference of this study, was based on modelling tasks carried out throughout the 1st
semester of the 2019 school year, in the referred course. Data collection includes participant
observation of students work in solving the proposed modelling tasks, complemented by field
notes and audio records of class episodes, and their written work and the digital files created by
them in the tasks. Questionnaires and semi-structured interviews with students were also used.

The results allow to conclude that in the teaching experiment the students mobilized a great
diversity of Linear Algebra knowledge to formulate mathematical models, mostly in an
analytical way, while others resort to informal notions of linear algebra concepts and knowledge
from other Mathematics courses. The students also demonstrated modelling competencies when
performing distinct modelling routes. However, difficulties were observed mainly in the
interpretation and validation of the results obtained from the work on the mathematical model.
At the end, the students recognized the importance of modelling tasks to promote the
applicability of concepts, the development of competencies, and class discussions, although
they also referred difficulties associated with the cognitive demand of the tasks.

The results also allow a positive evaluation of the role of tasks with technology in the
consolidation of students learning. A teaching experiment with the characteristics adopted in
this study can be used in linear algebra teaching to: 1) decrease the abstraction that some
concepts have for students; 2) promote mathematical competencies that in generally are not
mobilized in tasks with only pure mathematics contexts; 3) diagnose students’ difficulties in
further tasks, through their modelling routes; and 4) take advantage of technology to go beyond
the simplification of mathematical procedures.

Key words: Linear Algebra; Mathematical modelling; Technology; Higher Education;
Teaching experiment.
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Resumen

Este estudio visa comprender los aprendizajes de conceptos de &lgebra lineal y las
competencias de modelacion puestas en practicas por estudiantes universitarios de Costa Rica,
en el contexto de una experiencia de ensefianza apoyada en la realizacion de tareas de
modelacion matematica con recurso a tecnologia, en que se adopta un trabajo en pequefios
gruposy larealizacion de discusiones finales con todo el grupo. El estudio surge como iniciativa
del investigador por introducir nuevas practicas fundamentadas en el trabajo de tareas con
contextos reales, en la disciplina de Algebra Lineal donde es profesor. EI marco teérico para
fundamentar el estudio aborda dos tematicas principales: Ensefianza y aprendizaje del algebra
linear y modelacion matemaética en la educacion superior.

El estudio sigue una metodologia de investigacion cualitativa e interpretativa, integrando
una vertiente de experiencia de enseflanza. Los participantes son los estudiantes de un grupo
del curso MA1004 de Algebra Lineal de la Universidad de Costa Rica, con modalidad de
laboratorio de computo. La experiencia de ensefianza, referencia central de este estudio, se
apoyo en la realizacion de tareas de modelacion a lo largo del 1.° semestre del afio lectivo 2019,
en el curso referido. La recoleccién de los datos incluye la observacion participante del trabajo
de los estudiantes en la realizacion de las tareas de modelacion propuestas, incluido notas de
campo e grabacion en audio de episodios de la clase, recoleccion documental de las
resoluciones escritas y archivos digitales creados por los estudiantes en las tareas, cuestionario
y entrevista semiestructurada con estudiantes.

Los resultados permiten concluir que en la experiencia de ensefianza los estudiantes
movilizaron una grande diversidad de conocimientos para formular modelos matematicos,
mayoritariamente conocimientos de algebra linear de forma analitica, mientras que otros
recorren a nociones informales de conceptos de algebra linear y a conocimientos formales de
otras disciplinas. Los estudiantes también evidenciaron competencias de modelacion al recorrer
diferentes rutas de modelacion, pero observandose dificultades, mayoritariamente en la
interpretacion y validacion de los resultados obtenidos a partir del trabajo del modelo
matematico. Al final, los estudiantes reconocen la importancia de las tareas de modelacién para
fomentar la aplicabilidad de los conceptos, competencias y discusiones en la clase, aunque
también refieren dificultades asociadas a la exigencia cognitiva de las tareas.

Los resultados permiten, todavia, evaluar positivamente el papel de las tareas con
tecnologia en la consolidacion del aprendizaje de los estudiantes, sugiriendo que una
experiencia de ensefianza con las caracteristicas adoptadas en este estudio puede ser usada en
la ensefianza del algebra lineal para 1) disminuir la abstraccion asociada por los estudiantes a
algunos conceptos; 2) promover competencias matematicas no movilizadas en el trabajo con
tareas de contextos de matematica pura; 3) diagnosticar posibles dificultades que el estudiante
podria evidenciar en futuras tareas, a traves de las rutas de modelacion ; e 4) aprovechar la
tecnologia para ir mas alla de la simplificacion de procedimientos de calculo matematico.

Palabras llave: Algebra Lineal; Modelacion matematica; Tecnologia; Educacion
Superior; Experiencia de ensefianza.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo refiro os principais aspetos que foram considerados e justificam a realizagdo
deste estudo, que envolve uma experiéncia de ensino implementada numa disciplina de Algebra
Linear, no ensino superior. Comeco por apresentar a motivacéo que, como professor do ensino
superior, me leva a escolha do tema a investigar numa area da Matematica onde desenvolvo
atividade docente. A seguir, descrevo a pertinéncia do estudo, particularmente no contexto do
ensino superior da Costa Rica, explicitando o porqué de ser pertinente uma abordagem didatica
da algebra linear em sala de aula, envolvendo tarefas de modelagdo matematica com recurso a
tecnologia, apostando no trabalho em pequenos grupos e na discussdo coletiva dos produtos
finais com toda a turma. Posteriormente, apresento o objetivo do estudo e as questdes de
investigacdo a que procuro responder. Termino com uma descrigdo global da estrutura e

organizacao deste estudo.

1.1 Motivacdes pessoais

Falar de Algebra Linear implica mencionar uma das disciplinas de que mais gostei no meu
curso de licenciatura em Ensino da Matematica, contribuindo grandemente para 0 meu
conhecimento matematico e para a forma de ver a geometria euclidiana e o estudo de funcdes
de um ponto de vista vetorial. Nesta disciplina encontrava uma forma diferente de trabalhar a
Matematica, um mundo novo gque nunca tinha indagado, apercebendo-me que alguns conceitos
ja conhecidos, como o conceito de distancia minima, o conceito de funcéo linear e os conceitos
de area e perimetro de figuras geométricas bidimensionais e tridimensionais, eram trabalhados
nesta disciplina numa outra perspetiva — a partir dos objetos matematicos nomeados vetores e
suas combinagBes em matrizes. Efetivamente, conforme a disciplina de Algebra Linear
avancava, ia percebendo que conceitos como funcao linear, ja antes aprendidos no secundario,
eram generalizados a outros tipos de dominio e contradominio. Similarmente, o célculo
associado a distancias minimas entre objetos geométricos e medidas de areas e perimetros de
figuras geométricas tridimensionais, também ja aprendidos em outras disciplinas do ensino
superior, era facilitado quando utilizados conhecimentos de algebra linear. Assim, por exemplo,
considerava interessante poder realizar o calculo de medidas de figuras geomeétricas euclidianas
num ambiente tridimensional sem necessidade de recorrer & sua representacdo grafica, mas

antes ao tratamento algébrico de componentes das figuras. Considerava esta situacdo uma
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vantagem da algebra linear em comparacdo com o seu tratamento a nivel da geometria
euclidiana, pois tornava-se dificil para mim, nesta minha etapa de estudante, visualizar figuras
como os triangulos e quadrilateros num espaco tridimensional euclidiano e, consequentemente,

calcular medidas associadas a estas e outras figuras geométricas.

Por outro lado, essa minha aprendizagem impulsionada pelo ensino tradicional ia-se
consolidando num conformismo: o de aplicar procedimentos algébricos com a Unica finalidade
de obter uma solucédo analitica para determinada tarefa. Esse tipo de resolucdo condicionava
que eu fosse encorajado a refletir mais aprofundadamente sobre 0s conceitos matematicos em
estudo e a solucdo obtida no contexto da tarefa ou sobre outras estratégias de resolucdo. Em
particular, a reflexdo sobre o contexto da tarefa era comum n&o existir, pois 0 ensino na
disciplina de Algebra Linear era focado em definicbes formais dos conceitos, com exemplos
em contextos de Matematica pura, sem oportunidade para trabalhar os conceitos em situacdes
problematizadas da vida real. Neste sentido, a aprendizagem de conceitos lecionados na
disciplina de Algebra Linear, como por exemplo o conceito de base de um subespago vetorial,
resultava num importante contributo para minha formacao matematica, mas de forma abstrata,
ndo permitindo aprofundar o conceito e alcancar uma perce¢do da sua utilidade na vida

quotidiana.

Atualmente, como professor de Matemaética de ensino superior da Universidade da Costa
Rica, tenho tido a oportunidade de lecionar diferentes disciplinas, entre as quais esta a disciplina
de Algebra Linear, dirigida aos cursos de Engenharia e alguns cursos de Ciéncias (Fisica,
Economia, Estatistica, Meteorologia). Esta disciplina é uma das que mais gosto de lecionar,
tendo tido a preocupacdo e oportunidade de mostrar as aplicacdes da algebra linear em alguns
dos tdpicos lecionados em campos de estudo como a Fisica, a Estatistica e a Engenharia. No
entanto, surge-me a inquietude de transcender o curriculo, ndo me limitando a citar aplicac6es
da algebra linear, mas a fomentar, no trabalho do estudante em sala de aula, a mobilizacéo de

conhecimentos de algebra linear para resolver problemas em contextos reais.

Na minha experiéncia de lecionagio da disciplina de Algebra Linear também tenho tido a
preocupacdo de compreender as dificuldades que surgem durante o processo de aprendizagem
de certos conceitos, sendo de meu interesse procurar maneiras de supera-las. Especificamente,
a experiéncia tem-me mostrado que a maior parte dos estudantes de Engenharia que frequenta
esta disciplina na Universidade da Costa Rica escolhe o curso porque gosta de fazer matematica,
mas apresenta dificuldade para compreender enunciados e definigdes de conceitos de algebra

linear quando estes sdo apresentados sob um tratamento formal. Para além disso, tenho
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observado que resulta dificil para grande parte dos estudantes o desenvolvimento de
competéncias matematicas relativas a utilizacdo de modelos matematicos, quer para responder
a questdes especificas de um ponto de vista conceptual, quer para demonstrar propriedades e
teoremas de algebra linear. Acredito que essas dificuldades condicionam as aprendizagens de
conceitos de algebra linear dos estudantes do ensino superior e, de certa forma, desmotivam o
estudante a aprender.

Mais recentemente, na ultima edicdo da disciplina de Algebra Linear lecionada para estes
estudantes, tive a oportunidade de incorporar a utilizacdo de software matematico, como o
Mathematica, para o trabalho dos topicos da disciplina numa perspetiva de integracdo das
tecnologias digitais na sala de aula. Nessa altura, o ambiente implementado na sala de aula com
recurso a software estava orientado para resolver calculos extensos ou repetitivos e para
visualizar algumas representacdes graficas, ambiente que ajudou o estudante a poupar tempo
em célculos manuais, mas ndo a aprofundar na compreensdo dos conceitos ou a promover 0
desenvolvimento de competéncias indispensaveis, como a interpretacdo de informacéao
numérica. Apos uma reflexdo sobre a minha prética letiva na disciplina de Algebra Linear,
percebi que o meu ensino se tem limitado a trabalhar de forma muito procedimental com os
estudantes, privilegiando o uso da representacdo analitica, o0 que conduz a uma aprendizagem
dirigida a memorizacao de conceitos e calculos traduzidos em regras, propriedades ou teoremas,
onde a utilizacdo da tecnologia, mesmo ajudando a agilizar os calculos, ndo permite que 0s

estudantes reflitam sobre os conceitos matematicos e percebam a sua aplica¢do no quotidiano.

Perante a situacdo acima descrita, surge-me a motivacdo de procurar novos ambientes de
sala de aula que proporcionem aos estudantes a oportunidade de consolidarem aprendizagens
de algebra linear, ndo s6 fundamentadas em trabalho procedimental com modelos matematicos
apresentados ao longo da disciplina, mas também na compreensdo do conceito matematico
inserido num certo contexto real, e o exercicio de competéncias poucas vezes trabalhadas em

disciplinas de Matematica.

Entre os possiveis ambientes de aprendizagem disponiveis para atender aos aspetos
anteriores esta a modelagcdo matematica, entendida no contexto da Matematica como uma
abordagem pedagdgica em que € utilizada a matematica para resolver situaces da vida real.
Sendo a modelacdo um ambiente de aprendizagem n&o integrado anteriormente na minha
préatica letiva, realizar este estudo constitui um caminho que me entusiasma e que certamente
contribui para melhorar o meu ensino e as aprendizagens dos estudantes no futuro. E também

uma oportunidade para contribuir com novo conhecimento relacionado com praticas educativas
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na disciplina de Algebra Linear para a instituicio onde exerco as minhas praticas letivas e, em
geral, para a comunidade investigativa em Educacdo Matemaética. Finalmente, mas ndo menos
importante, este estudo constitui um convite a pesquisar sobre a modelacdo matematica no
ensino superior, oferecendo-me a oportunidade de seguir crescendo na minha formagéo como

investigador e como professor na &rea da Educagdo Matemaética.

1.2 Relevancia e pertinéncia do estudo

Nas aulas de Matematica do ensino secundario € comum os professores terem a experiéncia
de ouvir os seus estudantes perguntar: “professor, para que serve o que estamos a aprender?”.
No melhor dos casos, a resposta dada pelo professor refere alguns exemplos de aplica¢des do
conceito em estudo para convencer 0s estudantes de que a matematica que estdo a aprender vai
ser de utilidade para o seu futuro, motivando-os a querer aprender o conceito lecionado. No
caso do estudante que comeca a sua formacgéao no ensino superior, frequentando um curso com
elevadas exigéncias no que respeita a competéncias matematicas, é também comum aprender
conceitos matematicos sob um enfoque formal da Matemaética pura, esperando-se que seja
capaz de adquirir ferramentas matematicas para o seu curso, mas sem ter experiéncia, em grande
parte das disciplinas, de como se aplicam esses conceitos na vida real. Esta falta de
contextualizacdo dos conceitos matematicos impede que o estudante os aprofunde, limitando-
0 a aprendizagem de procedimentos de célculo que dificilmente permitem uma aprendizagem

significativa do conceito e saber como se aplica na sua futura profissao.

InvestigacBes revelam que a maior parte dos estudantes universitarios se depara com
dificuldades de aprendizagem de conceitos matematicos nas suas primeiras disciplinas de
Matematica, mesmo tendo tido sucesso no secundario, manifestando frequentemente que estdo
perante uma matematica com caracter abstrato e formal, diferente da matematica aprendida no
secundario (Rach & Heinze, 2017). Esta situacdo revela que existe um salto significativo na
aprendizagem do estudante quando avanca do ensino secundario para 0 ensino superior, 0 que
pode estar associado a sentir a necessidade da aplicacdo da matematica na vida real em algumas

disciplinas como é o caso da disciplina de Algebra Linear (Carcamo, Gémez & Fortuny, 2016).

A aprendizagem de topicos da disciplina de Algebra Linear representa um grande desafio
para o estudante, devido ao caracter abstrato dos tépicos com que o estudante é confrontado a
trabalhar (Costa & Rossignoli, 2017) e, portanto, a maneira como se desenvolve a lecionagédo
dos conceitos matematicos na sala de aula, incluindo a ndo contextualizagdo dos mesmos em

diversas areas de estudo (Carcamo, Gomez & Fortuny, 2017). Tratando-se a Algebra Linear de



uma disciplina fundamental para fornecer ao estudante ferramentas matematicas para outras
disciplinas do seu curso (Carcamo et al., 2016; Costa & Rossignoli, 2017), resulta necessario o
desenvolvimento em sala de aula de metodologias que ajudem o estudante a superar
dificuldades com que séo confrontados e ao professor a indagar mais sobre como reage o

estudante perante estas novas metodologias.

As investigacOes sobre o ensino e aprendizagem da algebra linear tém aumentado nas
ultimas décadas (Plaxco & Wawro, 2015), embora este crescimento investigativo ndo seja
observavel no contexto da Costa Rica, onde existe a necessidade de mais estudos focados na
aprendizagem da algebra linear no ensino superior. No contexto das universidades da Costa
Rica, quer publicas, quer privadas, a Algebra Linear ¢ vista como parte fundamental das
disciplinas obrigatdrias que deve incluir um curso de Engenharia e ciéncias, como a Matematica
e a Fisica. No caso particular da Universidade da Costa Rica, esta disciplina € frequentada por
estudantes de cursos de Engenharias, Fisica, Economia, Estatistica e Meteorologia sob a
identificacdo da sigla MA1004. O programa da disciplina MA1004 enfatiza trés objetivos gerais
de aprendizagem que podem resumir-se em: 1) contribuir para a formacdo matematica do
estudante e promover a deducéo e interpretacao de resultados para trabalhar problemas proprios
da Algebra Linear; 2) fomentar a linguagem matematica formal; e 3) dominar os topicos
trabalhados (Sanchez, 2018).

O primeiro objetivo da disciplina MA1004 diz respeito a aprendizagem de conceitos e a
aquisicdo de competéncias para trabalhar problemas proprios da Algebra Linear e,
consequentemente, criar e estudar modelos matematicos que possam ser utilizados pelo
estudante em outras disciplinas, onde o trabalho com modelos lineares em contextos varios é
enfatizado. Embora esse primeiro objetivo saliente a importancia de promover a formacao
matematica do estudante, a contextualizacdo do conceito matematico em ambientes reais néo é
fomentada na disciplina, quando deveria ser um dos aspetos a fomentar em qualquer disciplina
de Algebra Linear para garantir esta formago matematica (Carlson, Johnson, Lay & Porter,
1993), e um recurso que motive o estudante a querer aprender matematica significativa e que o
faca sentir que o seu trabalho desenvolvido em sala de aula € relevante (Biggs & Tagg, 2011).
A metodologia da disciplina MA1004 incentiva uma aprendizagem focada na memorizagéo de
defini¢bes formais, propriedades e teoremas e de procedimentos matematicos que o estudante
aplica na resolucdo de exercicios em contextos de Matematica. Essa metodologia assim
concebida promove a linguagem matematica formal e retoma conceitos matematicos em sala

de aula, objetivos do programa da disciplina, mas ndo fomenta o desenvolvimento de



capacidades como relacionar, explicar e teorizar informacdo matematica, consideradas
capacidades de alta exigéncia cognitiva que sdo necessarias promover no ensino superior (Biggs
& Tagg, 2011).

Noutros paises, os curriculos de ensino superior também tém considerado a Algebra Linear
como uma disciplina de carécter obrigatdrio em varios dos seus cursos, o que é justificado pela
ja referida importancia de algebra linear no apoio a outras disciplinas (Possani, Trigueros,
Preciado & Lozano, 2010). Em particular, a abordagem de conceitos referentes as tematicas de
vetores, matrizes, sistemas de equacdes lineares, espacos vetoriais e transformacdes lineares
tém utilidade para o trabalho com problemas, dentro e fora da Matematica, incluindo as areas
das Engenharias (Costa & Rossignoli, 2017). No entanto, nesta disciplina também se observam
dificuldades que grande parte dos estudantes do ensino superior apresentam, nomeadamente
para conectar ideias que envolvem os diferentes conceitos da algebra linear que estdo a aprender
(Dogan-Dunlap, 2010), sendo que conceitos como espacgo vetorial e transformacdo linear
tornam-se abstratos e dificeis na aprendizagem dos estudantes, observando-se que eles ndo
vinculam esses conceitos a diferentes situacdes quotidianas (Costa & Rossignolli, 2017).
Considerando que “uma das caracteristicas das condi¢des de aprendizagem de alta-qualidade é
que os estudantes devam ser convidados a interagir significativamente com conteldo
matematico” (Chinnippan, 2010, p. 10), a contextualizacdo dos conceitos em situacgdes reais
torna-se uma possibilidade para motivar o estudante, através do trabalho em tarefas que sejam
significativas para a sua realidade (Biggs & Tagg, 2011), favorecendo o desenvolvimento dos

conceitos quando trabalhados com problemas reais apropriados (Possani et al., 2010).

Atualmente, existe a necessidade de mais estudos focados na aprendizagem da algebra
linear no ensino superior, incluindo na Universidade da Costa Rica, por ndo existirem estudos
investigativos na base de dados do repositorio SIBDI (Sistema de Bibliotecas, Documentacédo
e Informacdo) da Universidade da Costa Rica referentes ao trabalho de conceitos de algebra
linear em contextos de realidade. Para além disso, considerando a necessidade de mais estudos
a nivel de ensino superior focados em processos de aprendizagem matematica (Rach & Heinze,
2017) e processos cognitivos do estudante associados & modelagdo matematica em distintos
topicos (Campbell, 2001), e também estudos que foquem no diagnéstico de dificuldades que
surgem em resposta aos processos cognitivos desenvolvidos pelo estudante durante seu
processo de modelacdo (Borromeo Ferri, 2018), torna-se pertinente realizar uma investigacao

na disciplina MA1004 de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica, considerando a falta



de contextualizacdo de conceitos matematicos nesta disciplina e a evidéncia de dificuldades

associadas a certos conceitos, conforme ja referido.

Uma maneira de aprofundar o estudo e promover o trabalho com conceitos de algebra linear
em contextos de realidade na disciplina MA1004 é a modelacdo matematica, atraves de
ambientes de aprendizagem que podem ajudar o estudante a superar o desafio que constitui
trabalhar problemas em contextos reais (Borromeo Ferri, 2018). Os desafios da modelagéo
matematica sdo de natureza distinta dos desafios de outros tipos de tarefa, requerendo
capacidades de maior exigéncia, resultando importante o seu trabalho em sala de aula (Czocher,
2018). Explicitamente, a modela¢do matemaética envolve um conjunto de processos cognitivos
que incluem compreender um problema real, associando-o com uma situacdo modelo;
simplificar a situacdo modelo em concordancia com o contexto do problema para criar um
modelo real apropriado; matematizar um modelo real que dé origem a um modelo matematico;
aplicar procedimentos de resolucdo, recorrendo a conhecimentos da disciplina para a obtencao
de uma possivel resposta ao problema; e interpretar e validar resultados segundo o contexto do
problema (Borromeo Ferri, 2010). Considerando que a educacdo matematica deve proporcionar
ao estudante, como futuro cidaddo, ndo s6 o que é sugerido no curriculo, mas também o
desenvolvimento de capacidades que lhe permitam um bom desempenho na sua area
profissional, torna-se necessario o desenvolvimento de competéncias de modelacdo na aula de
Matematica (Blum & Borromeo Ferri, 2009), isto é, capacidades necessarias para realizar
processos de modelacdo apropriadamente e com um objetivo (Maal3, 2006). No que se refere
ao diagnostico de dificuldades que surgem em resposta aos processos cognitivos de modelagéo,
identificar dificuldades genéricas ajuda a predizer onde o estudante podera evidenciar blogqueios

perante o trabalho em posteriores tarefas de modelacéo (Galbraith & Stillman, 2006).

Atendendo a problematica descrita, considero pertinente realizar uma experiéncia de
ensino na disciplina MA1004 de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica, procurando
implementar novas praticas pedagogicas dirigidas a consolidacdo de aprendizagens de
conceitos ja lecionados na disciplina, e a mobilizacdo de processos e conceitos para resolucao
de problemas de contextos reais. A experiéncia de ensino deve confrontar o estudante com
tarefas que lhe permitam o treino de competéncias matematicas associadas aos processos
cognitivos em curso na resolucdo de problemas reais. Assim, esta experiéncia, para além de
permitir investigar como os estudantes mobilizam as suas aprendizagens de conceitos, deve

permitir-lhes aprofundar os conceitos matematicos e potencializar competéncias de modelagédo



matematica (Biggs & Tagg, 2011), e considerar de alguma forma situagdes no contexto
quotidiano do estudante para dar significado ao que estdo a aprender (Fl6res & Yemail, 2017).

Em resposta a procura destas novas praticas pedagogicas de ensino e aprendizagem, a
modelacdo matematica torna-se um caminho apropriado e possivel de implementar na
disciplina de Algebra Linear, sendo um tema de investigagio onde ainda ¢ preciso aprofundar
a pesquisa, nomeadamente no ensino superior (Czocher, 2018), acerca da aprendizagem que
envolve a criacdo de modelos matematicos de situacfes da vida real (Niss, Blum & Galbraith,
2007). A modelacdo matematica permite uma abordagem diferente na disciplina de Algebra
Linear, onde o estudante é encorajado a mobilizar conhecimentos prévios e a criar novas
construgdes conceptuais que o ajudem no tratamento de conceitos abstratos (Trigueros &
Possani, 2013). Em particular, torna-se possivel utilizar a modelacdo matematica segundo
diversas perspetivas complementares: numa perspetiva educacional para consolidar
aprendizagens de conceitos; numa perspetiva cognitiva, tendo em vista incentivar processos e
diagnosticar dificuldades associadas; e numa perspetiva realistica, para promover competéncias

necessarias a atividade de modelacdo matematica (Kaiser & Sriraman, 2006).

Para proporcionar ao estudante as oportunidades referidas anteriormente e ao investigador
0 acesso sistematico a informacdo relevante, uma experiéncia de ensino em ambientes de
modelacdo matemaética deve integrar o trabalho continuado com tarefas de modelacdo. Em
particular, para a analise dos processos cognitivos e, paralelamente, para a analise de
competéncias de modelacdo, a identificacdo de rotas de modelacdo, entendidas como o
processo individual de modelag&o do estudante ao resolver uma tarefa de modelagéo (Borromeo
Ferri, 2007), torna-se importante para o investigador visualizar as diferentes mudancas entre
fases do ciclo de modelacdo que o estudante experimenta, incluindo processos de retrocesso, e
diagnosticar subcompeténcias ausentes no estudante associadas ao ciclo de modelacdo
(Borromeo Ferri, 2018).

Por outro lado, considerando que existe uma necessidade de realizar mais estudos que
investiguem praticas de ensino e aprendizagem a nivel universitario, onde se incluam as
tecnologias digitais no trabalho de modelacdo matematica (Greefrath, 2011), mostrando 0s
efeitos dessas tecnologias no desenvolvimento de competéncias de modelacdo matematica
(Blum, 2015) e na aprendizagem de diversos conceitos matematicos (Domingos, 2003), torna-
se pertinente uma experiéncia de ensino que considere a modelacdo matematica com recurso a
tecnologia. A tecnologia ajuda na aprendizagem de conceitos matematicos em contextos reais

(Flores & Yemail, 2017) e, em particular, constituem um recurso poderoso para o trabalho de
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tarefas de modelacdo matematica (Blum, 2015; Greefrath, Hertleif & Siller, 2018; Niss et al.,
2007). Considerando que este estudo se enquadra no contexto duma disciplina de Algebra
Linear onde o estudante tem acesso ao computador e a programas como Mathematica,
GeoGebra e Excel, resulta vidvel pensar num ambiente de modelacdo matematica apoiado com
tecnologia. Para além disso, o estudante deve conhecer as capacidades das diferentes
tecnologias com que trabalha na sala de aula e utiliza-las para o trabalho em tarefas de
modelacdo (Galbraith & Stillman, 2006).

Para quebrar com as praticas tradicionais de professor expositor e estudante recetor e tirar
0 maximo partido deste ambiente de modelacdo matemética apoiado por tecnologia, as
discussdes nos grupos de trabalho e 0s momentos de partilha com a turma tém também um
papel importante neste estudo. Estas discussfes permitem ao investigador observar
aprendizagens dos estudantes e processos de resolucdo que ndo se podem evidenciar nos
produtos finais das tarefas (Cai et al., 2014); ao estudante permitem também compartilhar e
esclarecer ideias, desenvolver a sua linguagem matematica, ser elemento ativo na sala de aula,
aprender de maneira diferente e coletiva, e promover seu raciocinio de forma verbal (NCTM,
2014).

A metodologia tradicional na disciplina de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica
esta baseada no trabalho individual por parte dos estudantes, e a modelagcdo matematica como
ambiente de aprendizagem em contextos reais nao constitui parte das préaticas da disciplina. No
entanto, o programa da disciplina é flexivel, permitindo a possibilidade de introduzir préaticas
de ensino e aprendizagem que complementem os objetivos de aprendizagem da disciplina.
Assim, a pertinéncia desta investigacdo emerge da necessidade de fazer investigacdo sobre a
aprendizagem na disciplina de Algebra Linear, particularmente no contexto da Costa Rica, onde
desenvolvo as minhas préaticas letivas. Para isso, opto por desenvolver uma experiéncia de
ensino assente na modelacdo matematica para consolidar aprendizagens de conceitos de algebra
linear e desenvolver processos que envolvem competéncias de modelagdo, recorrendo a
tecnologia, e ao trabalho em grupo na resolucdo das tarefas propostas. Tratando-se de uma
investigacdo que propde desenvolver novas praticas metodoldgicas na disciplina de Algebra
Linear, resulta pertinente conhecer os contributos e dificuldades que os estudantes identificam,
apos a implementacédo da experiéncia de ensino, em particular no que diz respeito ao trabalho

desenvolvido com tarefas de modelagdo matematica.



1.3 Objetivos e questdes do estudo

Tendo em conta a problemética do insucesso dos estudantes do ensino superior na
disciplina de Algebra Linear, pretendo com esta investigacdo dar visibilidade ao uso da
modelacdo matematica com recurso a tecnologia para a melhora do ensino e aprendizagem
desta disciplina. Para tal, opto por realizar uma experiéncia de ensino na disciplina de Algebra
Linear, com estudantes universitarios de Engenharias, Fisica, Economia, Estatistica e
Meteorologia da Universidade da Costa Rica. Esta experiéncia tem por base a realizacdo de
tarefas de modelacdo matematica, envolvendo a aplicacdo de conceitos de algebra linear
lecionados nas unidades de sistemas de equacdes lineares, operacdes com matrizes, geometria
vetorial, espacos vetoriais e transformacgdes lineares. Propde-se trabalhar a modelagéo
matematica em linha com as perspetivas educacional, cognitiva e realistica, de forma a
considerar, respetivamente, a mobilizacdo de aprendizagens relativas a conceitos de algebra
linear, a anélise de processos cognitivos de modelacéo e dificuldades evidenciadas, e promover
competéncias de modelacdo no estudante. Para apoiar o trabalho dos estudantes na resolucao
das tarefas de modelacdo matematica, opto por utilizar uma dinamica de trabalho em grupo e a
tecnologia como recurso, realizando discussdes e partilha de resultados com toda a turma, apds

esse trabalho.
Atendendo ao exposto, o estudo a realizar tem o seguinte objetivo:

Compreender as aprendizagens de conceitos de algebra linear e as competéncias de
modelacdo postas em pratica por estudantes universitarios da Costa Rica, no contexto de uma
experiéncia de ensino apoiada na realizagdo de tarefas de modelacdo matematica com recurso
a tecnologia, em que se adota o trabalho em pequenos grupos e a realizacao de discussoes finais

na turma.
Tendo em conta este objetivo, formulei as seguintes questdes que orientam a investigacao:

1) Que conhecimentos de algebra linear sdo mobilizados pelos estudantes na resolugédo das
tarefas de modelacdo matematica propostas ao longo da experiéncia de ensino? Que
dificuldades revelam na resolucéo das tarefas envolvendo esses conhecimentos? Como
estes conhecimentos se relacionam com as caracteristicas das rotas de modelacdo que

percorrem na resolucdo das tarefas?

2) Quais as competéncias de modelacdo que os estudantes evidenciam na resolugédo das
tarefas de modelacdo? Que dificuldades revelam na resolucdo das tarefas, no que

concerne a competéncias de modelacdo requeridas? Como estas competéncias se
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relacionam com as caracteristicas das rotas de modelacdo que percorrem na resolucao

das tarefas?

3) Quais o0s aspetos da experiéncia de ensino que os estudantes valorizam e reconhecem

como contributos para a sua aprendizagem?

1.4 Organizacao do estudo

Este estudo estd organizado em oito capitulos. O capitulo inicial introduz a problematica
em que o estudo se enquadra, considerando o contexto do ensino superior Costarriquenho, e
apresentando argumentos justificativos da sua pertinéncia que suportam igualmente a
formulacao do objetivo geral e das questdes de investigacdo. Nos dois capitulos seguintes faco
um enquadramento tedrico do estudo, discutindo o ensino e aprendizagem da algebra linear no
ensino superior e a integracdo da modelacdo matematica, considerando pesquisas teoricas e
empiricas desenvolvidas por autores nestas areas da educacdo. Nesses dois capitulos foco
aspetos referentes a algebra linear e a modelagdo matematica no que respeita a: definigdo de
conceitos e perspetivas tedricas, aspetos ligados a aprendizagem de conceitos matematicos e
dificuldades identificadas, e o papel da tecnologia. Para além disso, no segundo capitulo sdo
abordados aspetos referentes aos ambientes de trabalho em grupo e a realizacdo de discussoes
coletivas, enquanto formas de gestdo da sala de aula. O capitulo da metodologia descreve e
justifica as op¢des metodoldgicas, os participantes e 0s processos de recolha e analise de dados.
Nas op¢bes metodoldgicas € mencionada a abordagem seguida, que integra uma componente
de experiéncia de ensino, e o papel do investigador nessa experiéncia. Sdo também
caraterizados os participantes da experiéncia de ensino. Finalmente, sdo descritos e justificados
0s métodos e instrumentos de recolha de dados bem como a sua andlise e as categorias que a
suportam. No capitulo seguinte, descrevo a experiéncia de ensino, nos seus principios gerais, e
refiro os aspetos essenciais da sua concretizacdo: a preparacdo da experiéncia de ensino com
base na aplicacdo de um estudo piloto e contributos resultantes; a planificacdo da experiéncia
de ensino e das tarefas que a integram; e o trabalho desenvolvido ao longo da experiéncia de
ensino. Nos dois capitulos subsequentes, faco uma analise dos dados recolhidos na experiéncia
de ensino, focada nas aprendizagens de conhecimentos de algebra linear mobilizadas e nas
competéncias de modelagéo evidenciadas nas resolucgdes das tarefas e nas discussdes realizadas
durante a experiéncia, incluindo uma apreciacao sobre os contributos da experiéncia de ensino
referidos pelos participantes. No ultimo capitulo, apresento as principais conclusdes do estudo

em funcéo das questbes enunciadas e encerro com algumas reflexdes e recomendacdes finais
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sobre o0 ensino e aprendizagem de conceitos de algebra linear com base em tarefas de
modelacdo, sugerindo ainda possiveis propostas para investigacdo futura.
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CAPITULO 2

ENSINO E APRENDIZAGEM DA MATEMATICA E DA
ALGEBRA LINEAR NO ENSINO SUPERIOR

Neste capitulo apresento um enquadramento tedrico do estudo focado em aspetos gerais de
ensino e aprendizagem da matematica e da algebra linear no ensino superior. Comeco por
apresentar e discutir algumas orientac6es gerais relativas a utilizacdo de contextos realistas e
ao desenvolvimento de competéncias matematicas no ensino superior. Além disso, faco
também uma revisdo de investigaches sobre ambientes coletivos de aprendizagem que
promovem o dinamismo na sala de aula de Matematica, em particular o trabalho em grupo e as
discussoes coletivas. Numa segunda parte, discuto abordagens tedricas e empiricas sobre ensino
e aprendizagem da algebra linear, incluindo potencialidades da éalgebra linear na formacao
matematica do estudante. Faco, ainda, uma revisdo de investigacdes sobre o tratamento de
conceitos de algebra linear abordados neste estudo, incluindo dificuldades dos estudantes
associadas a aprendizagem desses conceitos, e finalizo com uma revisdo de investigacoes
referentes a utilizacdo de recursos tecnoldgicos para a aprendizagem da algebra linear, em

particular a utilizacdo de programas computacionais.

2.1 Sobre a formacédo matematica do estudante no ensino superior

2.1.1 O contexto real e competéncias matematicas na formacao do estudante

A Matemadtica é reconhecida como uma disciplina cujos objetos, conceitos, métodos e
procedimentos sdo abundantemente utilizados para modelar, descrever e explicar situa¢fes com
as quais o ser humano se confronta no seu dia a dia (Rach & Heinze, 2017). Este caracter
utilitario da matematica tem dado argumentos para que as pesquisas em Educacdo Matemaética
se tenham debrucado, nos seus campos de investigacdo, sobre diversas areas da Matematica e
diversos niveis de educagdo, incluindo o ensino superior. Neste sentido, um dos desafios da
Educagdo Matematica consiste hoje em melhorar o rendimento académico dos estudantes nas

disciplinas de Matematica no ensino superior.

Alguns autores envolvidos na investigacdo em Educacdo Matematica no ensino superior,
entre os quais referimos Biggs e Tagg (2011), tém estabelecido recomendagdes que procuram
levar a uma aprendizagem efetiva do estudante. Os autores mencionam que essa aprendizagem

efetiva ndo se deve limitar a adquirir informagdo, mas implica ainda que os estudantes
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experimentem mudangas conceptuais que Ihes permitam ver o mundo de forma diferente. Nesta
linha, Biggs e Tagg mencionam quatro aspetos essenciais que o estudante deve assumir, e 0

professor promover, para atingir estas mudancas conceptuais, nomeadamente,

1) Conhecer previamente os beneficios a atingir com a aprendizagem de determinados
topicos e trabalhar para alcancar esses objetivos.

2) Sentir-se motivado com as tarefas a realizar.

3) Sentir-se livre de trabalhar numa tarefa como meio de aprendizagem e ndo como meio
de avaliacdo.

4) Trabalhar colaborativamente e em dialogo com 0s outros.

Estes aspetos convidam o professor de Matematica a deixar esclarecidos pontos essenciais
referentes a disciplina nas primeiras aulas lecionadas, quer quanto a avaliacdo sumativa da
disciplina, quer quanto a avaliacdo formativa, mencionando as vantagens que o estudante tera
com o desenvolvimento do conhecimento previsto. Falar dessas vantagens ajuda o estudante a
motivar-se, sendo igualmente necessario proporcionar-lhe ambientes de aprendizagem

interessantes ou que alterem a dindmica habitual da aula de Matematica.

Como parte dos ambientes de aprendizagem que motivam o estudante, o contexto no qual
se trabalha a matematica é importante, sendo que os ambientes onde a aprendizagem da
matematica € contextualizada com situacdes reais ajudam o estudante a reter melhor o
conhecimento aprendido (Domingos, 2003). Nesta linha, o contexto pode fazer a diferenca entre
trabalhar o conhecimento apenas de forma procedimental ou trabalhd-lo também
conceptualmente, como ilustra Blum (2015) num exemplo de uma tarefa onde séo evidenciadas
dificuldades, a nivel escolar, devido a falta de reflexdo sobre o contexto da tarefa. O exemplo
citado por este autor ¢é o seguinte: “450 soldados devem ser transportados de autocarro para 0s
seus locais de treino. Cada autocarro tem uma capacidade para transportar 36 soldados. Quantos
autocarros sao precisos?” (p. 79). O autor menciona que a resposta tipica ¢ 12.5 autocarros,
resultado incorreto que evidencia o facto de os estudantes ndo analisarem o contexto do
problema, pois baseiam as suas formas de pensar numa divisdo que s6 considera os dados do
enunciado, obtendo uma resposta descontextualizada da situagdo apresentada, onde so

deveriam ser considerados nimeros inteiros positivos como parte da solugéo.

O exemplo anterior deixa ver que o trabalho procedimental predomina no ensino e
aprendizagem da matematica, originando falta de compreensdo relacional, nomeadamente
dificuldades para adaptar o conceito a resolucdo de novas tarefas, para ativar mais facilmente

0S processos matematicos e para fazer conexdes ou explorar conceitos noutras areas, de forma
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independente (Skemp, 1976). Esta compreensdo relacional, de natureza conceptual, constitui
um repto que requer do estudante capacidades que Ihe permita ligar a matematica que sabe com
contextos externos a matematica, sendo que os esquemas de que dispde no momento podem ser
insuficientes para resolver uma determinada situacdo numa tarefa matematica (Chinnapan,
2010; Skemp, 1976).

As capacidades estdo diretamente ligadas com as competéncias. Na investigacdo em
Educacdo Matematica podemos encontrar varias definicbes de competéncia, algumas
enfatizando a capacidade para superar dificuldades, como a definicdo de Blomhoj e Jensen
(2003), aludindo a competéncia como uma predisposicao para superar um desafio encontrado
na procura de uma solucdo para determinada tarefa. Outros autores, como Niss (2003), aludem
a competéncia como o dominio de um certo conhecimento necessario para dominar aspetos
fundamentais da vida dentro de um determinado contexto. Neste sentido, 0 ensino da
Matematica deve proporcionar ao estudante ndo s6 uma aprendizagem dos contetdos
matematicos que o curriculo sugere, mas também a possibilidade de realizacdo de atividades
que permitam o desenvolvimento de competéncias, permitindo ao estudante desenvolver-se
como futuro profissional quando encorajado a utilizar o seu maximo potencial (Blum &
Borromeo Ferri, 2009).

Niss (2003) destaca as competéncias matematicas, considerando-as como o conjunto de
capacidades para trabalhar com a matematica em diversos contextos e situacfes, dentro e fora
das disciplinas de matematica. No estudo de Niss (2003) € apresentada uma tentativa do autor
para identificar as competéncias matematicas necessarias para superar certos problemas e
desafios colocados a Educacdo Matematica na Dinamarca, tentativa que nasce da sua
participag@o no projeto dinamarqués “competéncias e a aprendizagem da matematica” (Projeto

KOM, em dinamarqués).

O projeto KOM, promovido pelo Ministério de Educacédo e outros organismos oficiais da
Dinamarca, no ano 2000, propds criar uma reforma profunda da Educacdo Matematica a fim de
atender a necessidades desde o ensino escolar até ao ensino superior. A tentativa de Niss (2003)
apresenta uma organizacao das competéncias matematicas em dois grupos, mencionando, para
cada competéncia, acdes que o estudante deve desenvolver previamente para adquirir a
competéncia matematica. Por um lado, encontra-se o grupo de competéncias matematicas
associadas a capacidade para fazer e responder a questdes em e com a matematica, enquanto o

segundo grupo esta associado a competéncias matematicas associadas a utilizar e manipular
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linguagem e ferramentas matematicas, apresentando cada grupo quatro competéncias

matematicas, conforme apresentado na tabela 2.1.

Tabela 2.1. Competéncias matematicas (Niss, 2003)

Fazer e responder perguntas em Manipulacéo da linguagem e ferramentas
e através da matematica matematicas

Pensar matematicamente Representar entidades matematicamente.

Formular e resolver problemas Manipular simbolos e formalismos

matematicos matematicamente.

Modelar matematicamente Comunicar em, com e atraves da matematica.

Raciocinar matematicamente Utilizar ferramentas matematicas, incluindo
Tecnologias da Informacédo e Comunicacgéo
(TIC).

No que respeita a estrutura destas competéncias matematicas, Niss (2003) menciona que
“cada uma destas oito competéncias lida com processos mentais e fisicos, atividades e
comportamentos. Por outras palavras, o foco esta naquilo que o individuo ¢ capaz de fazer” (p.
9). Estas competéncias manifestam-se em cada topico em diferente medida, razdo pela qual as
competéncias e 0s topicos matematicos estdo relacionados de modo ortogonal, no sentido
figurativo de que é possivel formar uma matriz onde as filas correspondam as competéncias e
as colunas aos topicos, resultando cada célula desta matriz com identidade propria.
Explicitando, diferentes topicos exigirdo diferentes competéncias ou pelo menos algumas
competéncias em maior medida que outras. Da tabela 2.1, as competéncias referentes a modelar
matematicamente sdo fundamentais neste estudo, sendo mencionadas e explicadas na sec¢édo

3.3, referente a modelacdo matematica.

Referindo-se as atividades ou capacidades que o estudante pode realizar em sala de aula,
Biggs e Tagg (2011) fazem uma classificagdo de atividades que sdo importantes desenvolver
no ensino superior, desde um menor a um maior nivel de exigéncia cognitiva. Os autores
definem sete niveis ou atividades de aprendizagem necessarias no ensino superior: memorizar,
tomar notas, descrever, explicar, relacionar, aplicar e teorizar. Os niveis de memorizar e tomar
notas correspondem a niveis de baixo compromisso académico, enquanto 0s outros niveis
representam desafios de aprendizagem na sala de aula. Para estes autores, é importante que a
aprendizagem do estudante evolua do nivel de memorizacdo para o nivel de teorizagéo,

passando sucessivamente pelos outros niveis.
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Estudos como o apresentado por Thomas et al. (2015) mencionam a existéncia de uma
preocupacdo a nivel internacional sobre as capacidades matematicas que os estudantes trazem
consigo ao entrarem na universidade, preocupacdo que se manifesta no decrescimento de
competéncias matematicas para fazer frente a provas matematicas ou trabalhar em tarefas que
requerem capacidades de caracter analitico. Estes autores realizam um questionario a
professores de Matemaética de diferentes universidades, obtendo respostas de 79 professores, de
21 paises, via e-mail. Como parte dos resultados deste questionario, salienta-se que a maior
parte dos professores (91,1%) afirma que o estudante tem problemas nas disciplinas de
Matematica quando passa do ensino secundario para o ensino superior, sendo uma das causas
das dificuldades o tratamento formal dos contetdos no ensino superior por comparagdo com a
natureza procedimental a que o estudante esta possivelmente mais habituado no ensino

secundario.

Esta natureza procedimental também € referida por Domingos (2003), aludindo ao termo
de “cariz operacional” para se referir ao trabalho matematico destinado & manipulagdo de
objetos matematicos através de procedimentos mecanizados. Domingos menciona que nessa
transi¢do do ensino secundario para o ensino superior “verificam-se elevados niveis de retencéo
nos primeiros anos, sobretudo nas disciplinas mais viradas para a construgcdo e compreensao
dos conceitos matematicos mais abstratos” (Domingos, 2003, p. 1), o que faz pressupor a
auséncia de capacidades matematicas do estudante ao iniciar um curso universitario com alta

exigéncia em matematica.

Congressos internacionais de relevancia, como o Congress of the European Society for
Research in Mathematics Education (CERME), tém grupos de discussdo dedicados a areas
especificas de investigacdo em Educacdo Matematica, entre os quais um grupo dedicado ao
ensino superior. Os trabalhos submetidos nestes congressos mostram que ha uma tendéncia dos
investigadores em Educacdo Matematica para a realizacdo de estudos empiricos centrados no
ensino e aprendizagem de contetdos, como calculo diferencial e integral, séries infinitas e, em
menor numero, alguns que consideram a algebra abstrata e a topologia (Nardi et al., 2015). Em
particular, a 4lgebra abstrata tem um papel importante em alguns dos contetidos da Algebra

Linear, area de conhecimento da Matematica da qual se falara na seccéo 3.2.
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2.1.2 Ambientes coletivos de aprendizagem: o trabalho em grupo e as discussdes

coletivas na aprendizagem da matematica

A abordagem da matematica na sala de aula pode assumir varias dinamicas, algumas das
quais conduzem a uma maior participacdo do estudante, quebrando com esquemas tradicionais
de aprendizagem baseados no papel passivo do estudante. Quando o ambiente de aprendizagem
incorpora a participagdo ativa do estudante ha uma interacdo comunicativa entre estudantes ou
entre professor e estudante, sendo beneficiados ambos os atores do processo de ensino e
aprendizagem. Por um lado, o professor pode ter maior acesso ao raciocinio que o estudante
desenvolve na resolucdo de uma tarefa. Por outro, o estudante tem a oportunidade para
expressar as suas opinides, aprender em conjunto, aprofundar as suas justificacoes e clarificar
questdes sobre conceitos e processos, elementos que contribuem para a sua aprendizagem
(Scherrer & Stein, 2013). Neste sentido, os grupos de trabalho e as discussdes coletivas, como
ambientes de ensino e aprendizagem que promovem a participacdo dinamica do estudante,

jogam um papel fundamental na aula de Matematica.
O trabalho em grupo no ensino e aprendizagem da matematica

No tocante a aprendizagem da matematica na sala de aula, Sofroniou e Poutos (2016)
mostram que a utilizacdo do trabalho em pequenos grupos permite resultados construtivos e
benéficos para a aprendizagem do estudante, encorajando-o a enfrentar novos desafios onde
deve mobilizar os seus conhecimentos prévios. Estes autores defendem que os ambientes
baseados em trabalho em grupos ajudam a melhorar a aprendizagem do estudante e produzem
melhor desempenho quando o estudante é encorajado a mostrar 0 que sabe perante outros. Para
além disso, este ambiente de aprendizagem abre espacos para que o estudante supere 0s seus
receios sobre o fazer matematica, manifestados comummente quando faz trabalho

individualizado ou em ambiente mais competitivo.

Entre os tipos de ambientes de trabalho em grupos que encontramos no contexto da
aprendizagem esta o trabalho cooperativo e o trabalho colaborativo. No que respeita ao trabalho
cooperativo, pode definir-se como o trabalho didatico e instrucional desenvolvido pelos
estudantes ao trabalharem conjuntamente em pequenos grupos, com o fim de maximizar a sua
prépria aprendizagem e a aprendizagem dos colegas (Johnson, Johnson & Smith, 1991). Similar
a este tipo de trabalho em grupos esté o trabalho colaborativo. Para Sofroniou e Poutos (2016),
no trabalho cooperativo sdo atribuidas funcbes e responsabilidades especificas a cada

integrante, pelo que o resultado final da tarefa depende de todos os membros do grupo; difere
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do trabalho colaborativo onde a resolucdo da tarefa é feita com contributos de todos,

simultaneamente, ndo sendo atribuido tarefas especificas a cada membro.

Centrando-nos na aprendizagem sobre trabalho cooperativo, cada estudante deve promover
a aprendizagem de cada um dos membros do grupo, supervisionando o trabalho dos outros
colegas e apoiando-o0s quando for necessario, para além de ser capaz de fazer a parte de trabalho
que lhe foi atribuida, utilizando o seu maior esforco, garantindo assim o bom sucesso de todo o
grupo (Jonhson et al., 1991). Em termos de vantagens, Pujolas, Riera, Pedregosa e Soldevila
(2005) mencionam que o trabalho cooperativo promove a diversidade de ideias, a
responsabilidade e tomada de decisdes individuais e em grupo, a interdependéncia dos
elementos do grupo e o fomento de discuss@es que levam a reflexdo em grupo. Para além disso,
guanto mais desenvolver trabalho cooperativo, mais o estudante aprendera, melhor
compreendera o que esta a aprender e mais seguro sobre si mesmo se sentira, desenvolvendo
muitas outras capacidades, em particular a comunicagéo, aprendendo a trabalhar com os outros
(Guerreiro, Ferreira, Menezes & Martinho, 2015; Johnson et al., 1991).

Quanto ao numero de estudantes que devem formar os grupos envolvidos em trabalho
cooperativo, Pujolas et al. (2005) recomendam terem no maximo cinco integrantes, sendo
estudantes de diferentes perfis académicos que deverdo permanecer fixos durante todo o
processo de intervencdo na sala de aula. Este processo de ensino e aprendizagem deve estar
dirigido para uma complementaridade entre o agir do professor e o agir do estudante, sendo
necessario menos orientacdo do professor e mais trabalho independente do estudante (Blum &
Borromeo Ferri, 2009). Esta forma de agir, entre professor e estudante, leva assim a que 0s
estudantes descubram métodos por si mesmos, refletindo sobre a sua aplicacdo, em vez de ser
o professor a disponibilizar esses métodos (Ponte, 2005), ajudando a que o estudante possa
manifestar 0 seu maximo potencial quando enfrenta situacdes na sala de aula sem ajuda do

professor.

Para Pujolas et al. (2005) a aprendizagem do estudante fica regulada ou condicionada por
trés subestruturas: subestrutura da atividade (o que faz o estudante), subestrutura da recompensa
(objetivos de aprendizagem a atingir), subestrutura da autoridade (gestdo de aula e relacdo
professor-estudante). Estas trés subestruturas sdo exemplificadas a partir do esquema mostrado
na Figura 2.1, onde se mostra uma comparacéo entre trabalho individual, trabalho competitivo

e trabalho cooperativo a partir das subestruturas que condicionam a aprendizagem do estudante.
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Figura 2.1. Estrutura de aprendizagem em ambientes de aprendizagem.
Adaptado de Pujolas et al. (2005).

mas trabalho em equipo ‘

Em relagdo ao trabalho cooperativo, na Figura 2.1 pode observar-se que, a nivel de
atividade, existe ajuda sem competitividade entre os companheiros; a nivel de recompensa
todos os membros ganham; e a nivel de autoridade fomenta-se a interacdo entre professor e
estudante, pelo que o trabalho cooperativo produz maior realizacdo do estudante quando

comparado com experiéncias competitivas e individualistas (Pujolas et al., 2005).

No que respeita ao ensino, um aspeto importante, quer antes quer durante o processo de
resolucdo da tarefa, é a discussdo que o professor promove sobre aspetos da tarefa que ndo
sejam familiares para o estudante, sobre ideias matematicas importantes que promovam a
linguagem matematica no grupo de trabalho e que encorajem ou guiem o estudante na resolucédo
da tarefa (Ponte, 2017). Em particular, durante 0s momentos em que 0s estudantes resolvem a
tarefa, cabe ao professor perceber esses caminhos de resolucéo, confrontando o estudante com
0S conceitos matematicos a trabalhar na tarefa e outros conceitos ligados (Scherrer & Stein,
2013). No caso do trabalho cooperativo, deve-se considerar o facto de alguns membros do grupo
poderem n&o concluir a sua parte da tarefa, pelo que o professor tem o papel primordial de
monitorizar e garantir que todos 0s membros se envolvam na tarefa, encorajando os estudantes
a trabalhar (Sofroniou & Poutos, 2016).

Entre os trabalhos empiricos realizados no ensino superior para a aprendizagem através de
trabalho em grupos, encontramos o estudo de Sofroniou e Poutos (2016), autores que
investigam a eficacia do trabalho em grupos com estudantes de um curso de Engenharia, com
0 objetivo de observar se pode ser considerado um método efetivo de aprendizagem da
Matematica. Os autores utilizam um grupo de controlo (ndo envolvido em grupos de trabalho)
e um grupo experimental (trabalhando em ambientes de grupos de trabalho). Os resultados
mostram que os estudantes em ambientes de trabalho em grupo conseguiram aprofundar a sua
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compreensdo dos topicos tratados, tendo oportunidade para discutir diversas estratégias de
resolucéo do problema, superando as suas capacidades em trabalho individual.

Noutro estudo, lkeda e Stephens (2001) apresentam um trabalho com trés grupos de
estudantes universitarios japoneses, procurando investigar o papel das discussdes nos ambientes
de trabalho em grupo, nomeadamente como ajudam a uma melhor compreenséo da modelagéo
matematica. Na metodologia seguida, os autores propdem a dois grupos o trabalho numa tarefa
com direito a discussdo em grupo: um grupo com a possibilidade de fazer a discussao da tarefa
inicialmente e depois trabalhando na tarefa individualmente; e outro grupo com a possibilidade
de trabalhar primeiro individualmente na tarefa e depois fazer a sua discussao em grupo. No
estudo também participa um terceiro grupo de estudantes, mas realizando a tarefa de forma
individual, sem discussdo em grupo. Os resultados evidenciam que os estudantes que tiveram a
possibilidade de fazer a discussdo no seu grupo de trabalho conseguiram uma melhor
compreensdo da tarefa. Para além disso, os estudantes que realizaram inicialmente a discussao
em grupo tiveram um melhor desempenho na resolucdo da tarefa, dando justificaces que Ihes
permitiram explicar as suas simplificacGes no processo de modelacéo, enquanto os estudantes
que realizaram no final a discussdo em grupo das suas resolu¢des individuais concentraram-se
em observar diferencas e semelhancas entre as suas respostas, fazendo menos reflexdo sobre a

tarefa.
Discussdes coletivas no ensino aprendizagem da matematica

Complementando o trabalho em grupos pequenos de trabalho, e como ambientes onde se
pode aprofundar o trabalho desenvolvido pelos estudantes, estdo as discussdes coletivas na aula
de Matematica, que consideram a partilha de contetdos matematicos, constituindo, segundo
Guerreiro et al. (2015), “um ambiente comunicativo rico, intencionalmente construido, que visa
suportar o desenvolvimento das aprendizagens em Matematica” (p. 289). Os autores
mencionam que 0s momentos de realizacdo das discussdes sdo comumente feitos apds o
trabalho na tarefa, mas podem estar presentes também durante outras fases da atividade de sala
de aula, incluindo durante a resolucéo de uma determinada tarefa, com o objetivo de observar
e dinamizar aprendizagens ou esclarecer duvidas gerais dos estudantes, semelhante ao que

acontece com as discussdes em grupos de trabalho.

No que respeita as vantagens destes ambientes de aprendizagem, Ponte (2005) salienta que
0s momentos de discussdo constituem oportunidades para a aprendizagem em conjunto, onde

0s estudantes podem negociar os significados matematicos, partilhando as suas estratégias de
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resolucéo e argumentos. Nesta linha, Ponte, Mata-Pereira e Quaresma (2013) mencionam que
as discussdes coletivas tém sido assumidas como uma abordagem importante no curriculo de
Matematica, principalmente para o trabalho com tarefas de cunho exploratdrio ou investigativo,
permitindo ao professor questionar o estudante, e aos estudantes questionarem-se entre si,
aceitando ou rejeitando comentarios. Para além disso, estes momentos de questionamento
podem servir para originar desacordos, sendo importante fomenta-los na sala de aula, ainda

mais em estudantes que tém dificuldades na comunicacdo matematica.

Orientac6es curriculares como as do NCTM (2014) também aludem a importéancia das

discussoes coletivas na sala de matematica, mencionando que:

O discurso na sala de aula de matematica oferece oportunidades aos estudantes para
partilhar ideias e esclarecer entendimentos, construir argumentos convincentes sobre
0 porqué e como as coisas funcionam, desenvolver uma linguagem para expressar
ideias matematicas e aprender a ver as coisas de outras perspetivas. (p. 29)

Nesta partilha de ideias, as discussdes coletivas sdo um meio para tornar ativa a
aprendizagem da matematica, onde se pode promover o raciocinio do estudante a partir de suas

explicacOes verbais e através de comunicacgdo visual ou escrita (NCTM, 2014).

Guerreiro et al. (2015), Mason (2000), Ponte et al. (2013) e Ponte (2017) referem a
importancia de o professor promover a discussao, dado que poucas vezes surge por iniciativa
do estudante. Neste sentido, Mason (2000) menciona como aspeto importante a forma como o
professor pretende incentivar a discussdo, pois o estilo em que as questfes sdo colocadas ao
estudante influencia a sua aprendizagem e visao da matematica, incluindo o fortalecimento da
sua linguagem matematica. Uma destas formas de questionar é fornecer ao estudante a
possibilidade de se expressar de forma aberta, dando-lhe um conjunto de termos técnicos e

solicitando-lhe que explique a relacdo entre eles.

Finalmente, deve considerar-se que na realizacdo de discussdes coletivas algumas
dificuldades podem surgir, tal como menciona Ponte (2017), referindo que, por um lado, o
estudante pode ndo conseguir continuar a ideia de um raciocinio iniciado por ele mesmo. Nesta
linha, é necessario que o estudante identifique os elementos associados ao raciocinio que tenta
explicar no momento e que faga conexdes entre estes, quer para continuar a ideia inicial quer
para reformular a ideia, mas sempre com a finalidade de explicar o mesmo raciocinio a turma
toda. Por outro lado, o estudante pode tentar desviar-se do objetivo da discussdo com a
introdugdo de outras ideias, sendo necessario uma intervencdo do professor, quer para
aprofundar a ideia do estudante, procurando evidenciar outras sugestdes e tipos de raciocinio,

quer para reencaminhar o estudante para o objetivo inicial da discussao.
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2.2 Algebra linear no ensino superior

2.2.1 Ensino e aprendizagem da algebra linear

Em Matematica, como também acontece com outras areas de conhecimento, é possivel
observar um aumento de pesquisas no nivel da educagéo superior, sendo o foco de varios grupos
de investigacdo, na ultima década, a disciplina de Algebra Linear (Trigueros & Bianchini,
2016). Parte da importancia desta disciplina para os investigadores tem a sua razdo de ser na
aplicabilidade que a algebra linear mostra ter em diversas profissdes especializadas, como a
Engenharia Mecénica, Civil ou Aeronautica, disponibilizando ferramentas matemaéticas que
ajudam no estudo de situagcdes como a estabilidade de uma estrutura, a determinagdo dos eixos
centrais de inércia de um corpo rigido, o desenho de circuitos, a teoria de controlo moderno,
entre outros (Costa & Rossignoli, 2017). Neste sentido, a algebra linear desempenha um papel
importante na formagéo do estudante, e em particular no ensino superior, sendo uma via de
aquisicdo de conhecimentos necessarios para o trabalho desenvolvido em outras disciplinas de
cursos superiores e para sua futura profissdo, onde a matematica esta muito presente e a algebra
linear disponibiliza ferramentas matematicas para o estudo de conceitos proprios desses cursos

ou profissdes (Carcamo et al., 2016; Trigueros, Maturana, Parraguez & Rodriguez, 2015).

Carlson et al. (1993) integram um dos primeiros grupos de investigacdo sobre o0 ensino e
aprendizagem da algebra linear, que estabeleceu, ja no principio dos anos 90, recomendacdes
para melhorar o ensino e aprendizagem na disciplina. Estas recomendagdes mantém a sua
importancia na atualidade, tendo em vista os critérios a adotar na construcéo do curriculo da

disciplina. Estas recomendagfes consideram que:

1) O programa de Algebra Linear e a sua implementacdo na sala de aula devem responder
as necessidades das disciplinas de Matematica, procurando considerar exemplos de
aplicacdes que cubram a maior parte dos campos de estudo que os estudantes irdo tratar,
convertendo a Algebra numa das mais Gteis disciplinas de Matematica do curso, e onde
sejam considerados 0s conhecimentos prévios e as capacidades do estudante.

2) Os ambientes de aprendizagem devem considerar a resolucdo de problemas ou
aplicacdes que motivem o estudante.

3) As necessidades dos estudantes devem ser consideradas nas aplicagbes a serem
desenvolvidas.

4) A tecnologia deve ser um elemento a incorporar, ajudando a explorar novos conceitos,

flexibilizar os célculos e reforcar a compreensédo de conceitos.
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5) Em vez de uma Unica disciplina de Algebra Linear em todo o curso de especializagio
do estudante, deveriam existir varias disciplinas de Algebra Linear orientadas para dar
uma visdo mais abrangente da disciplina ao estudante.

No contexto latino-americano, Bianchini, Lima e Gomes (2019) realizaram uma pesquisa
sobre os principais estudos em ensino e aprendizagem da &lgebra linear frequentados por
estudantes de cursos de Engenharia. Em particular, tiveram em conta estudos desenvolvidos
desde 0 ano 2000 pelo Grupo de Educacdo Matematica em Educacdo Superior em complemento
com a Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica, para aléem de considerarem estudos

latino-americanos desenvolvidos por outras sociedades de pesquisa entre 2007 e 2018.

A andlise feita por Bianchini et al. (2019) mostra, em termos gerais, que 0s estudos
desenvolvidos no campo da educacdo em algebra linear na América Latina tém-se focado em
promover a aprendizagem de topicos especificos, nomeadamente, o conceito de espaco vetorial
e conceitos associados como (in)dependéncia linear e base de um subespaco, a matriz associada
a uma transformacdo linear, valores proprios e vetores proprios, e um estudo focado na
geometria de vetores e planos em IR3. Para além desses, a pesquisa mostra estudos mais gerais,
cujos temas de interesse tém sido a identificacdo de dificuldades na aprendizagem de conceitos
lecionados de algebra linear, a andlise de livros de algebra linear para identificar as
representacdes de conceitos utilizadas, e a analise de programas curriculares de Algebra Linear
no ensino superior. Entre os estudos revistos, mencionam alguns que enfatizam aplicacGes da
algebra linear na engenharia para a contextualizacdo dos conceitos, nomeadamente,
diagonalizacdo de matrizes para o estudo de campos eletromagnéticos, utilizacdo de vetores
préprios e valores prdprios para a resolucdo de circuitos elétricos sofisticados e sistemas
dindmicos, como tanques de agua e combinacdo linear de vetores para o estudo de sistemas de
audio.

Os estudos mencionados por Biachini et al. (2019) revelam uma concentracdo de
investigacdes nas unidades de espacos vetoriais e transformacdes lineares, cujos topicos sdo
comummente catalogados como de bastante abstragcéo por estudantes de ensino superior que
frequentam a disciplina de Algebra Linear (Costa & Rossignoli, 2017). Em particular, no que
respeita as investigacOes referentes ao conceito de transformacéo linear, entre 1990 e 2015,
Trigueros et al. (2015) mencionam que estas se tém concentrado em aspetos como identificar
dificuldades, aplicar propostas didaticas para representar o conceito de transformacéo linear

com software de geometria dindmica e propostas orientadas para relacionar uma transformacéo
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linear com outros conceitos, como, por exemplo, com o0s conceitos de funcdo linear ou

multiplicacdo de matrizes.

Ja no que se refere a investigacdes de indole tedrica, a literatura mostra, por exemplo,
estudos que mencionam formas de abordar o ensino e aprendizagem da algebra linear mediante
uma perspetiva centrada na compreenséo dos conceitos. Podemos citar, nesta linha, o estudo de
Uhlig (2002), autor que enfatiza a importancia da elaboracéo de questdes matematicas intuitivas
na disciplina de Algebra Linear antes de ser abordado o formalismo associado aos conceitos
estudados, sobretudo porque a Algebra Linear é uma disciplina com um carécter altamente
conceptual, em comparacao com disciplinas como o Célculo ou Equacdes Diferenciais, em que

se apresentam diversos métodos matematicos eventualmente mais técnicos.

Para Uhlig, o ensino elementar dos contetidos de algebra linear ndo tem sido abordado da
melhor forma, enfatizando que desde a primeira aula ha um enfoque formal baseado em
axiomas e provas matematicas, sem considerar que muitos dos estudantes que frequentam pela
primeira vez a disciplina nunca tinham trabalhado em demonstracfes matematicas ou tém pouca
experiéncia nesta atividade. Consequentemente, parece comum observar-se, no inicio da
disciplina, que grande parte dos estudantes ndo se adapta ao rigor matematico com que se

trabalha na disciplina.

Como proposta metodoldgica para enfrentar o formalismo das questdes matematicas no
ensino e aprendizagem da algebra linear, Uhlig propde uma introducdo de questdes com um
cariz intuitivo, baseado em perguntas exploratorias que desafiem o estudante a compreender,
construir e raciocinar sobre o objeto matematico. Assim, perguntas como “o que aconteceria
se...?, porque acontece isto?, como ocorrem os diferentes casos?, o que ¢ verdadeiro aqui?” (p.
338), constituem questdes que podem preparar 0 estudante, pouco a pouco, para enfrentar
posteriormente o rigor matematico da disciplina. Uhlig menciona, a titulo de exemplo, que
discutir como se resolve um sistema de equacdes lineares através da forma escalonada reduzida,
antes de dar o método, pode incentivar este enfoque intuitivo da aprendizagem, servindo
também para que o estudante utilize esse raciocinio para aprender e usar 0s conceitos de matriz

inversa, subespaco vetorial, (in)dependéncia linear e base de um subespago vetorial.

Por outro lado, Costa (2013) utiliza um referencial tedrico baseado na teoria dos modelos
mentais e na teoria da aprendizagem significativa como proposta de ensino no topico de célculo
vetorial, que estabelece as defini¢cdes basicas das operacdes com vetores utilizadas na area da

Algebra Linear denominada por Geometria Vetorial. Para esta autora, as representacdes
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externas devem ser promovidas na aprendizagem de conceitos de algebra linear e, em particular,
no tdpico de calculo vetorial, permitindo ao estudante a contextualizagdo do conceito
matematico para romper com a abstracdo associada ao mesmo. Como exemplo, Costa (2013)
apresenta diferentes representacdes associadas ao conceito de campo vetorial gravitacional

(Figura 2.2), considerando representac@es diversas, como a analitica e a grafica.
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Figura 2.2. Representacdes do campo vetorial gravitacional (Costa, 2013, p. 513).

Assim como o conceito de campo vetorial admite varias representacdes, outros conceitos
da algebra linear também admitem diferentes representacdes. Similarmente, existem objetos
matematicos de algebra linear que podem representar diferentes conceitos, tal como referido
por Sandoval e Possani (2016), mencionando que um n-uplo (x4, x5, ..., X, ) pode representar
um vetor em IR™, um ponto em IR™ ou a solucdo de um sistema de equacdes lineares com n
variaveis. Dessa forma, um objetivo do ensino e aprendizagem da matematica deve ser que o
estudante consiga mover-se entre conceitos associados a um objeto matematico e entre

representacdes associadas a um conceito matematico (Costa, 2013).

Em relacdo a investigacbes empiricas, encontramos trabalhos com contributos que
consideram diversos conceitos de algebra linear, abordados com diferentes instrumentos e
metodologias e orientados para a formagdo matematica em diferentes areas profissionais. No
que se refere ao topico de sistemas de equacdes lineares e matrizes, Mallet (2007) trabalha uma
proposta de ensino para inspecionar o desenvolvimento da aprendizagem do tdpico de sistemas
de equac0es lineares (SEL) a partir de representacdes visuais, algébricas e tabulares, utilizando
software CAS, especificamente, o Maple. O estudo de Mallet, desenvolvido com estudantes do
primeiro ano do ensino superior, maioritariamente do curso de Matematica, procurou ajudar 0s
estudantes a compreender o0 que sdo 0s SEL, o que representam os SEL e o que se entende por
solugdo ou conjunto solugdo de um SEL. Neste estudo, os estudantes trabalharam num

laboratorio durante a lecionacdo da unidade de matrizes e SEL, tendo tido inicialmente um
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tutorial de utilizacdo do Maple para saber como trabalhar com matrizes e SEL, momento a partir
do qual o estudo procurou investigar a resolu¢do de SEL com uma Unica solugdo, com infinitas

solucgdes e sem solugdes, através de diversas representacoes.

Os resultados da proposta de Mallet revelam que os estudantes sdo capazes de transferir a
compreensdo adquirida sobre as representacfes visuais como apoio ao trabalho algébrico de
resolucéo de SEL, aludindo ao conjunto solugdo de um SEL com infinitas solu¢Ges em termos
de pontos infinitos sobre uma reta, intersecéo de trés planos ou a intersecdo de dois planos. Nao
obstante, na sua reflexdo, os autores mencionam que as representacdes tabulares de dados
precisariam ser mais exploradas, de modo que o estudante também consiga mover-se entre esta

representacdo e a representacao algébrica.

No topico de geometria de vetores, Gueudet-Chartier (2006) apresenta uma analise de
possiveis usos da geometria e da intuicdo geométrica na aprendizagem da algebra linear,
referindo-se a geometria numa perspetiva euclidiana focada em axiomas, enquanto a referéncia
a intuicdo geometrica diz respeito a possibilidade de usar recursos visuais externos ou internos,
e outros aspetos relativos a intuicdo em si mesma para facilitar a compreensdo de conceitos.
Gueudet-Chartier analisa um problema proposto a estudantes do curso de Matematica que
frequentavam uma disciplina de Algebra Linear. Os resultados do estudo de Gueudet-Chartier,
observados na resolucao do problema proposto, “encontrar o comprimento de uma diagonal de
um cubo com arestas de comprimento igual a 1 em [IR™ (p. 184), revelam que aqueles
estudantes que utilizam uma solucéo analitica para resolver a tarefa ndo conseguem chegar a
uma resposta, ao passo que a maior parte dos estudantes que utilizam modelos geométricos tém
sucesso em resolver a referida tarefa. Assim, o autor menciona que a utilizacdo de modelos
geométricos é importante, ajudando na compreensdo do estudante, mesmo quando 0s espacos
vetoriais sejam distintos de /R? ou IR3. Uma compreensdo do que acontece ao passar de IR?
para IR ajuda o estudante a generalizar o que pode acontecer ao passar para espacos vetoriais
de maior dimenséo, nomeadamente, ao passar de I[R™ 1 a IR™. Apesar dos resultados favoraveis
com modelos geométricos, Gueudet enfatiza que os modelos geométricos devem ser utilizados
cuidadosamente na disciplina de Algebra Linear pelos estudantes, para que ndo se perca a

ligagdo com outros dominios de estudo, incluindo o dominio analitico.

Na unidade de espagos vetoriais, Wawro, Rasmussen, Zandieh, Sweeney e Larson (2012)
propGem uma sequéncia instrucional de quatro tarefas, a ser implementada com estudantes dos

cursos de Engenharia, Matematica e Computacdo, orientada para promover uma compreensao
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significativa do conceito de subespago vetorial gerado pelas combinagfes lineares de um
conjunto dado e o conceito de (in)dependéncia linear.

A sequéncia proposta por Wawro et al. (2012), chamada de “Magic Carpet Ride Sequence”,
oferece imagens ricas para dar sentido aos conceitos formais citados anteriormente,
possibilitando que o estudante veja os conceitos matematicos contextualizados que por norma
considera abstratos. Esta sequéncia, baseada na utilizacdo de contextos realistas, aproveita as
experiéncias dos estudantes para trabalhar inicialmente os conceitos de vetor e equacfes com
vetores, a partir das quais o estudante comeca a construir os conceitos de subespaco gerado e
(in)dependéncia linear. Para os autores, a configuracdo e dinamica de trabalho das quatro tarefas
que conformam a sequéncia instrucional foram aspetos fundamentais para promover a
compreensdo dos conceitos trabalhados. Essa configuracdo inclui 1) tarefas de caracter aberto
que permitissem diferentes estratégias de solucao e representacdes; 2) tarefas desafiantes, mas
possiveis de serem trabalhadas pelos estudantes; e 3) ambiente de trabalho em grupo para

incentivar discussdes entre estudantes que permitissem validar as suas resoluces.

Os resultados de Wawro et al. (2012) mostram que a aprendizagem de conceitos a partir
de situacOes significativas para o estudante e que exigem a utilizacdo de vetores e equacdes
com vetores (conceitos estudados em disciplinas anteriores pelos estudantes) abre as portas para
facilitar a construcdo imaginaria e formal dos conceitos de subespaco gerado e (in)dependéncia
linear, possibilitando o desenvolvimento de explicacdes e justificacbes fornecidas pelos
préprios estudantes durante o seu trabalho nas tarefas que promovem a compreensdo do

conceito.

Abordando o conceito de base de um subespaco vetorial, encontramos o estudo de Bagley
e Rabin (2010) com estudantes universitarios do primeiro ano do ensino superior. Os autores
propdem uma tarefa onde se convidam os estudantes a completar uma base de IR* a partir de
um conjunto formado por dois vetores de IR*, visando responder a questdo “em que caminhos
produtivos os estudantes utilizam pensamento computacional?” (p. 84). Os autores referem trés
tipos de pensamento utilizados na aprendizagem de algebra linear: o pensamento abstrato, o

pensamento geométrico e 0 pensamento computacional.

O pensamento abstrato considera o tratamento formal dos conceitos a partir de definigdes,
teoremas e regras, em geral, aplicaveis aos vetores em [R™, para qualquer valor natural de n.
O pensamento geométrico considera o trabalho com representacbes visuais em espagos

euclidianos bidimensionais ou tridimensionais e, portanto, vetores vistos como representacoes
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graficas em forma de setas orientadas. Finalmente, o pensamento computacional alude a
representacdes simbolicas dos vetores em IR™ como n-uplos, utilizando algoritmos para obter

uma determinada solucdo para a tarefa proposta.

Bagley e Rabin (2010) mencionam que para que 0 estudante tenha mais sucesso na
disciplina de Algebra Linear é necessario que desenvolva os processos de pensamento abstrato,
geométrico e computacional, tendo a capacidade de recorrer a varios destes tipos de
pensamento, uma ou Vvarias vezes, na resolucao de tarefas de algebra linear. Alguns exemplos
destes tipos de pensamento com conceitos de algebra linear séo apresentados na tabela a seguir.

Tabela 2.2. Exemplos de processos de pensamento utilizados
no tratamento de conceitos de algebra linear (Bagley & Rabin, 2010).

Tipo de Exemplos
processo
Abstrato = O conceito de base pensado como conjunto linearmente

independente e gerador de um subespaco vetorial.

= Um conjunto linearmente dependente formado por dois vetores
de IR3, pensados como combinac&o linear um do outro.

= Dois vetores ortogonais pensados como n-uplos cujo produto
interno € zero.

Geomeétrico = Dois vetores dependentes em IR3 pensados como setas
colineares.

» Dois vetores ortogonais em IR3 pensados como setas, cujo
angulo entre eles seja 90°.

= Sistemas de equacdes lineares com duas variaveis pensados em
termos das suas equagdes como retas no plano ou no espago.

Computacional = O algoritmo para calcular determinantes.

= Um conjunto dependente de vetores pensados como n-uplos, em
que um n-uplo resulta de multiplicar o outro por um escalar.

= Sistemas de equac0es lineares pensados em termos da matriz
aumentada associada e operagdes sobre suas linhas.

Os resultados do estudo de Bagley e Rabin (2010) mostram que inicialmente alguns
estudantes tentam utilizar pensamento abstrato, mas terminam todos por utilizar pensamento
computacional. Este pensamento computacional é utilizado de forma produtiva, refletindo,
justificando e escolhendo estratégias que permitem ao estudante simplificar e clarificar os seus
calculos, partindo da utilizacdo de exemplos particulares, ou aplicando célculos conhecidos que
permitem avaliar o resultado obtido. Assim, os autores concluem que o0 pensamento
computacional, mesmo sendo de caracter algébrico procedimental, possui utilidade no estudo
da algebra linear, ajudando o estudante a compreender, aprofundar e relacionar conceitos.

Mesmo assim, é necessario encorajar o estudante a fazer suas proprias predigdes sobre 0s
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possiveis resultados que poderia obter apds aplicar um determinado algoritmo, promovendo a
validacdo de resultados reais face as suas predigdes, como também encorajar o estudante a

considerar tratamentos geométricos e abstratos para dar sentido a resultados inesperados.

Similarmente, Thomas e Stewart (2011) e Gueudet-Chartier (2006) falam de niveis
abstrato, algébrico e geométrico, definidos por Hillel (2000) como modos de descri¢do, pelo
que o nivel algébrico, onde é tratado a linguagem e conceitos da teoria da algebra linear em
IR™, esta diretamente associado ao pensamento computacional mencionado por Bagley e Rabin
(2010). Para Thomas e Stewart, “formar ligagdes entre estes niveis abstrato, algébrico e
geométrico, ou representacdes, é a base de muitos problemas dos estudantes, e hd uma

necessidade de fazer ligagdes explicitas entre eles” (p. 278).

Outros estudos em matéria de espacos vetoriais tém sido focados na aplicacdo de
ferramentas tecnoldgicas para observar o efeito das representacfes sobre a compreensdo de
conceitos de algebra linear, como por exemplo o estudo de Dogan-Dunlap (2010). Este autor
aplica uma série de perguntas a 45 estudantes para estudar a aprendizagem do conceito de
independéncia linear, utilizando para isso uma calculadora grafica online como recurso

tecnoldgico, tal como mostra a seguinte figura:

Experiment site

Figura 2.3. Representagéo de vetores em calculadora
grafica (Dogan-Dunlap, 2010, p. 2150).

Na figura 2.3 observam-se representacdes de vetores no espaco, procurando mostrar uma
interpretacdo geométrica de vetores linearmente independentes. Como parte dos resultados
encontrados neste estudo, o autor menciona uma tendéncia dos estudantes a usarem
representacdes aritméticas e algébricas para além das graficas, mas sendo estas ultimas de ajuda
as primeiras para obterem uma compreensdo mais rica do conceito e articularem aspetos

geométricos deste conceito.
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Na unidade de transformacdes lineares, podemos mencionar o estudo de Ellis, Henderson,
Rasmussen e Zandieh e (2012), autores que propdem explorar o raciocinio utilizado por 13
estudantes de ensino superior, na sua maioria de Engenharia, quando colocados perante tarefas
com diferentes niveis de complexidade onde intervém representacdes geométricas de
transformacgdes lineares. Para averiguar a compreensdo que o0s estudantes tém das
transformac0es lineares, os autores realizam uma entrevista semi-estruturada focada em trés
tipos de questdes: uma questdo de associacdo entre matrizes quadradas e possiveis
representacdes geométricas que pode ter essa matriz como matriz associada a transformacéo
linear nas bases canonicas; uma questdo de predi¢do da imagem geométrica, tendo o estudante
previamente a matriz associada a transformacao nas bases canoénicas; e uma questdo de criacdo

de uma transformacao linear que cumpra certas condi¢bes geométricas no conjunto imagem.

Os resultados de Ellis et al. (2012) mostram que varias estratégias de resolucdo foram
desenvolvidas pelos estudantes a medida que avancaram nas tarefas, sem apresentarem maior
dificuldade ao longo das tarefas mais complexas. Para os autores, uma possivel razdo pela qual
o nivel de complexidade das tarefas ndo dificultou o trabalho dos estudantes é o resultado de
um possivel desenvolvimento do raciocinio estrutural (associado ao trabalho a nivel do
conceito) desde a primeira tarefa, raciocinio que se manteve junto com o raciocinio operacional
(associado ao pensamento computacional), este Ultimo evidenciado sobretudo nas questdes de
predicdo e criacdo. Os autores mencionam que uma das preocupacdes da Educacdo Matematica
é encontrar um equilibrio entre o conhecimento baseado nos célculos ou procedimentos e o
conhecimento baseado no raciocinio conceptual, de tal forma que ambos os raciocinios,

estrutural e operacional, sejam exercitados.

Outros estudos referentes a aprendizagem de conceitos de algebra linear suportada por
ambientes de modelacdo matematica, alguns utilizando o recurso a tecnologia, serdo

considerados mais adiante nas sec¢des 3.5 e 3.6.
2.2.2 Dificuldades na aprendizagem de algebra linear

A aprendizagem da matematica que vai ocorrendo nas primeiras etapas do ensino superior
torna-se fundamental para a aprendizagem de outros conceitos e processos matematicos mais
complexos, os quais vao sendo tratados conforme o estudante avancga para outras disciplinas
matematicas do seu curso de formacéo. Neste transitar entre a aprendizagem adquirida e a

aprendizagem de conhecimento novo, podem surgir dificuldades porque mesmo as
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aprendizagens adquiridas podem n&o ser suficientes para avancar na aquisicdo de novo

conhecimento.

Grande parte das dificuldades surge em disciplinas cuja natureza dos conceitos é abstrata,
e em cujas aulas a aplicacdo dos conceitos ndo é trabalhada (Klymchuk & Zverkova, 2001).
Essas dificuldades aparecem no ensino superior inclusive antes de o estudante ter contacto com
0 conceito matematico, produto da mudanca de uma aprendizagem frequentemente baseada em
calculos algoritmicos com alguma contextualizacdo, no secundario, para uma aprendizagem
fundamentada em processos cognitivos mais complexos e conceitos comummente
descontextualizados no ensino superior, criando no estudante um estado de incerteza académica
nos primeiros anos do seu curso (Rach & Heinze, 2017). Neste sentido, algumas das causas que
dao origem a essa incerteza académica traduzem-se na necessidade de os estudantes precisarem
de ver a matematica aplicada, sendo que ao chegarem ao ensino superior sentem também a

necessidade de aprender matematica significativa (Biggs & Tagg, 2011).

No caso da disciplina de Algebra Linear, esta falta de aplicabilidade é muitas vezes
enfatizada pelos estudantes, principalmente por aqueles que estdo nos primeiros anos, conforme
afirmam Thomas e Stewart (2011):

O estudante universitario do primeiro ano que ndo tem nenhum entendimento prévio

de algebra linear tem um longo caminho a percorrer antes de ser capaz de compreender

0 quadro completo. A disciplina parece-lhes muito intensa, com ideias e definigdes

introduzidas muito rapidamente, com pouca conexdao com o que eles ja sabem da
matematica escolar e conseguem fazer com ela. (p. 275)

Quer para o estudante que frequenta pela primeira vez a disciplina de Algebra Linear, quer
para aquele que ja tem algum conhecimento de algebra linear, uma das maiores dificuldades
evidenciadas na literatura é a abstracdo dos conceitos por eles sentida (Dogan-Dunlap, 2010).
Esta abstracdo dos conceitos tende a dificultar a aprendizagem a nivel conceptual, deixando o
estudante sem saber, por vezes, o que tem de fazer quando séo apresentados enunciados que
enfatizam uma definicdo e ndo célculos computacionais.

Estes estudantes, frequentemente ndo estdo preparados para o alto nivel de abstragéo

das disciplinas de Algebra Linear. Eles ficam tdo perdidos em grande parte da

abstracdo que até mesmo as ideias mais simples se tornam dificeis de compreender,
criando desanimo e grande stress. (Dogan-Dunlap, 2010, p. 2142)

A abstracao dos conceitos fomentada na Algebra Linear chega, nalguns casos, a levar a que
os estudantes abandonem a disciplina mesmo antes de terminar o ciclo letivo, parte deles sem

saberem ainda os conceitos basicos da disciplina. Mais ainda, os estudantes que chegam a
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conclusdo da disciplina dificilmente sabem como aplicar o conhecimento matemético em

situacBes da sua vida diéria (Carlson et al., 1993).

Para Dogan-Dunlap (2010), a abstracéo dos conceitos percebida pelo estudante tem origem
na linguagem utilizada na sala de aula, pois “o alto formalismo em Algebra Linear faz com que
0s estudantes apresentem a sensacdo de lacunas conectivas com o que eles ja sabem de
matematica” (p. 2142). O problema deste formalismo € que o estudante ndo esta familiarizado
com o0 mesmo, havendo excesso de linguagem simbdlica sem interpretacéo fisica ou geométrica
(Costa & Rossignoli, 2017); como consequéncia, torna-se dificil para o estudante reconhecer e
utilizar diferentes representagdes associadas ao conceito, representacdes que poderiam ser
utilizadas para aprofundar a compreensdo do mesmo (Dogan-Dunlap, 2010). Nesta linha,
Bagley e Rabin (2010) declaram:

Grande parte da literatura sobre a aprendizagem da algebra linear documenta
dificuldades dos estudantes em resolverem problemas basicos, em deslocar-se de
forma flexivel entre representacdes, em usar teoremas abstratos em situacOes
concretas, e até em falar ou escrever na linguagem bésica da algebra linear
coerentemente. Apesar de muita busca sobre as causas das suas dificuldades e de
sugestdes pedagogicas criativas, a impressao geral permanece pessimista. (p. 84)

Segundo Rodriguez (2011), a natureza da algebra linear faz com que o seu ensino em sala
de aula siga um padrdo de muita teoria e pouca pratica, tornando-se necessaria a utilizacao de
problemas contextualizados que, mediante uma orientacdo pertinente, permitam ao estudante
uma aprendizagem fundamentada na descoberta e no aprofundamento dos conceitos. O mesmo
autor refere outro tipo de dificuldades que devem considerar-se, que sdo as dificuldades
associadas a falta de conhecimentos prévios e especificos para a aprendizagem de conceitos
trabalhados na Algebra Linear.

Rodriguez realiza um diagnostico sobre a disciplina de Algebra Linear oferecida na
Universidade dos Andes, trabalhando com estudantes universitarios de idades entre 18 e 20
anos dos cursos de Engenharia, Economia e Administracdo. O objetivo do estudo, que era
determinar as principais dificuldades que se apresentam no processo de ensino e aprendizagem
da algebra linear, foi atingido apds a realizacdo de um diagnostico através de observacgdes de
sala de aula, inquéritos aplicados e uma oficina de formacdo desenvolvida com ajuda do

software matematico Cabri Il Plus aos estudantes.

Como parte dos produtos do estudo de Rodriguez, o autor realiza um quadro de
dificuldades e erros associados a aprendizagem da algebra linear (Tabela 2.3), utilizando para

isso a classificagdo geral mencionada por Dorier e Sierpinska (2001), que contempla
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dificuldades conceptuais e dificuldades cognitivas. As dificuldades conceptuais estéo
associadas a natureza da algebra linear, designadamente, ao carécter abstrato e formal que
possuem 0s conceitos, enquanto que as dificuldades cognitivas estdo associadas aos tipos de
raciocinio ou competéncias necessarias para compreender a algebra linear.

Tabela 2.3. Dificuldades associadas ao processo de
ensino e aprendizagem na algebra linear (Rodriguez, 2011).

Dificuldades conceptuais Dificuldades cognitivas

1. Erros de linguagem 3. Erros por associagdes incorretas

2. Erros em conceitos prévios 4. Erros em obter informacdo espacial
5. Erros por aplicacdo de estratégias irrelevantes

Os resultados do estudo de Rodriguez (2011) mostram que o erro de tipo 1 predomina,
sendo a causa associada ao alto nivel de formalismo utilizado pelo professor na sala de aula,
dado que o estudante ndo se adapta facilmente as demonstracdes formais e elementos da l6gica
matematica necessarios para interpretar a linguagem formal utilizada no tratamento dos

conceitos.

Por outro lado, Costa e Rossignoli (2017) realizam um estudo com estudantes de cursos de
Engenharia que frequentaram a disciplina de Algebra Linear durante o 1.° semestre de 2015 e
de 2016. Com o objetivo de identificar a origem de dificuldades na aprendizagem da algebra
linear, os autores aplicam um questionario, identificando que os estudantes tendem a reconhecer
maiores dificuldades nos temas de espacos vetoriais e transformacdes lineares, encontrando
como causas a natureza epistemoldgica da algebra linear (caracter abstrato dos temas), a
linguagem matematica utilizada para representar os diferentes conceitos e a falta de tempo para
trabalhar tantos conceitos. Por seu lado, os topicos em que 0s estudantes sentem menos
dificuldade correspondem a operagdes com matrizes, sistemas de equagOes lineares,
determinantes e diagonalizacdo de matrizes a partir de valores e vetores proprios. Algumas das
sugestdes dadas pelos autores para superar estas dificuldades sdo: 1) limitar o estudo dos
contetdos de espagos vetoriais a representacfes geomeétricas, especificamente, no estudo de
subespacos vetoriais de IR™; e 2) relacionar os topicos de espaco vetorial e transformacao linear

com topicos menos abstratos, como o conceito de sistema de equacdes lineares.

Especificamente aludindo ao topico de sistemas de equacdes lineares (SEL) e matrizes, o
estudo de Mallet (2007), baseado na abordagem de SEL sob representacdo algébrica,

representacdo visual e representacdo tabular, revelou que alguns estudantes apresentam
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dificuldades para se mover entre a representacdo tabular e a representacao algébrica, dificuldade
devida ao facto de preferirem as representagdes visuais em vez de aproximacdes que teriam de
fazer a partir de representacdes em tabelas de dados numéricos. Para além disso, o autor enfatiza
que, quando a exploracdo de um conjunto solugdo de um SEL com infinitas solucdes fica
limitada a representacdo algébrica, a aprendizagem construida pelo estudante sobre o conjunto
solucdo torna-se fraca, devido a existéncia de certa dificuldade que os estudantes apresentam

em assimilar os vetores solucdo parametrizados que configuram este tipo de solucao.

Fazendo referéncia a unidade de geometria vetorial, Sandoval e Possani (2016) realizam
um estudo com trés turmas de estudantes de ensino superior que frequentam uma disciplina
introdutéria de Algebra Linear, a maior parte em cursos de Matematica, Ciéncias Atuariais,
Economia e Engenharia. Os autores utilizam como referencial teorico a teoria de Duval (2006)
dos campos cognitivos, com o objetivo de analisar dificuldades que os estudantes apresentam
quando se defrontam com atividades onde intervém diferentes representacdes de vetores, planos
e intersegdes entre estes. A teoria de Duval é utilizada no estudo de Sandoval e Possani (2016)
para investigar o papel que jogam as representacfes associadas aos conceitos anteriormente
mencionados e as dificuldades em que o estudante se vé envolvido. Para a analise de
representacdes, 0s autores recorrem aos registos de representagcdo (Duval, 2006), enfatizando
os tratamentos (transformacGes que surgem dentro do mesmo registo) e conversoes

(transformacdes que surgem entre diferentes registos).

A proposta de atividades de avaliacdo no estudo de Sandoval e Possani considera atividades
cujos enunciados sdo dados em diferentes tipos de registo (geométrico, verbal, algébrico,
aritmético), de forma a identificar os registos e transformacfes mais usados pelos estudantes.
Os resultados revelam que os estudantes apresentam dificuldades, quer para trabalhar dentro do
mesmo registo, quer para se deslocarem de um registo para outro, principalmente para fazerem
conversdes entre o registo algébrico e o registo geométrico. Associada a essas dificuldades é
identificada uma insuficiéncia de flexibilidade cognitiva dos estudantes para articular diferentes

representacdes quando trabalham com representacdes de vetores, planos e suas intersegdes.

Em referéncia & unidade de espacos vetoriais, Rodriguez (2011) menciona que o estudo de
conceitos referentes a esta unidade requer especial cuidado, sendo necessario que o estudante
tenha certo dominio de logica que lhe permita superar possiveis dificuldades relativas ao
simbolismo matematico. Mais concretamente, o trabalho de Wawro et al. (2012) revela que os
estudantes apresentam dificuldades para interpretar geometricamente uma combinacéo linear

de k vetores como um objeto matematico capaz de gerar todo um subespago S < IR™, em
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especial quando as coordenadas cy, ¢y, ..., Ck, que estruturam a combinagéo linear c;v; +

C,Uy + -+ + vy, podem ter todos os valores possiveis em IR.

Complementando a ideia anterior, os resultados do estudo de Dogan-Dunlap (2010)
mostram que existe maior dificuldade em passar informacdo da representacdo geométrica de
vetores linearmente independentes para a representacao algébrica, comparativamente com o
caminho inverso de passar da representacdo algébrica para a geomeétrica, pelo que a
representacdo geométrica ndo substitui a tendéncia dos estudantes a quererem trabalhar

mediante representacdes algébricas no tdpico de (in)dependéncia linear.

Trigueros e Possani (2013) fazem referéncia a ambos os conceitos de combinacéo linear e
(in)dependéncia linear, mencionando que estes conceitos geram dificuldade para o estudante
devido a abordagem formal e abstrata com que sdo tratados os conceitos na sala de aula. Para
além disso, estes autores salientam que uma aprendizagem destes conceitos limitada a
representacado algébrica e a representacdo geométrica apenas com vetores em IR? ou IR3 nédo
permite o trabalho com outros tipos de espacos vetoriais mais gerais, como por exemplo,
espacos vetoriais de funcdes ou polindmios, razdo pela qual se devem estudar combinacGes

lineares e dependéncia linear de subespacos vetoriais de IR™ também para casos de n > 4.

Ainda com referéncia ao conceito de independéncia linear, mas acrescentando o conceito
de base de um subespaco V' de vetores e o conceito de espaco vetorial gerado por um conjunto
IV de vetores, este ultimo denotado por Span (V), Stewart e Thomas (2010) fazem uma proposta
de ensino baseada na teoria APOS (Actions-Processes-Objects-Scheme) e na teoria dos trés

mundos de aprendizagem da Matematica (Tall, 2004) no ensino superior.

A teoria APOS procura descrever as construcdes e mecanismos mentais que Ssdo
necessarios para a aprendizagem de um determinado conceito matematico, utilizando para isso
um modelo hipotético, denominado de decomposicdo genética (DG). O modelo hipotético
considera “um conjunto de agdes, processos, objetos e esquemas construidos previamente e
relacionados, consciente ou inconscientemente, na mente de um individuo numa estrutura
coerente, que sao postos em jogo para a resolucao de problemas” (Trigueros et al., 2015, p. 98).
Por seu lado, a teoria de aprendizagem da Matematica dos trés mundos refere trés formas de
desenvolvimento cognitivo de pensamento matematico para trabalhar o0s conceitos,
nomeadamente: 1) desenvolvimento de conceitos a partir de atributos visuais associados ao
conceito, incluindo representacdes iconicas; 2) desenvolvimento do conceito a partir de

representacdes simbalicas, onde sdo incluidas as representacGes algébricas e as representacdes

36



em forma matricial; e 3) desenvolvimento do conceito a partir de linguagem formal, onde se
incluem as propriedades dos objetos matematicos a partir de axiomas e teoremas, e provas de

proposicoes.

O estudo de Stewart e Thomas corresponde a um estudo de caso com dois grupos de
estudantes de segundo ano da Universidade de Auckland (Nova Zelandia), estudantes do curso
de Gestdo e Economia. Enquanto que num dos grupos foi enfatizado o ensino dos conceitos a
partir de atributos visuais do objeto matematico e o relacionamento dos conceitos, no outro
grupo a énfase foi na algebra simbolica sem relacionamento entre os conceitos. Foi apresentada
uma série de 14 questdes aos estudantes no final das aulas, obtendo-se como resultados que
ambos os grupos de estudantes apresentaram dificuldade para fazer a conexao entre o conceito
de independéncia linear e o conceito de espaco vetorial gerado e, portanto, para construir o
conceito de base. Parte dos estudantes apresentou bastante dificuldade para construir o
Span (V) e identificar a independéncia linear de vetores, sendo o conceito de independéncia
linear de maior dificuldade do que o conceito de Span (V). Os autores destacam que o facto de
0s estudantes preferirem trabalhar procedimentalmente o conceito de base a partir da reducao
de matrizes, ndo ajudou no processo de compreensdo do conceito, sendo pertinente considerar

a necessidade de mais tempo de trabalho destinado a desenvolver essa compreenséo.

No que se refere a unidade de transformacgdes lineares, Trigueros et al. (2015)
desenvolveram um questionario com estudantes universitarios chilenos dos cursos de
licenciatura e pedagogia em Matematica, escolhidos para a conducdo de um estudo de caso em
trés universidades distintas. Inicialmente, os autores realizaram uma andlise das respostas dadas
pelos estudantes, para depois aprofundarem as respostas dadas por alguns desses estudantes
através de uma entrevista. A configuracao das questdes dessa entrevista esteve enquadrada na
teoria APOS, procurando estudar as construgcdes e mecanismos mentais necessarios que surgem

na aprendizagem do teorema da matriz associada a uma transformacéo linear.

Os resultados do estudo de Trigueros et al. (2015) revelaram que alguns estudantes sao
capazes de determinar o vetor de coordenadas [T(v)]p; e a matriz [T]5 associada a
transformacéo linear, porém ndo sdo capazes de reconhecer que estes dois elementos servem
para ser utilizados na relacdo [T (v)]g = [T]5 - [v]g, evidenciando que a determinagdo do vetor
[T(v)]p e da matriz [T]5 n&o garante a identificacdo da relacdo [T(v)]z = [T]% - [v]z como
relevante na resolucdo de uma tarefa. Os autores concluem que estas dificuldades decorrem do
facto de que os estudantes aprendem a trabalhar com as matrizes de forma mecénica, deixando

para segundo plano a transformacdo como uma funcéo, o que os impede de dar 0 passo para a
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compreensdo da relagcdo expressa no teorema da matriz associada a uma transformacéo linear.
Esta dificuldade estad em linha com a falta de reflex&o sobre os conceitos, mencionada por Oktag
(2018), ao salientar que alguns estudantes precisam de ter o critério da transformacéo linear no
enunciado ou calcula-lo previamente, antes de comecarem a trabalhar na tarefa, mesmo quando
o critério ndo é necessario para a resolugdo, o que esté associado ao facto de o estudante tender
a trabalhar sob o efeito de calculos que evitam refletir na natureza conceptual da tarefa.

Bagley, Rasmussen e Zandieh (2015) também falam de dificuldades relativas as
transformacoes lineares e ao seu tratamento como funcées. Estes investigadores desenvolveram
um estudo baseado em entrevistas com estudantes universitarios dos cursos de Engenharia,
Matematica, Economia e Ciéncias da Computacéo que frequentavam uma disciplina de Algebra
Linear. Com o objetivo de explorar as relacdes, semelhangas e diferencas que os estudantes
estabelecem entre os conceitos de funcéo e de transformacéo linear, os autores entrevistaram
dez estudantes no final do semestre, nas Gltimas aulas da disciplina, colocando perguntas que

enfatizavam os conceitos de inversa, composic¢éo e identidade.

Tendo em conta a defini¢ao usual de transformagdes lineares como “fun¢des de um espaco
vetorial a outro, comummente de IR™ a IR™, com propriedades particulares (preservam adi¢do
e multiplicagdo por escalar)” (Bagley et al., 2015, p. 36), os autores identificaram no seu estudo
que todos os estudantes foram incapazes de predizer o resultado da composicdo de uma funcéo
com a sua funcéo inversa, afirmando tipicamente que equivale a 1. Os autores concluem que
estas dificuldades se devem a aproximacdo entre o conceito de inversa de uma funcéo e o
conceito de inverso multiplicativo, sendo que conhecimentos anteriores influenciam
conhecimentos novos, pois os estudantes associam a lei de reciprocos inversos x - x ™1 = 1,x #
0 para inferir, erradamente, que a mesma lei se aplica ao caso de uma funcdo e da sua funcéo
inversa, isto &, f(f 1) (x) = f(x) - f~1(x) = 1. Os resultados de Bagley et al. (2015) também
revelaram dificuldades devidas ao tratamento contréario, alias, a influéncia de novos
conhecimentos (transformacdes lineares) para trabalhar conhecimentos anteriores (funcdes
reais de variavel real), pois para o estudante a relacdo matricial de composicdo de

transformagles A;,r-1 = Ar * Ap-1 implica, incorretamente, a relacdo de composicdo de
fungdes f(f ) (x) = f(x) - f~1(x).
2.2.3 Aprendizagem da algebra linear com recurso a tecnologia

Até inicios do presente século XXI muito pouco se sabia sobre a utilizagdo da tecnologia

no ensino superior (Domingos, 2003), mas com o passar dos anos esta tem vindo a assumir um
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papel cada vez mais preponderante nos cursos de ensino superior que integram a matematica
como parte dos seus programas de estudo. Esta importancia assumida pela tecnologia tem
levado os departamentos de Matematica a preocupar-se por inclui-la no ensino de conceitos
matematicos associados geralmente a temas como o célculo, equac@es diferenciais e algebra
linear (Oliveira, 2001), vendo nesta uma ferramenta Util para promover ambientes dinamicos e
interativos que, entre outras funcgdes, permitem abordar situacGes reais associadas aos conceitos

matematicos (Flores & Yemail, 2017).

Apesar de estarmos imersos num contexto educativo onde a tecnologia é destacada em
alguns dos programas curriculares universitarios como um elemento necessario para o0 ensino e
aprendizagem, o processo formativo continua tendencialmente a resistir a sua utilizag&o,
preferindo-se optar por métodos tradicionais de ensino. Como consequéncia disso, é possivel
observar estudantes que tendem a resistir ao trabalho com tecnologia, revelando incapacidade
para trabalhar de forma criativa e com sentido critico com meios tecnolégicos (Sanchez, 2007),
inferindo-se que a incorporagéo da tecnologia na sala de aula ndo garante uma aprendizagem
fundamentada na compreensdo do conceito matematico, pois a sua utilizacdo requer um bom

contexto de aprendizagem (Biggs & Tagg, 2011).

Para Lesh (2012), os objetivos curriculares do ensino da matematica devem orientar-se
para a utilizacdo da tecnologia como uma ferramenta necessaria na sala de aula, utilizando-a
para o trabalho em tarefas que requerem calculos extensos ou calculos que ndo possam ser
realizados através de procedimentos analiticos. Por seu lado, Galbraith e Stillman (2006) falam
sobre a importancia de o estudante conhecer as capacidades que tém diferentes tecnologias
utilizadas na sala de aula para sua aprendizagem, de forma a saber as potencialidades de um
tipo de recurso em relacdo a outros, procurando assim o maior aproveitamento da tecnologia a

sua disposicéo.

Entre os diferentes recursos tecnologicos ao dispor do estudante, destaca-se a importancia,
no ensino superior, da utilizacdo de software matematico como um meio para o estudante ver a
aplicabilidade da matematica através da tecnologia. Neste sentido, Siller e Greefrath (2010)
sugerem o uso do computador para trabalhar com software matematico, referindo vantagens
deste recurso para alterar a dindmica da sala de aula e a visdo do estudante para com a
matematica. Os autores destacam que:

Através do uso de computadores na educacdo, € mais facil discutir problemas que
podem ser retirados do contexto da vida dos estudantes. Através de tais discussoes, a
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motivacdo para a Educacdo Matematica pode ser alcancada porque os estudantes
reconhecem que a matematica € muito importante na vida cotidiana. (p. 2138)

Para lograr aproveitar esta potencialidade do computador, a utilizagdo de software que
permita trabalhar em Matematica € fundamental, sendo que existem varios recursos
tecnoldgicos que permitem a aproximacéo da realidade dos estudantes (Kripka et al., 2017).
Dentro destes recursos, existe uma diversidade de software para potenciar a resolucdo de
problemas de &lgebra linear que requerem calculo numérico de grandes magnitudes, devendo o
estudante ser orientado pelo professor a dar maior énfase a utilizagéo do software para reforcar
a interpretacdo, exploracdo e relagdes matematicas entre objetos matematicos (Carlson et al.,
1993).

Para promover estas relagbes matematicas, a aprendizagem através do software deve
utilizar multiplas representacGes do conceito matematico, permitindo ao estudante construir

pontes entre as diferentes representacdes e, desse modo, aprofundar a compreensao do conceito.

Greefrath et al. (2018) destacam que a utilizacdo de software dindmico se torna importante
para encorajar 0 estudante na descoberta de relagbes mateméticas e mencionam que a
descoberta destas relagdes é facilitada pelas representacoes, pois

As ferramentas digitais permitem que varias representacfes distintas sejam

construidas, permitindo que os utilizadores simplesmente alternem entre

representacdes. Além disso, multiplas representacBes interactivamente conectadas
podem ser geradas simultaneamente. (p. 234)

Em particular, deve-se promover na disciplina de Algebra Linear software que facilite a
compreensdo do conceito, utilizando representacées em duas e trés dimensdes (Mallet, 2007).
Alguns dos softwares que permitem esse trabalho sobre conceitos, utilizando objetos
matematicos em duas e trés dimensdes, sdo 0 Mathematica, o Matlab e 0 GeoGebra.

No caso do Mathematica e do Matlab trata-se de software tipo CAS (Computer Algebra
Systems), permitindo resolver, representar graficamente e manipular expressées matematicas
em forma analitica. No que diz respeito ao Matlab, este constitui um software matematico
relevante para o ensino das ciéncias e engenharia, tendo sido utilizado amplamente para o
ensino da algebra linear (Han, 2008), incluindo para demostrar conceitos de algebra linear
(Chang, 2011). Para além disso, o Matlab dispGe de mddulos computacionais eficientes de
algebra linear que outros software matematicos ndo possuem, como, por exemplo, a
descomposicdo de matrizes. Permite ainda visualizar objetos de algebra linear de forma
interativa, em conexdo com os resultados de cddigo algébrico obtidos (Han, 2008), embora

estes modelos ou operagOes devam ser programadas pelo estudante. Por seu lado, o
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Mathematica dispde de diversas operacGes de algebra linear j& programadas, sendo que as
operacdes ndo definidas podem ser programadas para entdo serem utilizadas; permite a
comunicagdo com outros pacotes de software, como o editor de texto Word, e permite o calculo

simbolico (Gonzalez, 1998).

No caso do GeoGebra, este constitui um programa dindmico criado para trabalhar
inicialmente a geometria, mas dispondo atualmente de vista gréafica, algébrica e de célculo. O
GeoGebra permite trabalhar a aprendizagem significativa de conceitos de algebra linear e € um
recurso para a mediacao dessa aprendizagem por meio da exploracdo das ferramentas de que
dispde. Tais ferramentas constituem elementos essenciais para trabalhar a representacéo de
situacBes problema que envolvam tépicos como sistemas de equacdes lineares (Kripka et al.,
2017) ou aprofundar o conceito de transformacéo linear do ponto de vista de transformaces de
figuras no plano (Havelkova, 2013). Para além disso, 0 GeoGebra, diferencia-se de outros
programas dinamicos, tendo, por exemplo, uma folha de célculo incorporada, com a qual é

possivel usar véarias fungdes disponiveis numa folha de célculo comum, como o Excel.

No que toca as folhas de calculo, autores como Chaamwe e Shumba (2016) mencionam a
capacidade da folha de calculo Excel para manipular formulas e executar diferentes operacdes
que sdo utilizadas no ensino e aprendizagem da Matematica, em particular, “o uso de folhas de
calculo permite aos estudantes explorar processos alternativos de solugdo que vdo além da
manipulacdo simbdlica, e dotar os estudantes de compreensdo aprofundada dos conceitos
envolvidos no problema” (p. 570), permitindo inclusive desenvolver o aprofundamento dos
conceitos por meio da modelacédo e simulagéo de situagdes no estudo de sistemas de equacdes

lineares e matrizes.

No que concerne ao programa curricular da disciplina MA1004, o programa destaca uma
metodologia de sala de aula focada no ensino expositivo por parte do professor, mas
mencionando-se a possibilidade de se aplicarem outras metodologias na sala de aula que
envolvam mais o estudante na sua aprendizagem. Entre as metodologias sugeridas pelo
programa esta a utilizacdo de software matematico que faz parte das tecnologias inovadoras
(Sanchez, 2018).
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CAPITULO 3

MODELACAO MATEMATICA

Neste capitulo apresento um enquadramento tedrico do estudo focado nos ambientes de
trabalho em tarefas de modelacdo matematica na sala de aula. Comeco por referir aspetos gerais
referentes a modelacdo matematica, como defini¢Bes de conceitos associados aos ambientes de
modelacdo matematica discutidos na literatura, tendéncias de pesquisa e perspetivas de
integracdo de modelacdo na educacdo matemaética e potencialidades destes ambientes de
modelacdo para a aprendizagem do estudante. A seguir apresento alguns estudos tedricos e
empiricos referentes a presenca da modelacdo matematica na aprendizagem da algebra linear,
incluindo dificuldades associadas aos ambientes de aprendizagem com modelacdo e a utilizacdo
de TIC como recurso para a aprendizagem de conceitos em atividades de modelagéo

matematica.

3.1 Tendéncias e perspetivas de modelacdo na Educacdo Matematica

A modelagdo matemaética, ou simplesmente modelacdo, constitui um ambiente de
aprendizagem que tem vindo a assumir um papel de relevancia a nivel investigativo dentro da
area da Educacdo Matematica (Blum, 2015; Chinnappan, 2010). Este aspeto tem tido
repercussdes positivas no curriculo matematico de todo o mundo, onde professores e demais
decisores no @mbito da educacdo formal tém encontrado na modela¢do um ambiente e um tipo
de atividade para a aula que pode promover a educacdo STEM (Ciéncia, Tecnologia,

Engenharia e Matematica) e dar significado a matematica na vida real (Czocher, 2018).

Podemos encontrar varias definicdes sobre modela¢do matematica, algumas descrevendo-
a como um processo de transi¢do entre 0 mundo real e a matematica, e vice-versa (Blum &
Borromeo Ferri, 2009; Borromeo Ferri, 2018). Outros autores definem-na como um processo
gue envolve um conjunto de fases e subprocessos afins que fazem parte do bem conhecido ciclo
de modelagdo (Niss et al., 2007). Por seu lado, autores como Trigueros (2009) definem-na,
aludindo a capacidades que vdo para além de desenvolver os subprocessos do ciclo de
modelac¢dao, nomeadamente mencionando que a modelagdo matematica consiste na “utilizagao
da matematica para descrever e analisar o mundo, para desenvolver técnicas e tecnologias que
intervém sobre este ativamente” (p. 77). Ja Barbosa (2006) distingue a modelagdo matematica
realizada por modeladores a nivel profissional e a modelagdo matematica desenvolvida na sala

de aula pelo estudante, salientando que na sala de aula a modelagdo matematica esta orientada
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para analisar e relacionar os elementos de uma situacdo real com base na matematica que o
estudante conhece, interpretando os resultados encontrados e confrontando-os com o0s
fenomenos em estudo. Neste sentido, “a modelagao matematica nao significa ter um “problema
pseudo realistico”, no qual todos os dados sdo fornecidos, ou unicamente ter de exercitar

algoritmos” (Borromeo Ferri, 2018, p. 13).

Um elemento fundamental da modela¢do matematica sdo os objetos nomeados de modelos
matematicos, a partir dos quais se objetiva fazer uma descricdo exata ou aproximada da situacéo
em estudo. Muitas sdo as situacGes do dia a dia que estdo definidas por meio de modelos
matematicos: 0os modelos de célculo de preco de uma chamada telefénica; os modelos
financeiros de juros compostos; os modelos de regulacao de trafego; os modelos de sondagens
eleitorais; entre outros. A maior parte destes e de outros modelos matematicos sdo comummente
desconhecidos para o individuo; mesmo assim acreditamos que funcionam, conformismo que
traz consigo desconhecimento de caracteristicas importantes que rodeiam a situacdo real
modelada (Matos, 1995). Em termos formais pode definir-se 0 modelo matematico como um
termo matematico (D, M, f) que representa uma realidade simplificada (Niss et al., 2007), no
sentido em que 0 modelo pode ser visto como a expressao analitica resultado de uma relagéo f
entre um conjunto D do mundo real, ou extra-matematico, e um conjunto M do mundo

matematico (Figura 3.1).

Modelo

matemitico

Figura 3.1. Modelo matematico como correspondéncia.

Outras defini¢des consideram mais o caracter educativo dos modelos matematicos,
considerando-os como “ferramentas pedagdgicas elaboradas para facilitar o entendimento e a
compreensdo do funcionamento de sistemas que sao retirados da realidade” (Rosa & Orei, 2012,
p. 269). Em qualquer dos casos, 0 modelo matematico torna-se um meio através do qual o
modelador procura perceber o mundo real, quer de um sistema simples, quer de um sistema
complexo. A partir da construcdo do modelo generaliza-se um padrdo que descreve o

comportamento de todos os elementos do sistema, visando responder a questdes comummente
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colocadas na vida real, as quais surgem de situacBes que envolvem diversas areas de

conhecimento (Borromeo Ferri, 2010).

Do ponto de vista da investigacdo em Educacdo Matematica, Niss (2001) faz um estudo
sobre investigaces desenvolvidas na temética de modelacdo antes dos anos 90, mencionando
orientagcBes que seguiam, nomeadamente: 1) aspetos a considerar no curriculo, extraidos da
modelacéo e aplicacdes; 2) utilizagdo de recursos para o ensino e aprendizagem das aplicagdes
e modelacdo, incluindo material escrito e uso das TIC; 3) meios para avaliar a relevancia das
aplicacdes e modelacéo; e 4) explicacdo e descricdo das fases do ciclo de modelacdo. Niss

menciona igualmente as tematicas investigadas antes dos anos 90, a saber:

1) Definicéo e clarificagdo de conceitos através da modelagdo matemaética.
2) Dificuldades, estratégias e atividade metacognitiva ao trabalhar com tarefas de
modelacao.

3) Nocoes, crengas e percecdes do estudante e do professor sobre a modelagéo.

4) O efeito do contexto nos registos do estudante ao trabalhar em tarefas de modelacao.

5) O discurso do estudante e do professor em atividades de modelagéo.

6) Implementacdo da modelagédo na formacéo de professores.

7) Formas de avaliar o trabalho de modelagéo.

8) Competéncias matematicas requeridas em ambientes de trabalho ndo matematicos.

9) Modelacdo como dominio de estudo na Educacdo Matematica.

Ja em estudos mais recentes, Geiger (2017) refere a orientagdo que tem assumido a
investigagdo em modelacdo matematica até a década atual, afirmando que:

As pesquisas em modelacdo e aplicacdes matematicas tém mantido o foco em como

melhorar a capacidade dos estudantes para usar a matematica aprendida na escola, para

resolver problemas dentro ou derivados do mundo real, assim como em perceber como

0 processo de modelacdo em si € executado enquanto se tentam resolver problemas do
mundo real. (p. 2)

Nesta mesma linha, investigacGes apresentadas em congressos de relevancia a nivel
internacional em Educacdo Matemética, como o CERME, ratificam as tendéncias de
investigacdo mencionadas por Geiger (2017), enfatizando outros temas em matéria de
modelacdo matematica que também sédo investigados pelos seus participantes. Explicitamente,
evidenciam-se investigacdes orientadas para topicos como: perspetivas e conceptualizacdes de
modelacdo matematica existentes na educacdo; conexdes entre modelacdo matematica,
resolucdo de problemas, trabalho projeto e etnomatematica; utilizacdo de boas tarefas de

modelacdo matematica e suas dificuldades na sala de aula; papel da modelacdo matematica nas
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provas dos estudos do PISA; contextos e ambientes de modelacdo matematica; aspetos
didaticos da modelacdo matematica e das atividades de modelacdo dos estudantes; e questdes
referentes ao ensino e aprendizagem da modelacdo matematica (Carreira, Barquero, Kaiser,
Lingefjard & Wake, 2015).

Se bem que a modela¢do matematica esteja ligada a resolucéo de problemas e as aplicaces
matematicas, estes termos ndo devem confundir-se, pois representam diferentes situacées.
Trigueros (2009) destaca que a diferenca entre a modelagdo matematica e a resolucdo de
problemas incide na utilizacdo do contexto real, sendo no caso da modelacdo matematica um
elemento que se torna a “fonte do processo de aprendizagem” para trabalhar os conceitos e
conectar a matematica com a realidade envolvente, ao passo que na resolucéo de problemas o
contexto da tarefa ndo tem de incluir necessariamente qualquer referéncia a uma situacédo da

vida real.

Villa-Ochoa e Ruiz (2009) também referem o contexto como um critério que diferencia a
modelacdo matematica e a resolucdo de problemas, mas acrescentam outros critérios,
nomeadamente o proposito, 0 processo e 0s argumentos. Estes autores enfatizam que a
modelacdo matematica e a resolucdo de problemas procuram promover uma aprendizagem
significativa do estudante, sendo que o proposito da modelagdo matematica, que pressupde a
experimentacao, a obtencdo de dados e a simplificacdo, tende a ser mais significativo. Ao invés
disso, na resolucdo de problemas estes trés processos ficam geralmente limitados pelo contexto
dado e pela forma como é apresentado o enunciado. Quanto ao processo, na modelacao
matematica existe uma validacgdo interna e externa que diz respeito a validacao dos resultados
no mundo matematico e na situacdo real, respetivamente, enquanto que na resolucdo de
problemas esta validacao fica por vezes limitada a validacdo interna. Finalmente, no que toca
aos argumentos, a modelacdo matematica centra-se em mostrar ao estudante como se aplica a
matematica, enquanto que a resolucdo de problemas se centra na constru¢do do conhecimento

matematico.

Por outro lado, Niss et al. (2007) salientam a diferenca entre modelacdo matematica e
aplicacdes matematicas, enfatizando que enquanto a modelagéo se concentra nos processos que
sdo desenvolvidos, partindo de uma realidade e dirigindo-se para 0 mundo matematico, as
aplicacdes concentram-se nos objetos envolvidos, partindo da matematica existente e dirigindo
a sua utilizacdo para certa realidade; portanto, 0 modelo matematico ja existe no trabalho de
aplicacdo da matematica. Assim, a modelacdo procura descrever a realidade utilizando a

matematica, enquanto que a aplicagdo da matemaética procura por em evidéncia como 0s
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conceitos matematicos, as suas representacées e outros elementos formais podem levar-se para
um problema no contexto quotidiano. Neste sentido, a modelacdo matemaética responde a
questao “onde posso encontrar alguma matematica para me ajudar com este problema?”” (Niss
etal., 2007, p. 10), enquanto as aplicagdes respondem a questao “onde posso utilizar esta parte

de conhecimento matematico?” (Niss et al., 2007, p. 11).

Em referéncia as perspetivas de modelagdo matematica, autores como Kaiser e Sriraman
(2006) classificam a modelacdo matematica em varias perspetivas: realistica, contextual,
educacional, socio-critica, epistemoldgica e cognitiva. Em particular, a perspetiva educacional
diferencia-se entre modelacéo educacional didatica e modelacao educacional conceptual, sendo
que a modelacao educacional didatica corresponde a uma visdo pedagdgica da modelacao para
promover a estruturacdo e promoc¢do de processos de aprendizagem, enquanto a modelacéo

conceptual procura introduzir e consolidar conceitos.

Aludindo a perspetiva educacional, Galbraith e Stillman (2006) mencionam que o
professor tem a oportunidade de olhar para as atividades mentais que o0s estudantes
desenvolvem durante as diferentes fases do ciclo de modelacéo, incluindo as competéncias de
modelacdo que o estudante desenvolve, enquanto Heuvel-Panhuizen (2003) referem que os
modelos tém de ter pelo menos duas caracteristicas: serem baseados na realidade e serem
flexiveis para ser aplicados ao nivel da turma. A primeira caracteristica destacada por Heuvel-
Panhuizen tem a ver com a necessidade de propor metodologias que fomentem o estudo de
problemas da vida quotidiana conhecidos pelo estudante, enquanto a segunda se refere ao nivel
de complexidade das tarefas, sendo necessario escolher situacdes problematicas adequadas,
cujo nivel desafie o estudante, mas que ao mesmo tempo permitam ao estudante ser capaz de

resolver a tarefa, considerando sobretudo os seus conhecimentos prévios.

Ligada a perspetiva educacional estd a perspetiva cognitiva, a qual procura analisar
processos cognitivos e estilos de pensamento matematico, para o qual se faz uma descricédo das
trajetorias seguidas e conhecimentos ativados pelo modelador no desenvolvimento do modelo
matematico (Kaiser & Sriraman, 2006). Concretamente no campo da educacéo, a perspetiva
cognitiva procura estudar como o estudante lida com o modelo matematico, enquanto cumpre
objetivos pedagogicos e curriculares esperados na disciplina (Czocher, 2018), podendo assumir
0 ponto de vista de analise diagndstica de processos cognitivos do estudante quando se desloca
pelo ciclo ideal de modelagdo matematica e de analise das dificuldades ocorridas em tais
processos, bem como para promover estilos de pensamento matematico (Borromeo Ferri,

2018). Segundo esta perspetiva cognitiva, “o foco estd nos processos de pensamento
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(individuais) que sdo mais ou menos expressos através de acdes durante o processo de
modelagdo” (Borromeo Ferri, 2007, p. 2081), pelo que diferentes registos de informacéo,
nomeadamente, verbal, escrita e grafica, constituem elementos importantes para perceber a

forma como o estudante pensa quando se vé envolvido em atividades de modelacéo.

3.2 Tarefas de modelacao: ciclo e rotas de modelagdo matematica

Um elemento importante da modelacdo matematica sdo as tarefas de modelagéo,
caraterizadas por Blum e Borromeo Ferri (2009) como tarefas com uma grande exigéncia de
processos cognitivos envolvidos no ciclo de modelacdo matematica, podendo ajudar no treino
de atividades associadas ao processo de modelagédo que se tornam frequentemente dificuldades
com que o estudante se confronta na sala de aula de Matematica.

O nivel de exigéncia destas tarefas relaciona-se com a sua natureza problemaética ou
desafiante, podendo ser categorizadas, dependendo da abordagem, como problemas ou
investigagdes (Ponte, 2005). Para além disso, sem importar se a tarefa constitui um problema
ou uma investigacao, as tarefas de modelacdo tornam-se também ferramentas de avaliacdo de
aprendizagens, permitindo ter uma melhor compreensdo do estudante, no sentido em que
constituem ambientes diagnostico de dificuldades referentes a aprendizagens e processos de

resolucéo envolvidos pelo estudante no seu processo de modelagdo (Borromeo Ferri, 2007).

A nivel de estrutura, as tarefas de modelacdo envolvem a realizacdo de certos passos,
atividades ou subprocessos que conformam o chamado ciclo de modelacao, isto €, propostas
idealizadas ou tedricas dos passos a seguir para resolver uma tarefa de modelacao, sendo que,
na realidade, o processo de modelacdo desenvolvido pelo estudante nem sempre segue estes
passos na ordem enfatizada por um determinado ciclo de modelacdo (Borromeo Ferri, 2018).

De um ponto de vista didatico ou pedagdgico, este ciclo apresenta quatro fases que se
desenvolvem a partir de quatro subprocessos ou atividades de modelacdo (Borromeo Ferri,

2018), conforme a seguinte figura:

48



(b)

¥

(2) Idealizacdo

I () Matematizacio l ©
(a) (© Investigagio domodelo

(d) Interpretaco

3

(d)

Figura 3.2. Ciclo de modelacdo numa perspetiva didatica (Borromeo Ferri, 2018).

Na figura anterior observam-se as quatro fases (caixas cor azul) e 0s passos, atividades ou
subprocessos (caixa sem cor) a desenvolver-se para ir de uma fase a fase seguinte, de acordo
com a perspetiva didatica. O estudante comeca por idealizar a situacdo real apresentada na
tarefa para construir um modelo real que Ihe permita trabalhar a situagéo, pelo que neste passo
0 seu conhecimento extra-matematico é fundamental. Posteriormente, deve construir um outro
modelo mediante linguagem matematica, o0 que corresponde a matematizar o modelo real para
construir um modelo matematico. A seguir, 0 modelo deve ser trabalhado (investigado) para
gerar resultados matematicos. Finalmente, estes resultados devem ser interpretados a nivel da

situacdo real.

Por outro lado, podemos encontrar o enfoque cognitivo da modelagdo, cuja proposta
apresenta mais fases e subprocessos de modelacdo, seis fases (figuras geométricas) e seis
passos, atividades ou subprocessos de transicdo (numeradas na margem direita), conforme

apresenta Borromeo Ferri (2010) na seguinte figura:

conhecimento
extra-matematco (CEM)

N\

modelo real (] () modelo
matematico

| Compreender a tarefa

Simplificar/Esgruturar a
tarefa; utilizagio/necessidade
de CEM, dependendo da
tarefa

conhecimento
extra-matematco (CEM) -—-—-._._,E

situagio ﬁ;‘, representacio mental

real da situagio 3 Matematizagao; CEM & aqui

fortemente necessirio

4 Trabalhar matematicaments;
utilizacio de conhecimentos

resultados ]
u matematicos

reais

[ ] resultados
matematicos
5 Interpretacio

.. Validagio
Resto do mundo Matematica

Figura 3.3. Ciclo de modelagdo numa perspetiva cognitiva (Borromeo Ferri, 2010).
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A estrutura esquemaética do ciclo de modelagdo mostrado na Figura 2.5 apresenta duas
vantagens em comparacdo com outros modelos (Blum & Borromeo Ferri, 2009),

nomeadamente, porque:

1) O ciclo considera o primeiro passo ou atividade (compreensdo da tarefa) como um
processo de construcdo individual, marcando o inicio do ciclo, e sendo este passo
trabalhado uma Gnica vez.

2) Todos os passos do ciclo, em geral, enfatizam atividades que podem constituir
dificuldades para o estudante avancar de uma fase a seguinte, pelo que estas atividades
se tornam elementos que assinalam competéncias necessarias para que o estudante tenha
sucesso na tarefa de modelacéo.

Na perspetiva cognitiva, 0 modelo matematico torna-se um sistema conceptual usado para
descrever, interpretar ou fazer predicGes sobre uma situacao real (Czocher, 2018), sendo 0s
esquemas estabelecidos pelo estudante, isto ¢, “grupo de conhecimentoS que contém
informagao sobre conceitos base, as relagdes entre estes conceitos e conhecimento sobre como
e quando usar estes conceitos” (Chinnappan, 2010, p. 10), elementos que guiam a construcao

do modelo e permitem a sua incorporacao em novos contextos.

O ciclo de modelacdo segundo a perspetiva cognitiva comeca no cenario nomeado de
“Resto do mundo”, com a situacdo real, relativa a situacdo do problema, podendo ser um texto,
uma imagem ou uma combinacdo de ambos. Posteriormente, o individuo deve estabelecer uma
representacdo mental da situacdo que lhe permita compreender a situa¢do problema, o que
também é chamado por outros autores como modelo da situacdo (Blum, 2015). Para Borromeo
Ferri (2006), esta representagdo mental “descreve o tipo de processos internos, respetivamente,
a imagem mental de um individuo apos/durante a leitura da tarefa de modelacdo (complexa)
fornecida” (p. 87), pelo que estd diretamente ligada a situacdo real proposta na tarefa,
permitindo ao investigador ou professor observar a compreenséo que o estudante tem da tarefa.
Esta representacdo pode ser diferente para diferentes individuos, dependendo do estilo de
pensamento matematico, nomeadamente estilos visuais associados a informagéo externa néo
disponibilizada no problema, mas baseada nas experiéncias do estudante, ou estilos analiticos
associados ao tratamento da informagdo disponibilizada no enunciado a partir de processos

matematicos estabelecidos na aprendizagem do estudante (Borromeo Ferri, 2006).

Seguidamente, o individuo deve tomar decisdes para estruturar e simplificar o problema,
influenciando o seu caminho de selecdo da informagdo para dar um passo em dire¢cdo a um

modelo real, este construido geralmente a nivel mental. Para autores como Galbraith e Stillman
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(2006), a fase da construcdo da representagdo mental/situacdo modelo estd implicita na
construcdo do modelo real, pelo que os autores ndo distinguem entre estas duas fases, mas
definem uma fase nomeada de “construcao do problema real” cujas atividades de transi¢do para
chegar a ela, a partir da situacao real, sdo as atividades associadas a construgédo da representacao

mental/situacdo modelo e do modelo real anteriormente mencionadas.

Apos a construcao do modelo real, sucede-se a construgdo do modelo matematico, através
de representacOes externas (formulas, diagramas, tabelas, etc.) que requerem igualmente
conhecimento extra-matematico (CEM), referido como “uma forma util de indicar essa parte
do ‘mundo real’ mais amplo que € relevante para a questdo ou problema particular” (Niss et al.,
2007, p. 4). Com a criagdo do modelo matemaético o individuo introduz-se no cenério nomeado
de “Matematica”, momento no qual ele deve utilizar o seu conhecimento matematico prévio
(quer propriamente da disciplina em estudo, quer de outras disciplinas) para trabalhar

matematicamente sobre o modelo até obter resultados matematicos.

Posteriormente, o individuo deve voltar ao “Resto do mundo”, neste caso para interpretar
0s resultados matematicos a nivel da situacdo real, de modo a obter os resultados reais. Estes
resultados reais deverdo ser validados no contexto da situacdo real, para finalmente, sendo
aceites os resultados, considerar um sétimo passo (ndo considerado dentro da perspetiva
cognitiva de modelagdo) que consiste em responder as questes apresentadas na tarefa, isto &,
fazer o relatorio (Galbraith & Stillman, 2006). Na atividade de validacdo, pode acontecer que
os resultados se ajustem ou ndo se ajustem, parcialmente ou totalmente, aquilo que € solicitado
na situacdo real, pelo que seré necessario o individuo refletir sobre os seus resultados reais e,
portanto, sobre comecar um novo ciclo de modelacdo para melhorar o seu modelo matematico
(Galbraith & Stillman, 2006).

Investigadores como Borromeo Ferri (2006) refletem sobre alguns resultados da atividade
de validacdo com estudantes do secundario apds trabalharem tarefas de modelacgéo.
Especificamente a autora identifica dois tipos de validacdo: validacdo baseada no
conhecimento, em que o estudante valida conscientemente 0 modelo sobre a situacéo real; e
validacdo baseada na intuicdo, em que o estudante valida inconscientemente, sob o sentimento

de que seus resultados ndo podem estar totalmente corretos.

Outros investigadores, como Czocher (2018), j& abordam estudos a nivel do ensino
superior. Para Czocher, “validar um modelo — examinar se (ou até que ponto) é adequado — é

essencial para o processo de modelagdo porque um modelo inadequado é de uso limitado” (p.
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137), isto €, a constru¢do do modelo determina quéo acertada pode ser a resposta dada pelo
modelador & situacdo problema. Czocher desenvolve um estudo centrado na atividade de
validacdo, nomeadamente focado no papel e caraterizacdo da validacdo no processo de
modelacdo desenvolvido por estudantes de engenharia, nos Estados Unidos. No estudo, a autora
realizou entrevistas audio e video-gravadas enquanto os estudantes trabalhavam na resolugédo
da tarefa sem limite de tempo. Os resultados do estudo revelam que a atividade de validagéo é
caraterizada por cinco tipos de validacdes, conforme representado na Figura 3.4 com as setas

descontinuas.

O Fases de modelagdo

A Situagdo real
A Modelo matemaético

a. Situagdo real

b. Situagdo modelo

¢. Modelo real

d. Modelo matematico

e. Resultados matematicos
f. Resultados reais

Atividade de
’ validagio
_’ Outras atividades do
ciclo de modelagao

Mundo real
estruturado
matematicamente

Figura 3.4. Ciclo de modelagcdo numa perspetiva cognitiva:
tipologia da atividade de validacdo. Adaptado de Czocher (2018).

A figura 3.4 mostra uma modificacdo do ciclo de modelagdo numa perspetiva cognitiva
observado em Borromeo Ferri (2010). Em particular, apresenta o resto do mundo como
contendo unicamente a fase da situacdo real, enquanto as outras fases que pertencem ao resto
do mundo no ciclo de Borromeo Ferri (2010) s&o consideradas para Czocher como parte do que
chama de mundo real estruturado matematicamente. Cada tipo de validacdo do estudante
observado por Czocher considera um objeto de partida (lado inicial da seta) que o estudante
tende a comparar ou revisar com um padrdo de validacdo (lado final da seta), para discernir
qudo adequado é o seu modelo proposto. Como parte desta tipologia Czocher destaca a
atividade de validagcdo como uma atividade que ajuda o estudante a validar produtos finais e
monitorizar os seus modelos, podendo a validacdo ser uma atividade que afeta a construcdo do
modelo matematico a partir da analise do modelo matematico (V;) ou a partir do alinhamento

existente entre representacGes matematicas obtidas com a situacdo real da tarefa (V, — Vs).
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Segundo a perspetiva didatica (Figura 3.2), 0s quatro passos que o modelo propGe estdo
claramente organizados de forma a que sejam suficientes para o estudante perceber o que é a
modelacdo matematica, enquanto que 0 modelo que inspira a perspetiva cognitiva (Figura 3.3)
pode resultar mais dificil de perceber para o estudante, sendo o seu fim mais adequado a
evidenciar processos cognitivos (Borromeo Ferri, 2018). Em qualquer caso, ambos os ciclos de
modelacdo, didatico e cognitivo, apresentam fases que fazem parte do “resto do mundo” ou
“realidade” e fases que fazem parte do “mundo matematico” ou “matematica”, podendo o
estudante deslocar-se varias vezes entre o “mundo matematico” ¢ “o resto do mundo” quando

encorajado a resolver a tarefa de modelagéo.

Lesh e Lehrer (2003) fazem referéncia a importancia de o estudante transitar entre uma e
outra fase do ciclo de modelacdo para exercitar processos de pensamento matematico, pois

A medida que os estudantes atravessam uma série de ciclos de modelag&o durante uma

tarefa de modelacdo, o que se espera é observar o surgimento de uma série de caminhos

de pensamento sistematicamente diferentes, referentes a natureza dos objetos,

relacOes, operacOes, e padrbes ou regularidades referentes a resolucdo do problema.
(p. 112)

Neste sentido, conforme os estudantes passam de uma a outra fase no ciclo de modelagéo,
eles vao descrevendo uma rota de modelacdo, pelo que diferentes acGes desenvolvidas por
diferentes estudantes determinam diferentes caminhos ou trajetorias de resolucdo para dar
resposta a uma situagao problema, o que Borromeo Ferri (2007, 2018) designa como rotas de
modelacdo. Esta autora, numa das comunicacOes apresentadas no grupo de modelagédo e
aplicacdes matematicas do CERME 5, analisa segundo a perspetiva cognitiva 0s processos de
modelacdo desenvolvidos por dois estudantes de 10.° ano ao trabalharem numa tarefa no
contexto de estimacdo da altura de montes de fardos de palha, proporcionando no seu estudo
uma definicéo de rota de modelagdo (modelling routes):

Uma rota de modelacdo é o processo individual de modelagdo a nivel interno ou

externo. O individuo comeca este processo durante uma certa fase, de acordo com as

suas preferéncias, e entdo atravessa diferentes fases varias vezes ou uma vez so,
focando-se numa certa fase ou ignorando outras. (p. 265)

Desta definicdo de rota de modelagédo pode observar-se que o processo de modelacdo néo
é linear, mas formado de diferentes processos individuais que cada estudante podera seguir de
maneira iterativa e idiossincratica. Alids, 0 modelador pode decidir repetir a sua transicao por
fases do ciclo de modelagéo ja transitadas (caso veja que o seu modelo precisa ser melhorado),
retroceder para fases anteriores, ou pular algumas das fases (Czocher, 2018; Galbraith &

Stillman, 2006). Assim, do ponto de vista educativo, uma rota de modelagdo permite evidenciar
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as direcbes que segue um determinado estudante, desde o comecgo da leitura da situagdo
problema apresentada na tarefa até reportar as suas respostas finais relativas as questdes

apresentadas na situacdo problema.

As rotas de modelacdo estdo influenciadas por trés fatores: 1) estilos de pensamento
matematico (visual, analitico, integrado), 2) experiéncias e conhecimento extra-matematico e
3) competéncias matematicas de que o estudante dispde. Por estilos de pensamento matemaético
entende-se “o modo como uma pessoa gosta de compreender e aprender matematica, ¢ ndo a

sua capacidade de compreender a matematica” (Borromeo Ferri, 2018, p. 34).

No que se refere aos estilos de pensamento, alguns estudantes gostam mais de aprender a
partir de dados numéricos e procedimentos algébricos, sendo o seu estilo de pensamento
analitico, ao passo que aquelas pessoas que gostam de aprender e tém mais facilidade para
aprender a partir de imagens, graficos ou qualquer representacdo visual, terdo um estilo de
pensamento matematico visual. Nos resultados obtidos por Borromeo Ferri (2007), a autora
identifica que um estudante com estilo de pensamento analitico comummente permanece a
trabalhar e dar respostas dentro do contexto da prépria matematica, enquanto que um estudante
com estilo de pensamento visual tende a deslocar-se entre a realidade e a matematica que

conhece, influenciado em parte por suas experiéncias vividas.

O conhecimento extra-matematico (CEM) também se torna um fator de influéncia nas
rotas de modelacdo, sendo presumivelmente um conhecimento diferente para cada estudante,
segundo as suas experiéncias pessoais vividas. Esse conhecimento extra-matematico € vital
naqueles casos em que existe informacgdo que ndo é proporcionada ao estudante, situacdo em
que o estudante deverd pesquisar dita informagdo ou utilizar o seu conhecimento extra-

matematico para aceder a mesma (Borromeo Ferri, 2018).

No que diz respeito as competéncias matematicas de que o estudante dispbe, as
competéncias de modelacéo constituem a base para o trabalho em tarefas de modelacéo, sendo
capacidades de alta exigéncia cognitiva que contribuem para a aprendizagem do estudante e
para exercitar sua pratica matematica (Blum, 2015). Embora se espere que o estudante
desenvolva estas competéncias de modela¢do quando trabalha numa tarefa, deve considerar-se
gue nem sempre € assim, pois, por exemplo, Borromeo Ferri (2006) menciona que a atividade
de validagé@o poucas vezes é atingida pela maior parte dos individuos, sendo que para muitos
“validar significa calcular um resultado através do modelo matematico. Eles ndo conectam os

resultados com a situacdo, e consequentemente com a realidade que ¢ dada na situagao” (p. 93),
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razdo que justifica umas das causas pelas quais as tarefas de modela¢&o podem tornar-se dificeis
para o individuo, sobretudo se ndo tiver experiéncia neste tipo de tarefa.

3.3 Competéncias de modelacdo matematica

Na literatura podemos encontrar diferentes definicdes para o termo competéncia de
modelagdo matematica (Blomhgj & Jensen, 2003; Blum, 2015; Maal, 2006; Niss, 2003; Niss
et al., 2007), sendo discutido nos ultimos anos como um tema recorrente em paises do noroeste
da europa (Blomhgj & Jensen, 2007), onde sdo mencionados os termos “mathematical

modelling competence” e “mathematical modelling competency™.

Autores como Blomhgj e Jensen (2003) aludem ao termo “mathematical modelling
competence” para definir uma competéncia de modelacdo matematica como “ser capaz, de
forma autonoma e perspicaz, de levar a cabo todos os aspetos de um processo de modelacéo
matematica dentro de um certo contexto” (p. 126). Os autores salientam que esta definigdo
considera trés caracteristicas importantes: a necessidade de disposi¢do para agir ante uma
situacdo; o aspeto de estar envolvido com um contexto; e o caracter subjetivo e socio-cultural

associado a competéncia de cada pessoa.

Blomhgj e Jensen (2003) mencionam a existéncia de duas posi¢des extremas que podem
ser encontradas na pratica em relacdo a adquirir “mathematical modelling competence”. A
primeira posicdo (aproximacéo holistica) refere que o processo de modelacéo do estudante deve
concentrar-se em desenvolver subcompeténcias de modelacdo necessarias para que o estudante
atravesse o ciclo ideal de modelacdo por completo. A segunda posi¢do (aproximacao
atomistica) propde que o processo de modelacdo do estudante deve concentrar-se em alcancar
subcompeténcias que lhe permitam fundamentalmente realizar os passos da matematizacao e
anélise do modelo. Para Blomhgj e Jensen deve existir um equilibrio entre a aproximacéo
holistica e atomistica quando o desejado ¢ desenvolver “mathematical modelling competence”.
Por um lado, a posicdo holistica exige muito tempo da parte do estudante a trabalhar sobre a
situacdo real, deixando pouco tempo para a matematizacdo e analise do modelo. Por outro, a
aproximacdo atomistica simplifica muito o processo de modelacdo do estudante, limitando o

fortalecimento de outras competéncias que este pode ser capaz de desenvolver.

Na mesma linha de competéncias de modelacdo de Blomhgj e Jensen, autores como Niss
(2003) aludem ao termo “mathematical competence”, referido como “capacidade de
compreender, julgar, fazer e usar a matematica em uma variedade de contextos e situagdes intra

e extra-matematicos nos quais a matematica desempenha ou podera desempenhar um papel”
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(p. 119); consequentemente, “mathematical modelling competence” seria a capacidade de
compreender, julgar, fazer e usar processos de modelagdo em diversos contextos ou situagdes.
Ambas as defini¢des, de Blomhgj e Jensen (2003) e de Niss (2003), referem-se ao termo
“mathematical modelling competence” como uma competéncia de modelacdo matematica, em
termos gerais, de tal forma que “mathematical modelling competence” refere-se a ser capaz de
trabalhar o processo de modelacdo matematica numa determinada situacdo contextualizada, ndo
sendo necessario percorrer todos os passos de um ciclo ideal de modelacdo matematica, mas

sim lograr o objetivo de concretizar a tarefa.

Por outro lado, aludindo ao termo “mathematical modelling competency”, Niss et al.
(2007) definem-no como:

A capacidade de identificar perguntas relevantes, varidveis e relagdes numa dada

situacdo do mundo real, transporta-las para dentro da matematica e interpretar e validar

a solucdo do problema matematico resultante em relacao a situacao dada, assim como

também a capacidade para analisar ou comparar modelos dados, investigando as

suposicdes que se fizeram, revendo propriedades de determinado modelo e o alcance
do modelo dado. (p. 12)

Neste sentido, o termo “mathematical modelling competency” refere-se as capacidades de
que o individuo precisa para realizar as diferentes atividades ou subprocessos que envolvem o
processo de modelacdo, capacidades que as vezes ndo sdo suficientes para que o estudante
trabalhe com sucesso em problemas do mundo real, sendo necessério a utilizacdo de outras
“competencies”, taiS como representar objetos matematicos, argumentar ou justificar as
simplificacbes, bem como competéncias sociais ligadas ao trabalho cooperativo, etc. (Niss et
al., 2007).

Maal} (2006) também se refere as competéncias de modelacdo no sentido de Niss et al.
(2007), e acrescenta que as “modelling competencies” podem ser classificadas em cinco grupos
de subcompeténcias: 1) subcompeténcias para desenvolver cada subprocesso individual do
ciclo de modelacdo; 2) subcompeténcias para estruturar problemas do mundo real e trabalhar
com um sentido para uma solugdo; 3) subcompeténcias de modelacdo cognitivas; 4)
subcompeténcias para argumentar em relacao ao processos de modelacéo; e 5) subcompeténcias
para ver as possibilidades matematicas de solucéo para um problema do mundo real e considerar

ditas possibilidades como positivas ou negativas.

No que se refere ao primeiro grupo de subcompeténcias, Maal} (2006) menciona que
“existe uma forte conexdao entre a conce¢do de processo de modelagdo matematica e

competéncias de modela¢ao” (p. 114). Para esta autora, cada subprocesso de modelacdo
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associado ao ciclo de modelagéo, segundo a perspetiva cognitiva, tem associado competéncias
de modelagéo de que o estudante precisa para ter sucesso no respetivo subprocesso cognitivo.

Esta relacdo entre subcompeténcias e subprocessos observa-se na seguinte tabela:

Tabela 3.1. Subcompeténcias para desenvolver cada subprocesso do ciclo de modelacéao
(Maal3, 2006, p. 116-117).

Competéncias de
modelacao

Competéncias para...

Subprocessos
cognitivos

Para compreender o
problema real e
estabelecer um
modelo baseado na
realidade

Fazer suposicOes sobre o problema e simplificar a
situacdo; reconhecer quantidades que influenciam
a situacao, identificar variaveis-chave; construir
relacdes entre as variaveis; procurar informacoes
disponiveis e fazer a diferenciacdo entre
informacdes relevantes e irrelevantes.

(1) Compreender a
tarefa

(2) Simplificar/
estruturar a tarefa

Para criar um
modelo matematico
a partir do modelo
real

Matematizar quantidades relevantes e suas
relagdes; simplificar as quantidades relevantes e
suas relaces, se necessario, e reduzir seu nimero
e complexidade; escolher notaces matematicas
apropriadas e representar situacdes graficamente.

(3) Matematizar o
modelo

Para resolver
questoes
matematicas dentro
deste modelo
matematico

Usar estratégias heuristicas, como a divisao do
problema em problemas parciais, estabelecendo
relacBes com problemas semelhantes ou analogos,
reformulando o problema, visualizando o
problema de uma forma diferente, variando as
quantidades ou os dados disponiveis, etc; usar o
conhecimento matematico para resolver o
problema.

(4) Trabalhar
matematicamente
no modelo

Para interpretar
resultados
matematicos em
uma situacao real

Interpretar resultados matematicos em contextos
extra-matematicos; generalizar solugGes que
foram desenvolvidas para uma situacdo especial;
visualizar solugdes para um problema usando
linguagem matematica apropriada e/ou para se
comunicar sobre as solugdes.

(5) Interpretar
resultados
matematicos

Para validar a
solucéo

Verificar criticamente e refletir sobre as solugdes
encontradas; revisar algumas partes do modelo ou
passar novamente pelo processo de modelagem se
as solugBes ndo se ajustarem & situacéo; refletir
sobre outras maneiras de resolver o problema ou
se as solucdes podem ser desenvolvidas de
maneira diferente; geralmente questionam o
modelo.

(6) Validar
resultados dentro
da situacéo real

As competéncias anteriores, para além de constituirem capacidades que devem ser
desenvolvidas para se obter sucesso no processo de modelacdo, podem ser vistas como critérios
para avaliar o desenvolvimento do estudante na resolucdo de tarefas de modelagdo. Jensen
(2007) refere que no momento de avaliar se alguém tem “mathematical modelling
competency”’, devem ser avaliados trés aspetos: 1) o grau de abrangéncia, referente as partes

(subprocessos) do processo de modelagdo em que o estudante consegue trabalhar e o nivel de
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reflexdo feito em cada uma dessas partes; 2) o raio de acdo, referente ao dominio de situagdes
em que consegue desenvolver o processo de modelacdo; e 3) o nivel técnico, referente aos
conceitos matematicos e processos associados a esses conceitos que o estudante é capaz de

mobilizar.

Considerando os dois termos associados a competéncia de modelagdo matematica,
percebemos que os termos “mathematical modelling competency” e “mathematical modelling
competence” estdo claramente ligados, sendo que se quiséssemos analisar a distingdo entre
ambos diriamos que “mathematical modelling competence” é gerada a partir de um conjunto
de “mathematical modelling competencies” (Jensen, 2007) ou, dito doutra forma, o
desenvolvimento de “modelling competency” contribui para o desenvolvimento de

“mathematical competence” (Niss et al., 2007).
3.4 Potencialidades da modelacdo matematica na sala de aula

A modelagdo matematica pode ser utilizada em diferentes campos do conhecimento, entre
0s quais a Educacdo Matematica. Através da modelagcdo matematica o estudante é encorajado
a trabalhar em questdes de alto nivel cognitivo que comummente ndo surgem em aulas
tradicionais, mobilizando a aprendizagem de conceitos e facilitando a criacdo de conexdes entre
conceitos matematicos e elementos associados a tarefa, a medida que o0 modelo matematico é
trabalhado (Borromeo Ferri, 2010; Chinnappan, 2010). A alta exigéncia cognitiva ajuda a que
0 estudante desenvolva novos habitos de trabalho que o levem a desenvolver um espirito critico
em situacdes quotidianas do seu dia a dia (Viseu & Menezes, 2014), e a construcdo do seu
préprio conhecimento matematico (Rosa & Orei, 2012). Nessa construcao do conhecimento, a
modelacdo matematica também pode tirar partido da utilizacdo da tecnologia na sala de aula,

contribuindo para uma aproximacéo a educacdo STEM (Niss et al., 2007).

Para Barbosa (2006) a modelacdo matematica funciona como um ambiente de
aprendizagem escolar onde o estudante € convidado a explorar e investigar situacGes da vida
real, fazendo uso de conhecimentos matematicos e contribuindo para o desenvolvimento do seu
pensamento critico. Neste sentido, a modelacdo matematica requer que o estudante analise
criticamente um modelo matematico, em vez de se limitar a modelos ja construidos previamente

em sala de aula.

A modelacdo matematica também ajuda a que o estudante dé significado aos conceitos
matematicos trabalhados em sala de aula e se veja motivado a querer trabalhar com conceitos

matematicos quando convidado a ver a matematica aplicada a situagdes especificas da sua vida
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real (Carcamo et al., 2017; Flores & Yemail, 2017). Nesta linha, Flores e Yemail (2017)
defendem que:
As principais vantagens do processo de modelacéo estdo em permitir que os estudantes
tenham um maior grau de compreensdo dos conteldos desenvolvidos na area da
Matematica, para além de aumentar 0 seu interesse por esta quando encontram a

relagdo com a realidade no momento de aplicar os modelos matematicos construidos
para a solucao de problemas. (p. 32)

Essa ligacdo da matemética com a realidade, que a modelagdo matematica permite, ajuda
a que o estudante trabalhe as dificuldades associadas ao formalismo dos conceitos matematicos,
porque o obriga a procurar conceitos matematicos que lhe permitam trabalhar sobre uma certa
realidade (Niss et al., 2007). Portanto, a modelacdo matematica ajuda o estudante a consolidar
conceitos ainda ndo compreendidos totalmente ou, mesmo se compreendidos, ajuda-o a ver
como se aplicam os conceitos em contextos reais. Blum e Borromeo Ferri (2009) também
defendem o contributo para a aprendizagem de conceitos, e acrescentam a promocdo de
competéncias matematicas (necessarias para a criacdo de modelos matematicos) como outro

aspeto importante da modelacdo matematica.

Blum (2015) destaca quatro razdes primordiais para justificar o trabalho com tarefas de
modelacdo, nomeadamente, 1) o aspeto pragmatico, porque as tarefas de modelacdo ajudam a
compreender situacbes do mundo real, ao trabalhar exemplos de modelacdo; 2) o aspeto
formativo, pois estas tarefas fomentam competéncias que se trabalham no processo de
modelacdo; 3) o aspeto cultural, referido a importancia deste tipo de tarefa para adquirir
conhecimento da matematica como elemento que faz parte de varios contextos; e 4) o aspeto
psicoldgico, associado a motivacdo do estudante quando trabalha matematica em contextos da
vida quotidiana em que podem ser aplicados os conceitos aprendidos. Estes quatro aspetos
afastam-se drasticamente da aula tradicional de Matematica, baseada comummente em
exercicios dentro da Matematica Pura. Em contrapartida, as tarefas de modelagdo pdem em
acao o aspeto pragmatico para motivar o estudante e mostrar a utilidade da matematica e, ao
mesmo tempo, fomentam competéncias como a simplificagdo de situacdes reais e a validagcdo
de resultados matematicos, dificilmente trabalhadas através de exercicios em contextos

estritamente matematicos.

A modelagdo matemética pode também desempenhar varias fun¢Bes no processo de
ensino e aprendizagem, nomeadamente, introduzir ou consolidar conceitos, ensinar 0 processo
de modelacdo matematica (Kaiser & Sriraman, 2006), promover metodologias inovadoras de

aprendizagem onde se requerem modelos matematicos, promover processos cognitivos
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necessarios para a vida quotidiana (Blum, 2015; Blum & Borromeo Ferri, 2009), oferecer ao
estudante distintas representac6es de um determinado conceito matematico e favorecer a leitura
rigorosa e a comunicacao de ideias e estratégias de resolucao de problemas (Blum & Borromeo
Ferri, 2009).

3.5 Aprendizagem da algebra linear através de modelagcdo matematica

Na literatura encontramos algumas investigacbes empiricas que evidenciam um pouco
daquilo que se tem feito, a nivel do ensino superior, na disciplina de Algebra Linear através de
ambientes de modelacdo matematica. Podemos comecar mencionando o estudo de Possani et
al. (2010), autores que apresentam uma proposta de ensino utilizando a perspetiva models and
modelling, isto é, recorrendo a atividades de modelling-elliciting (Lesh, 2012). Estes autores
utilizam uma tarefa de modelacdo no contexto do fluxo de transito para trabalhar o tépico de
sistemas de equacdes lineares (SEL) com estudantes universitarios de Engenharia, Ciéncias
Sociais e Economia. Na tarefa é disponibilizado um esquema com sentidos e quantidades de
fluxo de transito médio, por hora, em varios sectores de uma cidade, tendo os estudantes que
encontrar os possiveis valores de fluxo ndo disponibilizados no esquema, para predizer o
comportamento do transito pelas diferentes faixas de rodagem. Os resultados do estudo de
Possani et al. (2010) revelam que a situacdo apresentada na tarefa € significativa e de alta
exigéncia cognitiva para o estudante, em comparagdo com tarefas tradicionais trabalhadas na
aula de Algebra Linear sob a configuraco de exercicios praticos. Para além disso, os resultados
do estudo revelam o desenvolvimento de espacos de discussdo em que os estudantes puderam
refletir sobre os conceitos de SEL, matriz aumentada, conjunto solugdo de um SEL e matriz
inversa, com base nos quais foram construidos e utilizados modelos matematicos para dar

resposta a situacdo problema do fluxo de transito.

Investigando outros conceitos, Trigueros e Possani (2013) realizam um estudo com
estudantes universitarios mexicanos de diferentes cursos (Engenharia, Economia, Ciéncias
Atuariais e Matematica Pura) com o objetivo de introduzir os conceitos de combinacéo linear,
independéncia linear e conceitos associados a espagos vetoriais. O contexto apresentado na
tarefa de modelagéo teve por base o topico da procura na producdo de trés fabricas diferentes
geridas por uma empresa, apresentando tabelas com valores de procura interna e externa de
produtos para as trés fabricas. Os autores utilizam a modelagdo matematica em complemento
com a teoria APOS (Action-Process-Object-Schema), tendo identificado ciclos que os

estudantes realizam no trabalho de modelagdo. Os resultados mostram que os estudantes
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revelam dificuldades iniciais para abordar o problema, mas, conforme o vao explorando, com
representacdes gréficas e depois algébricas, conseguem responder as questdes levantadas na
tarefa, alcangando um reconhecimento dos conceitos de combinacdo linear, dependéncia e

independéncia linear, com a utilizacdo dos dados apresentados na situacéo real.

Também relativamente a estudos sobre espacos vetoriais, Carcamo et al. (2017) fazem uma
proposta de ensino com modela¢do matematica para introduzir os conceitos de conjunto gerador
e espaco vetorial gerado. O estudo, realizado em Espanha com estudantes de Engenharia, utiliza
um referencial tedrico baseado na trajetdria hipotética de aprendizagem (Simon, 1995) e nos
modelos heuristicos emergentes (Gravemeijer, 2007) para desenharem uma tarefa de

modelagdo matematica relativa a criacdo de senhas utilizadas nas paginas web.

A trajetéria hipotética de aprendizagem considera trés componentes: o objetivo de
aprendizagem a atingir no curriculo, as atividades de aprendizagem e um caminho de
aprendizagem que propde uma previsdo do caminho de resolucdo a seguir pelo estudante na
atividade. No que respeita aos modelos heuristicos, a tarefa é abordada em quatro partes,
referentes ao desenvolvimento dos niveis de atividade propostos por Gravemeijer (2007),
nomeadamente, nivel situacional, nivel referencial, nivel general e nivel formal. Os modelos
heuristicos emergentes agem como intermediarios de conhecimento, permitindo criar uma
sequéncia de aprendizagem onde o estudante utiliza a matematica que sabe para a construcao
de processos de “modelo de” (pensamento informal), orientados para construir um “modelo
para” (pensamento mais formal). Neste sentido, os modelos emergentes heuristicos procuram
que o estudante faca relagdes entre 0 modelo construido de uma situagdo real e 0 modelo
matematico formal associado a situacdo real, incluindo identificar situacdes véarias onde pode
ser utilizado esse mesmo modelo. Os resultados do estudo de Carcamo et al. (2017)
evidenciaram que a proposta didatica dos autores ajudou a construcdo dos conceitos de conjunto
gerador e espaco vetorial gerado e, a0 mesmo tempo, permitiu evoluir de um nivel informal

para um nivel formal dos conceitos tratados.

No que se refere ao topico de transformacdes lineares, Trigueros e Bianchini (2016)
apresentam uma proposta didatica trabalhada com dois grupos de estudantes, um grupo
brasileiro e um grupo mexicano, de cursos de Engenharia e Matematica Aplicada. A tarefa,
construida no marco da modelagdo matematica com complementacéo da teoria APOS, procurou
promover a compreensao do conceito de transformacdo linear, relacionando a representacao
geométrica com a representacdo algébrica associada a certa transformacéo linear. Os autores

utilizam um contexto de modelacdo geométrico, onde utilizam um desenho de um ser humano
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em cima de uma bicicleta, localizado em diferentes figuras mediante diferentes posi¢fes que
evidenciam transformagdes geométricas. Nesta tarefa os estudantes sdo convidados a encontrar
modelos que descrevam as diferentes transformacdes que acontecem de uma figura para outra.
Os resultados do estudo de Trigueros e Bianchini mostram que ambos 0s grupos de estudantes
utilizam vetores e tabelas numéricas para tentar encontrar o critério algébrico associado a uma
transformacéo, facilitando a sua exploracéo das transformacdes apresentadas, de cisalhamento
e translacéo, mas ndo da transformacéo de rotagdo. Para além disso, o contexto da tarefa levou
0s estudantes a considerar a tarefa interessante e importante para a compreensdo do conceito de
transformacéo linear, permitindo-Ihes refletir sobre as propriedades geométricas associadas as
diferentes transformacgdes lineares e identificar se uma determinada transformagao era ou néo
transformacéo linear, em particular, identificar que as translacdes ndo sdo transformacées

lineares.
3.6 Dificuldades no trabalho com modelagdo matematica na disciplina de Algebra Linear

J& vimos, a partir dos estudos anteriores, que o trabalho apoiado em tarefas de modelacéo
matematica torna a aula de Matematica, e de Algebra Linear em particular, um ambiente de
aprendizagem desafiador e motivador. No entanto, o caracter desafiante das tarefas traz
consigo, em muitas ocasifes, a presenca de dificuldades para o estudante. Esta presenca de
dificuldades é rapidamente observével sobretudo quando o estudante nunca trabalhou com
ambientes de modelacdo matematica, pois ndo estd familiarizado com processos, como
formular hipoteses, explorar conceitos, interpretar informacao, por si mesmo, e validar solucdes
matematicas (Sokolowski, 2015). Esta falta de familiaridade e experiéncia repercute-se no
tempo gasto na tarefa trabalhada, pois tipicamente o estudante precisa de mais tempo para a
resolucdo desse tipo de tarefa do que aquele que habitualmente gasta na resolucdo de outras

tarefas que ndo envolvem modelacdo matematica (Oliveira, 2001).

O alto nivel de exigéncia cognitiva das tarefas de modelacdo, o desconhecimento do
contexto da realidade que envolve a tarefa, bem como p6r em pratica competéncias que nao sao
habitualmente trabalhadas na sala de aula representam também dificuldades comuns que o

estudante evidencia ao trabalhar em tarefas de modelagéo (Blum & Borromeo Ferri, 2009).

Para Blum (2015), é normal muitos estudantes apresentarem dificuldades logo na primeira
atividade ou passo do ciclo de modelagdo matematica (compreender a situagdo do problema),
resistindo a fazerem suposicdes (simplificar e estruturar), e a maior parte dos estudantes tem

dificuldade para verificar se as suas solucdes matematicas fazem sentido no contexto do
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problema (validacdo). Nesta mesma linha, Viseu e Menezes (2014) mencionam que “visto que
na constru¢do de um modelo matematico é necessario ter em conta varios aspetos
simultaneamente, aumenta a complexidade na compreensdo da experiéncia e na interpretacao
de resultados” (p. 356). Por seu lado, Galbraith e Stillman (2006) afirmam que a atividade de
matematizar constitui umas das transi¢cbes mais dificeis que o estudante deve enfrentar ao

realizar tarefas de modelacao.

A nivel do ensino superior, Klymchuk e Zverkova (2001) realizam um questionario a
estudantes de primeiro e segundo ano universitario que frequentam disciplinas de matematica
como parte do seu programa de curso. O questionario foi respondido por estudantes de 14
universidades diferentes em 9 paises (Reino Unido, Nova Zelandia, Australia, Russia, Ucrania,
Finlandia, Franca, Africa do Sul e Espanha), procurando perceber o que pensam o0s estudantes
sobre a modelacdo matematica e identificar os passos do ciclo de modelacdo em que apresentam
maiores dificuldades. Os resultados do estudo mostram que 75% dos estudantes manifestam
dificuldade para fazer conexdes entre o enunciado do problema e um modelo matematico que
servira para resolver o mesmo, isto €, dificuldades em compreender e estruturar a tarefa. Como
consequéncia, apresentam também dificuldades para formular um modelo matematico, alias,
trabalhar o processo de matematizacdo (Blum & Leil3, 2007), dificuldade que pode estar
associada a que os estudantes estejam habituados a resolver tarefas onde prevalece o calculo e

a realizacéo de procedimentos, sem reflexdo e atribuicao de significado.

Outras dificuldades que se poderiam evidenciar no processo de modelacdo do estudante
universitario, associadas ndo necessariamente com as atividades de transicdo entre etapas do
ciclo de modelagéo, tém a ver com: o facto de o modelador ser incapaz de notar que algum dos
seus procedimentos esta errado, embora saiba executa-lo bem; possa encontrar erros onde ndo
existem; possa dar respostas inadequadas; e possa mudar o problema para adapta-lo a seu

conhecimento (Czocher, 2018).

Dificuldades relativas a topicos especificos de algebra linear podem ser encontradas, por
exemplo, no estudo de Trigueros e Possani (2013), no contexto de producéo de fabricas geridas
por uma empresa. Embora ja tenham sido mencionados alguns resultados positivos da
implementacdo desta tarefa de modelagdo matematica, aplicada por Trigueros e Possani, 0s
resultados também evidenciaram que, mesmo para os estudantes que tinham experiéncia com
o trabalho em SEL, foi-lhes dificil compreender o enunciado da tarefa, ndo sabendo
inicialmente que dados utilizar e apresentando dificuldade para identificar um modelo real que

Ihes permitissem a criacdo do modelo matematico, uma evidéncia que confirma os resultados
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do questionario de Klymchuk e Zverkova (2001). Para além disso, a maior parte dos grupos de
estudantes desse estudo, na sua tentativa de criar um SEL com combinagdes lineares associadas
as producoes das fabricas, ndo considera explicitamente o significado das variaveis utilizadas
no modelo matematico, sendo necessaria a intervencdo do professor para guiar a descri¢do

destas variaveis.

O estudo de Possani et al. (2010) também revelou dificuldades apresentadas pelos
estudantes ao trabalharem numa tarefa de fluxo de trafego automovel, incluindo dificuldades
para utilizarem a informac&o do enunciado para a formulacdo do modelo, conforme identificado
em Trigueros e Possani (2013). Outras dificuldades proprias da natureza da tarefa, como
identificar varidveis relevantes para utilizar como pardmetros e expressar as solucdes
matematicas como funcbes dependentes de parametros, foram também identificadas pelos
autores na tarefa de fluxo de trafego, o que aponta dificuldades para estruturar e simplificar a

situacdo modelo e trabalhar matematicamente sobre o modelo matematico, respetivamente.

Por seu lado, a tarefa de criagcdo de senhas, proposta por Carcamo et al. (2017), revelou
dificuldades para alguns estudantes, principalmente no momento de expressarem 0 espaco
vetorial gerado em notacdo matematica, observando-se estudantes que identificam conjuntos
geradores de um determinado subespaco V, mas escrevem a sua combinacdo linear como se 0
resultado fosse um vetor de outro subespaco vetorial. A titulo de exemplo, identificam-se
estudantes que escrevem em notagdo matematica um vetor de IR? como resultado de uma
combinacdo linear de vetores de IR*, associando esta combinagdo linear a um modelo
matematico de senhas formadas por vetores com quatro coordenadas. Esta dificuldade
evidencia a existéncia de estudantes que ndo reconhecem a natureza conceptual de uma
combinacdo linear. Para além disso, o estudo mostra a presenca de dificuldades associadas a
processos de célculo desenvolvidos pelo estudante, nomeadamente, saber como encontrar um

conjunto gerador para um subespaco V.

No caso da unidade de transformagdes lineares, o estudo de Trigueros e Bianchini (2016)
revelou que os estudantes brasileiros apresentaram dificuldades inicialmente para reconhecer
uma transformacéo linear como uma funcéo, e ambos os grupos de estudantes (brasileiros e
mexicanos) apresentaram problemas na escrita em linguagem matematica quando tentaram
escrever relacfes entre objetos matematicos de diferentes naturezas. Por exemplo, debateram-
se com a escrita da expresséo de uma transformacao linear e com o espaco vetorial em que se
encontra o conjunto imagem dessa transformacgéo. Para além disso, a maior parte dos estudantes

de ambos os grupos apresentou dificuldades para encontrar a expressao de uma transformacao
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linear a partir das figuras e tabelas de valores efetuadas, resultado que pode estar associado a
utilizacdo das razdes trigonométricas que nao sao observaveis diretamente a partir de tabelas

de valores.

Desta forma, a literatura permite constatar que a modelacdo matematica ajuda na
aprendizagem de conceitos matematicos de algebra linear, promovendo o uso de processos
cognitivos mais exigentes em relagdo a outras tarefas, mas isso abre também a possibilidade
para a presenca de dificuldades do estudante ao trabalhar na tarefa, principalmente quando néo
estd habituado a considerar situacdes reais, bem como a utilizar outros recursos ou a vivenciar
outras metodologias de trabalho na sala de aula. Na secc¢do seguinte, aborda-se o papel da
tecnologia, e do software em particular, no trabalho com tarefas de modelagdo, considerando

alguns estudos focados na aprendizagem da algebra linear.
3.7 A tecnologia como recurso no trabalho com tarefas de modelacdo matematica

Autores como Galbraith e Stillman (2006) salientam que a tecnologia deve ser incluida no
trabalho de tarefas de modelagdo sempre que seja possivel, ajudando no tratamento dos dados.
Para o ensino e aprendizagem da Matematica com a integracdo de modelacdo matematica torna-
se apropriado o recurso ao computador, permitindo modelar problemas mais complexos, onde
a construcdo do modelo pode néo estar ao alcance do estudante de outra forma (Matos, 1995).
Neste sentido, Greefrath (2011) defende que

A crescente introducdo de tecnologias suportadas por CAS (Sistema algébrico

computacional) nas principais salas de aula de matemaética evidencia que ha uma

necessidade de entender as implicacdes dessa tecnologia para todos os aspetos da

pratica de sala de aula, incluindo nas aplicacGes e modelacdo matematica. (Greefrath,
2011, p. 306)

Neste sentido, Campbell (2001) enfatiza que é necessario investigar o uso do computador
e da tecnologia, em geral, para perceber, avaliar, extrair caracteristicas e agir sobre 0s modelos
matematicos que a tecnologia permite manipular. Matos (1995) utiliza o termo “modelagdo
apoiada por computador” para se referir ao uso de representagdes formais de uma determinada
situacdo real proporcionada pelos computadores. O autor apresenta algumas vantagens de
utilizar esta abordagem de modelacédo apoiada pelo computador na Educagdo Matematica, entre

as quais se destacam:

1) Obriga o estudante a conhecer a situagdo que estd a modelar com recurso ao

computador.
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2) A construgdo do modelo através do uso do computador permite que o estudante se

dedique a avalia-lo, reconstruindo-o ap0s essa avalia¢do se for necessario.

3) O estudante tem acesso a diferentes representacfes de uma situacdo, podendo observar

diferentes caracteristicas da mesma com cada uma das representacdes.

Siller e Greefrath (2010) salientam que a modelacdo apoiada pela tecnologia ajuda a
simplificar os procedimentos que o estudante deve desenvolver no processo de modelagdo
matematica, tais como: visualizar processos, explorar, organizar ou avaliar uma grande
quantidade de dados. Para além disso, 0s autores apresentam uma extensdo do ciclo de
modelacdo para incorporar a componente tecnoldgica (Figura 3.5), mencionando que “a
integracao de tecnologia no ciclo de modelacao pode ser (til, levando a uma aplicagdo intensiva
da tecnologia na educagdo” (p. 2137). Esta mesma extensdo ¢ também apresentada por
Greefrath et al. (2018) na Figura 3.6, utilizando como base o ciclo de modelacdo de Blum e

Borromeo Ferri (2009) para incorporar a componente tecnoldgica.
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Figura 3.5. Extensdo do ciclo de modelagéo incorporando
a tecnologia, proposto por Siller e Greefrath (2010).
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Figura 3.6. Extensdo do ciclo de modelacgéo incorporando
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Para Siller e Greefrath (2010), a incorporagéo da tecnologia mediante este modelo permite
observar que a construcdo do modelo matematico depende do conhecimento matemaético
(Matematica) e das opcOes tecnologicas disponiveis para o desenvolvimento de tal modelo
(Tecnologia), tendo a tecnologia um papel fundamental na construcdo daqueles modelos que
ndo podem ser construidos sem o recurso da tecnologia. No entanto, deve-se considerar a
limitagcdo de que o acesso a este “mundo tecnologico” requer do estudante o conhecimento e

habilidades para utilizar as ferramentas tecnolégicas.

Com o objetivo de definir, testar e redefinir um marco tedrico para identificar possiveis
blogqueios que pode evidenciar o estudante ao transitar pelo ciclo ideal de modelagéo, Galbraith
e Stillman (2006) trabalham tarefas de modelacéo com utilizac&o de tecnologia, com estudantes
de secundario. Os autores definem aspetos que o estudante deve desenvolver para ter sucesso
ao transitar entre etapas sucessivas do ciclo de modelacao, aspetos que podem ser considerados
como bloqueios em caso de o individuo ndo contar com competéncias suficientes. A diferenca
que se encontra na proposta de Galbraith e Stillman (2006) relativamente a integracdo da
tecnologia, comparativamente com as anteriores, é que os Gltimos ndo fazem distingéo entre o
modelo matematico e 0 modelo computacional, considerando o mundo tecnoldgico como parte
do mundo matematico e, portanto, a utilizacao da tecnologia como parte do trabalho matematico

sobre 0 modelo matematico.

Entre os estudos empiricos em que se utiliza a modelacdo matematica apoiada por
tecnologia encontramos o estudo de Greefrath et al. (2018), autores que trabalham com o
GeoGebra para observar, a partir de um estudo com 709 estudantes de secundario, se a sua
utilizacdo favorece o desenvolvimento da matematizacdo, que é um sub-processo presente no
ciclo de modelacdo matematica. No estudo, foi utilizado um grupo de controlo, a trabalhar sem
tecnologia, e um grupo experimental, a trabalhar com o GeoGebra, obtendo-se como resultados
gue ambos 0s grupos evidenciaram melhorias no desenvolvimento da matematizacdo apos
trabalharem com tarefas de modelacéo, ndo havendo diferencas significativas entre ambos os
grupos. Nas conclusbes, os autores mencionam que tecnologias, como o GeoGebra, sdo
adequadas para desenvolver competéncias, tais como a matematizacdo de modelos
matematicos, mas que deve ser necessario propor tarefas onde seja indispensavel o uso da
tecnologia para a resolucdo da tarefa, de modo que se possa olhar para as vantagens da

tecnologia em relacdo a tarefas ordinarias sem utilizacdo de tecnologia.

Noutro estudo, Geiger (2017) apresenta um exemplo de uma tarefa de modelagédo (Algal

Bloom Problem) como parte das atividades de um projeto envolvendo tecnologia. O autor
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analisa a tarefa, considerando seis principios que foram identificados pelo professor depois dos
estudantes finalizarem as tarefas propostas no projeto. Estes principios sdo apresentados na
tabela 3.2, sendo considerados como as caracteristicas que o design de tarefas de modelacéo
matematica integrando tecnologia deve considerar para promover experiéncias de

aprendizagem efetivas nos estudantes.

Para Geiger (2017), a tecnologia funcionou como um elemento essencial para permitir a
integracdo dos seis principios de design de tarefas de modelacdo, sendo necessaria mais
investigacao sobre “como as ferramentas digitais podem possibilitar a melhor implementacao

desses aspetos do design” (p. 15).

Tabela 3.2. Caracteristicas de tarefas de modelag&o integrando
tecnologia (Geiger, 2017, p. 292).

Principios Descricéo
Conformidade A tarefa deve atender aos requisitos do plano curricular quanto ao
com o programa | conhecimento de conteddo e dimensfes relacionadas com
curricular aplicacdes e tecnologia.

Autenticidade e As tarefas devem ser definidas num contexto auténtico ou
relevancia relacionado com a vida real. A tarefa deve ser interessante para o
professor e ser de potencial interesse para o estudante.

Carécter aberto A matematica necessaria para resolver o problema colocado na
tarefa ndo deve ser imediatamente evidente. A tarefa deve ter uma
natureza aberta, proporcionando a oportunidade de multiplos
caminhos de resolucdo.

Conetividade Idealmente, a tarefa deve fazer conexdes entre diferentes areas de
contetido dentro do programa curricular.

Acessibilidade A tarefa deve fornecer oportunidade para os estudantes se
conectarem com as suas aprendizagens prévias.

Desenvolvimento | A tarefa deve fornecer desafio e encorajar os estudantes a ir além
do que atualmente sabem e podem fazer através do processo de
modelacdo. O envolvimento dos estudantes com a tarefa deve
fornecer feedback ao professor sobre o desenvolvimento da sua
compreenséo.

Num terceiro estudo, Dominguez-Garcia, Garcia-Planas e Taberna (2016) apresentam uma
abordagem a modelacdo matematica na Universidade de Catalunha durante o periodo 2014-
2015. Os autores utilizam uma metodologia de projeto com portefolio virtual para fomentar a
aprendizagem de algebra linear em estudantes de Engenharia. Os resultados evidenciam uma
tendéncia dos estudantes a permanecerem até ao final do semestre, e com menos estudantes a

reprovarem na disciplina de Algebra Linear, em comparagao com os anos anteriores, mostrando
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desta forma uma efetividade da abordagem da modelacdo matematica com a utilizagdo da
tecnologia.

Desta forma, observa-se que a utilizacdo de recursos, como as tecnologias na sala de aula,
funciona como apoio ao trabalho em tarefas de modelacdo matematica e facilita a aprendizagem
do estudante, incluindo a aprendizagem de conceitos na disciplina de Algebra Linear. No
entanto, deve considerar-se que, tal como revela o estudo de Greefrath et al. (2018), as tarefas
de modelacdo propostas aos estudantes devem requerer a utilizacdo da tecnologia, tornando-a
um recurso Gtil no trabalho de modelacdo. Finalmente, a utilizacdo de tecnologia, e do
computador em particular, pode ajudar a promover as discussdes na sala de aula, tal como é
referido por Siller e Greefrath (2010), pelo que a sua integracdo no trabalho com tarefas de
modelacdo matematica também é importante, promovendo a interacdo entre estudantes quando

estes sdo encorajados a utilizar o computador para trabalhar no modelo matematico.
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CAPITULO 4

METODOLOGIA

Neste capitulo comeco por referir as op¢des metodoldgicas gerais do estudo, em termos de
abordagem e paradigma de investigacao, op¢des metodoldgicas da experiéncia de ensino e o
papel do investigador. Descrevo a seguir os participantes do estudo, isto €, o grupo de estudantes
que participou na experiéncia de ensino. Continuo com a descri¢do dos métodos e instrumentos
que caracterizam a recolha e anélise dos dados. Finalmente, apresento alguns aspetos de ética

considerados para a investigacao.

3.1 Opcdes metodoldgicas

3.1.1 Abordagem qualitativa e paradigma interpretativo

A Educacdo é um campo abrangente, que tem por base um conjunto de aprendizagens que
incluem conhecimentos de vérias areas mas também maltiplas competéncias, algumas das quais
mais especificas e outras mais transversais. Grande parte destas aprendizagens e competéncias
€ necessaria para que o estudante possa enfrentar com confianca os diversos problemas e
situacOes que tém lugar no mundo atual, razéo pela qual a investigacao dirigida para o estudo

das aprendizagens e competéncias que ocorrem na sala de aula se torna prioritaria.

Considerando que o0 objetivo e as questdes de investigacdo deverdo articular-se com a
abordagem metodoldgica adotada, e que esta investigacdo tem por objetivo compreender as
aprendizagens de conceitos de algebra linear e as competéncias de modelacao postas em préatica
por estudantes universitarios da Costa Rica, no contexto de uma experiéncia de ensino apoiada
na realizacdo de tarefas de modelacdo matematica, opto por uma abordagem qualitativa, de

natureza interpretativa (Cohen, Manion & Morrison, 2011).

Para Sampieri, Fernandez ¢ Baptista (2010), “a investigacdo qualitativa proporciona
profundidade aos dados, disperséo, riqueza interpretativa, contextualizacdo do ambiente,
detalhes e experiéncias unicas” (p. 17). Neste sentido, a abordagem qualitativa ajusta-se ao
estudo pretendido, sendo a interpretacdo de dados recolhidos e o contexto de sala de aula
centrados na realidade social de um grupo particular de estudantes universitarios. Assim sendo,
os contributos de todos os participantes da investigacdo tém importancia, desde o papel do
investigador ao ambiente de sala de aula onde trabalham os participantes (Taylor & Bogdan,
1987).
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Bogdan e Biklen (1994) mencionam certas caracteristicas de uma investigacao qualitativa,

entre as quais se identificam neste estudo as seguintes:

1)

2)

3)

A investigacao é descritiva. Neste estudo recorre-se a descri¢bes do trabalho realizado
pelos estudantes nas distintas atividades implementadas em sala de aula. Estas
descri¢des focam-se no trabalho desenvolvido pelos estudantes nas suas resolucgdes das
tarefas propostas durante a experiéncia de ensino, nas transcri¢des de discussdes nos
grupos e na turma, na entrevista realizada pelo investigador, e nas respostas a um
questionario. Os distintos fragmentos de trabalho dos participantes ndo sdo escolhidos
ao acaso, mas com um fim que € o de obter a maior quantidade de informacéo relativa
aos focos do estudo. Para além disso, todas as descri¢Ges sdo interpretadas para lograr
obter resultados que permitam atingir o objetivo do estudo e, consequentemente,
responder as questdes de investigacao.

O investigador preocupa-se mais com o processo do que com os resultados ou produtos.
Tratando-se de uma investigacdo qualitativa, 0 meu interesse de pesquisa esta centrado
nos processos de resolucdo dos estudantes, a partir dos quais procuro identificar os
conhecimentos mobilizados relativamente & disciplina de Algebra Linear e as
competéncias de modelacdo dos estudantes no decurso dos seus processos de
modelacdo. No entanto, isto ndo quer dizer que ndo sejam considerados alguns
resultados que surgem dos processos de resolucdo dos estudantes ou dados quantitativos
gue expressem resultados gerais, mas sim que estes resultados adquirem um papel
secundario, nomeadamente complementar a informacdo dos processos evidenciados.
Efetivamente, neste estudo séo considerados alguns resultados quantitativos especificos
provenientes de um questionario aplicado, resultados que ajudaram a complementar a
analise qualitativa referente aos contributos da experiéncia de ensino mencionados pelos
estudantes. Para aprofundar os processos de resolucdo dos estudantes quando resolvem
tarefas de modelacgéo, o investigador faz uma caraterizacdo das rotas de modelacéo, de
modo a obter uma visdo das aprendizagens e competéncias de modelacdo que os
participantes evidenciam.

Os participantes sdo de importancia vital para atingir os objetivos. Do mesmo modo
que o investigador é fundamental para a recolha de dados, o desempenho dos estudantes
que participardo neste estudo é fundamental para responder ao objetivo da investigacao,

tornando-se a fonte direta dos dados a serem recolhidos.
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Para além das caracteristicas anteriores, a investigacdo qualitativa permite uma certa
flexibilidade sobre as questdes e os métodos e instrumentos de recolha de dados (Robinson &
Savenye, 2001), no sentido em que o investigador tem a possibilidade de melhorar e aprofundar
esses elementos da investigacdo durante todo o processo investigativo. Esta caracteristica é
importante, pois ajusta-se as caracteristicas da metodologia seguida, nomeadamente a aplicagdo
de um estudo piloto com métodos e instrumentos de recolha de dados especificos que foram
ajustados para a planificacdo de uma experiéncia de ensino que se implementara na sala de aula

para obter e analisar os dados que respondem as questdes de investigacao.

No que se refere a natureza da investigagdo, o facto de ndo me limitar a descrever o que
fazem os estudantes, mas tambeém interpretar essas descri¢des, torna legitimo abracar um
paradigma interpretativo que implica, por parte do investigador, compreender os significados
atribuidos pelos estudantes nas distintas producdes que realizam no ambiente de aprendizagem
estabelecido, neste caso na experiéncia de ensino, pelo que a interacdo entre investigador e
investigado é fundamental (Coutinho, 2011). Assim, o paradigma interpretativo propde que o
investigador analise como pensa o individuo investigado para compreender a sua experiéncia
nas distintas praticas em estudo (Cohen et al., 2011). Neste caso, a compreensdo de tais
experiéncias gira em torno do estudante, nomeadamente: dos conhecimentos de algebra linear
que por ele sdo ativados; das competéncias de modelagéo por ele desenvolvidas na resolucao
das tarefas de modelacéo; das dificuldades que possa apresentar ao trabalhar nas tarefas; e da
sua experiéncia relativamente ao trabalho em tarefas de modelacdo na disciplina de Algebra

Linear.

3.1.2 A experiéncia de ensino

O termo ‘experiéncia de ensino’ designa a realizacdo de uma proposta educativa de ensino
que difere das praticas de ensino habitualmente desenvolvidas num certo contexto, conduzida
frequentemente com um pequeno ndmero de estudantes, 0s quais sdo imersos nesse contexto
de aprendizagem distinto do usual. Envolve uma monitorizacdo cuidada por parte do
investigador de forma a captar o processo de aprendizagem ‘em acdo’ € os aspetos que
distinguem as praticas de ensino vigentes das praticas propostas (Borasi, 1992). Neste sentido,
a experiéncia de ensino oferece ao professor uma oportunidade para transcender o curriculo
tradicional e observar contributos de praticas que ndo sdo habitualmente adotadas numa

determinada disciplina para melhorar o ensino ou as aprendizagens do estudante, enquanto
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possibilita que o investigador pesquise como essas praticas podem levar a criagcdo de um novo

conhecimento no campo de investigacao existente.

A experiéncia de ensino neste estudo esta centrada na aprendizagem dos estudantes, tendo
uma natureza interventiva focada na aplicacédo de tarefas de modelacao baseadas em diferentes
contextos reais. Para garantir a qualidade das tarefas de modelacdo a serem aplicadas na
experiéncia de ensino (Geiger, 2017), foi decidido conduzir um estudo piloto, prévio a
realizacdo da experiéncia de ensino, constituido pela aplicacdo de trés tarefas de modelacédo
(Anexo A). Este estudo piloto procurou contribuir para o desenho da experiéncia de ensino,
sendo descrito no capitulo 5 que refere os seus aspetos metodoldgicos essenciais, 0s principais
resultados obtidos e os seus contributos para a preparacdo da experiéncia de ensino.

3.1.3 Papel do investigador

Na investigacdo qualitativa o investigador é considerado um elemento que faz parte
integrante do processo de investigacdo e que Se preocupa em compreender 0 participante,
interagindo com ele de modo natural, e embora ndo possa eliminar os seus efeitos sobre as
pessoas que estuda, tenta reduzir ao minimo estes efeitos ou pelo menos entendé-los em suas

interpretacdes, a fim de ndo causar perturbac6es nos dados analisados (Taylor & Bogdan, 1987).

Inicialmente, teve de haver um acordo entre professor e investigador para o
desenvolvimento da experiéncia de ensino, visando encaixar as distintas sessdes da intervencao
com as aulas teoricas lecionadas pelo professor da turma. Explicitamente, o professor realiza a
lecionacdo formal dos conteudos da disciplina na forma usualmente seguida na disciplina,
cedendo periodos letivos para o investigador aplicar as tarefas de modelacdo e outros
instrumentos de recolha de dados, mas sempre apés a introducdo formal de conceitos de algebra
linear. Antes do inicio da experiéncia de ensino, o investigador e o professor da turma
discutiram e concordaram sobre aspetos relacionados com a experiéncia de ensino, tais como:
a sequéncia das tarefas, tempos de resolucdo e discussao por tarefa; o conteddo matematico, o
contexto real de cada problema, as questdes a serem formuladas nas tarefas; e 0s aspetos éticos

sobre autorizagdes dos estudantes para participarem da investigagéo.

Neste estudo, o investigador assume um papel fundamental como observador participante
na sala de aula, assumindo o papel de professor na aplicacdo de todas as tarefas de modelacéo
e sendo observador dos processos em que o estudante atribui significados aos conceitos
matematicos e da interacdo social que surge entre os estudantes no ambiente de trabalho

construido (Coutinho, 2011). Este altimo ponto é de real importancia para observar como se
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envolvem os estudantes nos ambientes baseados em trabalho em grupo e nas discussfes que se
estabelecem em torno da resolucdo das tarefas de modelacdo com eventual recurso a tecnologia.
O facto de o investigador ter de atribuir significado ao trabalho dos estudantes durante as
discussBes em grupo ou coletivas, e também as suas resolucdes das tarefas de modelacéo, torna-
0 um intérprete da informacdo proporcionada pelos estudantes nos distintos meios de recolha
de dados. Desta forma, o investigador assume o papel de observador que participa na discusséo

com os estudantes durante e ap0s a resolucdo de cada tarefa.
3.2 Participantes do estudo

Os participantes nesta investigagdo correspondem aos 20 estudantes (13 rapazes e 7
raparigas) envolvidos na experiéncia de ensino, realizada durante o 2.° semestre do ano letivo
de 2018/19 numa turma da disciplina MA1004 de Algebra Linear da Universidade da Costa
Rica, os quais frequentavam a disciplina como parte do programa estudos do seu curso. Estes
estudantes tiveram aulas sobre conceitos formais de algebra linear, constantes do programa

curricular, prévias ao trabalho em cada tarefa de modelagéo.

O critério fundamental para a escolha dos estudantes que participaram na experiéncia de
ensino foi o de considerar estudantes matriculados na disciplina MA1004 durante o semestre
referido que fossem parte de uma mesma turma e que estivessem interessados em participar da
experiéncia e aceitassem colaborar na recolha de seus dados. Para além disso, estes estudantes
faziam parte da Unica turma da disciplina MA1004 de Algebra Linear que utilizou a
metodologia de laboratério no 1.° semestre de 2019, nomeadamente Unica turma onde 0s
estudantes, para além de receber a lecionacdo normal da teoria de algebra linear, utilizam
computador para aprender a trabalhar exercicios matematicos referentes a diferentes conceitos
matematicos da disciplina. Este aspeto foi determinante na escolha desta turma, ja que a
utilizacdo da tecnologia representa um elemento fundamental a contemplar na resolucdo das
tarefas de modelacdo. Outros critérios foram ainda: a facilidade do investigador em se deslocar
a instituicdo onde os estudantes estavam a frequentar presencialmente a disciplina; a
flexibilidade da instituicdo e do professor da turma para permitir que o investigador
implementasse a experiéncia de ensino com os estudantes, sem afetar o cumprimento dos
objetivos do programa da disciplina; a disponibilidade de um laboratério de computadores para
0s estudantes poderem trabalhar com software matematico; e as experiéncias vividas pelo
investigador em anos anteriores, como professor, com estudantes que frequentaram a disciplina
MAZ1004.
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Os estudantes que fazem parte deste estudo pertencem as areas das Engenharias, Fisica,
Economia, Estatistica e Meteorologia e, em geral, estavam acostumados a aulas de natureza
expositiva no papel de recetores de conhecimento transmitido pelo professor. Ndo tinham
trabalhado com tarefas de modelacdo anteriormente a experiéncia de ensino, conforme
referiram no questionario aplicado no final da experiéncia de ensino. O questionario também
revelou que os estudantes: tém idades compreendidas entre 18 e 24 anos, tendo a maioria idade
entre 18 e 19 anos; dedicam entre 2 e 4 horas por semana para estudar algebra linear em casa;
frequentam pela primeira vez a disciplina de Algebra Linear; e obtiveram aprovacio na
disciplina MA1001 de Calculo | antes de frequentar a disciplina de Algebra Linear. Desta
forma, a maioria dos participantes destaca-se por ter ingressado na universidade no ano de 2019

ou 2018 e também pelo facto de ndo ter tido contato com a algebra linear anteriormente.
3.3 Métodos e instrumentos de recolha de dados

A utilizacdo apropriada dos instrumentos de recolha de dados é fundamental para recolher
dados claros e Uteis que permitam responder as questdes do estudo. No que se refere a este
estudo, os dados necessarios para a analise dos diferentes aspetos a analisar foram recolhidos a
partir de: 1) observacao participante com registo em audio de discussdes dos estudantes e com
o0 professor nos grupos de trabalho e discussdes coletivas; 2) recolha documental das resolucdes
escritas dos estudantes e dos ficheiros digitais por eles criados nas tarefas de modelacéo e
antecipacdo; 3) respostas dos estudantes obtidas na aplicacdo de um questionario; e 4) respostas

dadas por estudantes no decurso de uma entrevista semiestruturada, com registo em audio.

Observacdo participante. No decorrer da experiéncia de ensino recorro a observacao
participante com diferentes objetivos (Cohen et al., 2011), tais como ter uma aproximacao ao
trabalho da turma ou registar contribui¢des significativas de conversas durante o trabalho dos
estudantes na resolucdo das tarefas (Guest, Namey & Mitchell, 2013). A observacao
participante também permite aceder a aspetos significativos sobre o trabalho em sala de aula

que precisem de ser considerados para o0 desenvolvimento de posteriores intervencdes.

As observaces foram realizadas durante todas as tarefas de modelacéo da experiéncia mas
iniciou-se antes da experiéncia de ensino. Essa observacgdo anterior foi feita com o objetivo de
observar aspetos como: nivel da turma em geral, modo habitual de trabalho por parte dos

estudantes e professor e ritmo de participacdo dos estudantes nas discussdes em sala de aula.

Para registar os momentos de observacao anteriormente salientados, recorri a utilizacdo de

notas de campo (Anderson & Arsenault, 1998). Estas notas de campo sdo acompanhadas de
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registos em audio das diferentes discussdes em grupo em que o investigador participa junto dos
estudantes e das discussdes em sala de aula. Com efeito, tratando-se de varios grupos de
trabalho a resolver tarefas simultaneamente, ndo seria possivel aceder a toda a informacéo
proporcionada pelos varios estudantes apenas tomando notas. Estas gravacdes sao
posteriormente transcritas em papel, sendo utilizados momentos especificos das discussdes de
trabalho em grupo e coletivas para a anélise de aprendizagens de algebra linear e competéncias

de modelacéo, bem como de eventuais dificuldades evidenciadas pelos estudantes.

Recolha documental. Na investigacdo em Ciéncias Sociais 0s documentos tém muita
importancia na recolha de dados, podendo ser a sua fonte escrita, visual (imagens, artefactos,
etc) ou sonora (Denscombe, 2003). Neste estudo, a principal fonte de recolha de dados provém
de fontes escritas, nomeadamente das resolucbes escritas dos estudantes das tarefas de
antecipacdo (anexo B) e das tarefas de modelacéo (anexo C) propostas em sala de aula ao longo
da experiéncia de ensino. Estas resolucGes escritas séo recolhidas quando os estudantes

terminam a resolucdo de cada tarefa, sendo digitalizadas posteriormente pelo investigador.

Como parte do trabalho solicitado nessas tarefas, os estudantes também recorreram ao
trabalho com tecnologia, dando origem a producges digitais que também foram recolhidas.
Essas producdes digitais foram elaboradas pelos estudantes em programas computacionais
utilizados pelo professor para a lecionagdo da disciplina de Algebra Linear (Geogebra,
Mathematica, Excel). Nos momentos de utilizacdo do programa computacional, é solicitado ao
estudante a gravacao de extratos especificos de seu trabalho com o programa, em formato de
imagem. As producdes digitais incluem calculos e operacdes matematicas, graficos de objetos
matematicos, construcdes de modelos matematicos, ou qualquer outra utilizacdo dada ao
programa por parte do estudante. Estas produc¢des digitais sdo submetidas pelos estudantes na
plataforma digital “Mediacion Virtual”. A plataforma ¢ utilizada pelo professor da turma para
submeter material de apoio para as aulas teoricas e pelo investigador para aceder as producdes
digitais dos estudantes, disponibilizar propostas de resolucdo das tarefas (apds respetiva
resolucéo) e aceder as respostas dadas pelos estudantes a uma parte de um questionario aplicado

composto por respostas fechadas.

Questionério. Para Gil (1999), o questionario pode ser definido como “a técnica de
investigacdo composta por um nimero mais ou menos elevado de questdes apresentadas por
escrito as pessoas, tendo por objetivo o conhecimento de opinibes, crengas, sentimentos,

interesses, expectativas, situagdes vivenciadas, etc.” (p. 128). Para este estudo, as situagdes
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vivenciadas pelos estudantes sdo de grande importancia, permitindo aceder as suas perspetivas

sobre os contributos do trabalho de tarefas de modelagdo para a aprendizagem da algebra linear.

Devido a sua facilidade de aplicacéo, por meio fisico ou digital, o questionario representa
um dos instrumentos de recolha de dados com mais baixo custo, sendo sua principal finalidade
a comparacdo de informacdo (Martin, 2004). O questionario (anexo D) foi aplicado no final da
experiéncia de ensino, posteriormente ao trabalho nas tarefas de modelacéo e previamente a
aplicacdo da entrevista, tendo sido aplicado uma parte por meio fisico e duas partes por meio
digital. Assim, a estrutura deste questionario integra trés partes: 1) uma primeira parte formada
por questBes fechadas de multipla escolha e dicotémicas (sim ou nao), objetivando descrever
quantitativamente aspetos da caracterizacdo demografica dos estudantes; 2) uma segunda parte
formada por questdes fechadas dicotomicas, objetivando quantificar as perspetivas dos
estudantes sobre a experiéncia no que respeita a aprendizagem da algebra linear, a modelagéo
matematica e a utilizacdo de tecnologia; e 3) uma terceira parte formada por questdes abertas
que procuram aprofundar mais alguns dos aspetos da segunda parte do questionério.

A primeira e a segunda parte do questionario, correspondentes as questdes fechadas, foram
disponibilizadas aos estudantes em forma digital, através da plataforma “Mediacion Virtual”,
procurando também promover objetivos académicos, nomeadamente permitir que os estudantes
explorassem mais a plataforma virtual da disciplina. A terceira parte, correspondente as
questdes abertas, foi aplicada aos estudantes presencialmente, na sala de aula, ap6s a aplicacédo
das duas primeiras partes, sendo recolhidos os dados em papel como respostas escritas. Para
facilitar uma leitura fluida dos dados, no capitulo da andlise dos dados, foi decidido,
posteriormente, apresentar as respostas selecionadas como transcri¢des literais das respostas

escritas pelos estudantes no papel.

Entrevista. Considera-se uma técnica de recolha de dados muito utilizada em investigacdes
qualitativas, requerendo a utilizacdo de técnicas de comunicacao com base num guido elaborado
com um objetivo especifico (Martin, 2004). Neste estudo, a entrevista constitui um instrumento
cujo guido e definido apds considerar o trabalho feito pelos estudantes durante a resolucéo das
tarefas de modelacdo, com o objetivo de aprofundar a perspetiva do participante quanto a
experiéncia de ensino, considerando sentimentos, opinides, relatos e outras informacGes que
comummente ndo sdo reveladas pelo participante no trabalho que Ihe é proposto durante a
experiéncia (Fernandez, 2001). A gravacao da entrevista é transcrita, sendo utilizados extratos

especificos para complementar as respostas de todos os estudantes obtidas no questionario,
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nomeadamente para aprofundar as suas opinides referentes aos contributos do trabalho

desenvolvido na experiéncia de ensino.

A entrevista é realizada com quatro estudantes, sendo o critério de selecdo a
representatividade de género e a diversidade de grupos que representam. Explicitamente, séo
escolhidos dois estudantes do sexo masculino e duas estudantes do sexo feminino,
representantes de quatro grupos de trabalho diferentes escolhidos na Gltima sesséo de trabalho
com tarefas de modelacédo. Estes estudantes participam voluntariamente da entrevista, sendo
importante a disponibilidade simultdnea de todos num mesmo horéario fora das aulas da
disciplina de Algebra Linear. Os estudantes participantes sdo dispostos em forma circular junto
com o investigador para responder e fazer comentarios a uma série de seis questdes abertas
direcionadas por um roteiro previamente elaborado pelo investigador, num formato de
entrevista semi-estruturada (Belei, Gimeniz-Paschoal, Nascimento & Matsumoto, 2008).
Quanto ao conteldo das questdes da entrevista, consideram-se aspetos que o investigador
identifica necessarios discutir, como: vantagens e desvantagens reconhecidas do trabalho com
tarefas de modelacdo para a aprendizagem da algebra linear; as tarefas de modelacédo
consideradas mais significativas e de maior dificuldade para o estudante e porqué; e opinides
sobre o papel do trabalho em grupo e a utilizacdo da tecnologia no trabalho com tarefas de
modelacéo.

3.4 Analise de dados

No que se refere a analise de dados, este estudo segue uma linha de analise descritiva e
interpretativa (Wolcott, 2009), em que o investigador faz descricbes e interpretacdes
relativamente ao trabalho desenvolvido pelos estudantes, integrando e articulando os diferentes
dados recolhidos com base nos métodos e instrumentos de recolha ja referidos. A triangulacdo
dos dados, recorrendo a diferentes fontes de informacGes visa assegurar a sustentacdo das
interpretacdes e a fiabilidade dos dados, pois uma proposta baseada na combinacdo de

diferentes métodos torna mais rigorosa a validade dos dados analisados (Duarte, 2009).

Para realizar a descrigé@o e interpretacdo dos dados, o processo essencial de analise na
investigacdo qualitativa consiste em usar dados mais ou menos estruturados, os quais devem de
ser organizados segundo unidades, categorias e topicos de interesse (Sampieri et al., 2010).
Neste sentido, como investigador, realizo primeiramente uma categorizacdo para os dados
recolhidos que atendam ao objetivo e questdes da investigacéo e, portanto, a topicos de interesse

a analisar, baseado na fundamentacéo tedrica que apoia o estudo. Em particular, o facto de uma
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categorizacdo de analise ter de considerar informacao suficiente para responder as perguntas da
investigacdo (Cohen et al., 2011) leva-me a optar por uma categorizagdo conformada por quatro
categorias: 1) aprendizagem de conhecimentos de algebra linear; 2) competéncias de
modelacdo; 3) dificuldades relativas as aprendizagens de competéncias de modelagédo; e 4)

contributos da experiéncia de ensino para o estudante.

Para além de uma categorizacdo, o processo de analise de dados numa investigacdo
qualitativa requer um esquema ou “coreografia” propria de analise (Sampieri et al., 2010), pelo
que defino dimensdes e critérios para cada uma das quatro categorias de analise. Para isso
realizo uma identificagdo de tipos de dados disponiveis a partir dos dados recolhidos e da teoria
investigada, classificando-os como elementos especificos de analise (um critério de analise) e
subcategorias de analise que envolvem tais elementos (uma dimenséo de analise). Nesta linha,
cada uma das categorias fica formada por dimensdes, e por sua vez cada dimensao fica descrita

por critérios de analise.

No que se refere a categoria de aprendizagem de conhecimentos de algebra linear (tabela
4.1), as dimensdes de analise correspondem aos distintos conceitos da disciplina de Algebra
Linear trabalhados, enquanto os critérios de analise correspondem aos objetivos especificos de
aprendizagem da disciplina relativos aos topicos curriculares envolvidos nas tarefas propostas

ao longo da experiéncia de ensino.

Tabela 4.1. Categoria de analise da aprendizagem dos conceitos de algebra linear.

Sistemas Lineares Objetivo de aprendizagem: Aplicar a &lgebra de matrizes a resolucéo e analise
de Equacdes dos sistemas de equacdes lineares.
Critérios de analise a considerar:

e Evidencia conhecer o conceito de matriz aumentada de um sistema de
equagcdes lineares e como se utiliza na resolugdo de um sistema de equacdes
lineares.

e Evidencia conhecer o conceito de solugdo de um sistema de equagdes
lineares, identificando apropriadamente o dominio dos parametros que
constituem o conjunto solucdo de um sistema de equagBes lineares com
infinitas solucdes.

Operacdes com Objetivo de aprendizagem: Conhecer a algebra de matrizes
matrizes e matriz Critérios de andlise a considerar:
invertivel e Evidencia reconhecer o conceito de matriz como organizagéo de dados.

e Evidencia reconhecer opera¢des elementares associadas as matrizes (soma,
subtracdo, produto por escalar, multiplicagdo matricial, inversa de uma
matriz) e é capaz de realizar adequadamente essas operacoes.
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Geometria
Vetorial

Objetivo de aprendizagem: Conhecer a geometria de IR™.
Critérios de andlise a considerar:

e Evidencia reconhecer o conceito de vetor em IR? como segmento orientado.

e Evidencia conhecer operac@es elementares associadas aos vetores em IR?
(soma, subtragdo, produto por escalar, produto por matriz) e é capaz de
realizar adequadamente essas operacOes para determinar algebricamente
novos vetores.

e Evidencia saber localizar representacGes visuais (geométricas) de vetores em
IR? ap6s operar vetores entre si, com escalares ou com matrizes: adi¢io e
subtracdo de vetores, produto de vetor e escalar, produto de vetor e matriz.

e Evidencia conhecer propriedades dos vetores em IR™ utilizadas no célculo de
angulos entre vetores posicédo e utiliza-as adequadamente para determinar o
angulo entre dois vetores.

Espaco vetorial

Objetivo de aprendizagem: Determinar se um conjunto de vetores é uma base.
Critérios de anélise a considerar:

e Evidencia conhecer o conceito de vetor em IR™e é capaz de realizar
apropriadamente operacdes algébricas sobre vetores.

e Evidencia conhecer o conceito de combinacdo linear e utiliza-o
apropriadamente na construgdo de novos vetores.

e Evidencia conhecer o conceito de conjunto gerador de um subespaco vetorial
e utiliza-o para determinar subespacos vetoriais.

e Evidencia conhecer o conceito de base de um subespaco vetorial e utiliza-o
no contexto de situagBes particulares para determinar bases de subespacos
vetoriais.

Transformacdes
Lineares

Objetivo de aprendizagem: Determinar transformacdes lineares entre espacos de
dimensdo finita.

Critério de analise a considerar:

e Evidencia conhecer o conceito de transformacdo linear.

e Evidencia reconhecer o conceito vetorial de distancia entre dois pontos.

Para a categoria de competéncias de modelacdo (tabela 4.2), considero dimensdes de

analise, cada uma constituida por critérios que referem as distintas subcompeténcias de

modelacdo necessarias para desenvolver cada subprocesso do ciclo de modelagdo, segundo a

proposta de Maal} (2006), mostrados na tabela 3.1.

Tabela 4.2. Categoria de analise das competéncias de modelacéo.

Competéncias
para compreender
0 problema real

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: reconhecer
quantidades e variaveis que influenciam a situacdo; procurar informagdes disponiveis
e fazer a diferenciagdo entre informagdes relevantes e irrelevantes.

Competéncias
para estabelecer
um modelo
baseado na
realidade

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: fazer a
diferenciacéo entre informacd@es relevantes e irrelevantes; fazer suposicdes sobre o
problema e simplificar a situagdo; identificar varidveis-chave; construir relagdes entre
as variaveis.
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Competéncia para
criar um modelo
matematico a
partir do modelo
real

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: matematizar
quantidades relevantes e suas relacfes; simplificar as quantidades relevantes e suas
relagBes, se necessario, e reduzir o seu nimero e complexidade; escolher notacdes
matematicas apropriadas e representar situacdes graficamente.

Competéncias
para resolver
questdes
matematicas
dentro do modelo
matematico

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: usar estratégias
heuristicas, como a divisdo do problema em problemas parciais, estabelecendo
relagbes com problemas semelhantes ou analogos, reformulando o problema,
visualizando o problema de uma forma diferente, variando as quantidades ou os dados
disponiveis, etc; usar o conhecimento matematico para resolver o problema.

Competéncia para
interpretar
resultados

matematicos em
uma situacao real

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: interpretar
resultados matematicos em contextos extra-matematicos; generalizar solugdes que
foram desenvolvidas para uma situacédo especial; visualizar solugdes para um problema
usando linguagem matematica apropriada e/ou para se comunicar sobre as solugdes.

Competéncia para
validar a solucéo

Mobiliza competéncias para todos ou alguns dos seguintes aspetos: verificar
criticamente e refletir sobre as solu¢des encontradas; revisar algumas partes do modelo
ou passar novamente pelo processo de modelacdo se as solugfes ndo se ajustarem a
situacdo; refletir sobre outras maneiras de resolver o problema ou se as solu¢fes podem
ser desenvolvidas de maneira diferente; questionar globalmente a adequacdo do
modelo.

Para a organizacdo em dimensdes e critérios de analise da categoria de dificuldades
evidenciadas pelos estudantes quanto as aprendizagens de conhecimentos de algebra linear, aos
processos de modelacdo e ao uso da tecnologia, considero uma adaptacdo da categorizacéo
apresentada por Rodriguez (2011) para descrever dificuldades associadas ao processo de ensino
e aprendizagem da algebra linear (apresentada anteriormente na tabela 2.3). As adaptacfes nas
dimensdes e critérios de analise surgem considerando ndo apenas as questdes da investigacao,
mas também a consonancia com os dados recolhidos. Esta adaptacao acrescenta uma dimensédo
que corresponde as dificuldades de manipulacao tecnoldgica. Para além disso, acrescenta-se na
categoria de dificuldades cognitivas as dificuldades referentes a execucdo dos processos de

modelacdo matematica (Blum, 2015).

Tabela 4.3. Categoria de analise das dificuldades.

Dificuldades .
conceptuais

Utilizacdo incorreta da linguagem mateméatica ou de conceitos e
procedimentos de algebra linear.

e Utilizacdo incorreta da linguagem do contexto real.

o Utilizacdo incorreta de conhecimentos matematicos prévios.
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Dificuldades o Dificuldades para obter informacédo ou de visualizacéo.

cognitivas o Dificuldades associadas aos subprocessos de modelagdo: compreender a
situacdo problema, estruturar e simplificar a situacdo para criar um modelo
real, matematizar o modelo, trabalhar matematicamente o modelo, interpretar
e validar solucdes.

Dificuldades de e Desconhecimento do cddigo de entrada ou das ferramentas tecnoldgicas
manipulacio associadas a um software matematico.
tecnoldgica e Incompreensdo do cddigo de saida proporcionado pelo software matematico.

Cabe salientar que a analise das aprendizagens de algebra linear (Tabela 4.1), competéncias
de modelacdo (Tabela 4.2) e dificuldades (Tabela 4.3) ficam centradas nas resolucbes das
tarefas de modelagéo, embora se faga um resumo dos resultados principais do trabalho
desenvolvido pelos estudantes nas tarefas de antecipacdo a partir dos dados recolhidos.
Posteriormente, os resultados encontrados nas tarefas de antecipacgéo sao relacionados com 0s
resultados evidenciados no trabalho desenvolvido pelos estudantes nas tarefas de modelacao.
Neste sentido, a analise dos aspetos relativos as trés primeiras categorias é desenvolvida para
cada tarefa de modelacdo. Assim, para cada uma das tarefas de modelacdo, analisam-se
aprendizagens, competéncias de modelacdo, rotas de modelacdo e sua relacdo com as
aprendizagens e competéncias, e dificuldades evidenciadas seguindo uma ordem de anélise
fundamentada no processo de modelacao ideal, sob uma perspetiva cognitiva (Borromeo Ferri,
2018).

Deste modo, a estrutura de analise de cada tarefa consta de trés partes: resumo de resultados
principais da resolucdo da tarefa de antecipacdo, analise das aprendizagens, competéncias de
modelacdo e dificuldades evidenciadas na tarefa de modelacéo, e analise de rotas de modelagédo
especificas. Para efeitos de apresentacdo dos dados, excertos da resolucdo dos estudantes de
tarefas de antecipacdo e tarefas de modelacdo sdo apresentados mediante figuras, utilizando a
codificacdo de TA para me referir a uma tarefa de antecipacdo e TM para me referir a uma

tarefa de modelacgéo.

No caso da categoria de contributos da experiéncia de ensino para a aprendizagem do
estudante, as dimenses e critérios emergem dos dados recolhidos no questionario, sendo a
analise feita por questdes, correspondentes as questdes abertas do questionario. Integram-se
aqui também as opinides dadas pelos estudantes na entrevista, que complementardo os dados
recolhidos no questionario, sendo que por meio dessas opinides poderédo clarificar-se melhor
algumas respostas ao questionario dadas pelos estudantes. Assim, com as respostas ao
questionario e as opinides dos estudantes na entrevista faco uma andlise dos contributos da

experiéncia de ensino na perspetiva dos estudantes (tabela 4.4), atendendo a vantagens e
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desvantagens manifestadas por diferentes estudantes sobre contributos e dificuldades da

experiéncia de ensino para a sua formagdo no ambito da algebra linear.

Tabela 4.4. Categoria de analise dos contributos da experiéncia de ensino

Contributos da disciplina | Algebra linear para:
de Algebra Linear para o e aresolucdo de problemas matematicos;

curso do estudante ® 0 pensamento l6gico-matemético;

e ferramentas matematicas relevantes para o curso especifico do
estudante.

Contributos das tarefas de | Tarefas de modelagéo para:
modelacdo para a
aprendizagem da algebra
linear

a aprendizagem de conceitos;

a aplicabilidade dos conceitos;
competéncias de modelagéo;
dindmicas de trabalho em grupo;
motivacdo do estudante.

Contributos do trabalho Trabalho com tecnologia para:

com t_ecnologla Para a ® processos de calculo matematico;,
aprendizagem da algebra | ¢ representagses visuais de conceitos;
linear ® modelacio de situacdes reais.

Dificuldades associadas a | Dificuldades devidas a:

aprendlzag_em da algebra ® abstracdo dos conceitos matematicos;
linear e quantidade de contetidos do programa;
® conhecimentos prévios insuficientes.

Dificuldades associadas ao | Dificuldades devidas a:

trabalho com t%mfas de ® tempo dedicado ao trabalho nas tarefas;
modelagao ® subprocessos especificos do processo de modelagéo;

® conhecimentos prévios insuficientes;

® conceitos e procedimentos de algebra linear.

Dificuldades associadas ao | Dificuldades em:

trabalho com tecnologla e utilizacdo do Excel, GeoGebra, Mathematica;
® comandos de programacéo;
e utilizacdo de plataformas virtuais.

Para efeitos de leitura dos dados, diferentes contributos da experiéncia de ensino
mencionados pelos estudantes sdo apresentados utilizando a codificagdo E#Q#, querendo
referir-me a resposta dada pelo estudante E# no questionario QA ou QF, isto &, respetivamente,

na parte do questionario formada por perguntas abertas ou perguntas fechadas.

A selegdo das resolucdes a utilizar para toda a analise fica determinada por contributos

representativos, no sentido em que a resolucdo de um estudante pode representar a resolucéao
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de um conjunto de estudantes que seguiram a mesma ideia, sendo entdo suficiente apresentar
uma Unica resolucdo entre todo o conjunto. Para efeitos de salvaguardar a integridade do

estudante, utilizam-se nomes ficticios em toda a descricdo e interpretacdo dos dados.
3.5. Questdes éticas

Em toda a investigacdo educativa devem considerar-se um conjunto de orientacGes éticas
que guiem e regulem o processo de pesquisa do investigador, de forma a tornar o estudo o mais
transparente possivel para os participantes envolvidos e para os leitores do estudo, isto €,
informar o0 mais explicitamente possivel a forma como se seleciona e desenvolve cada aspeto
metodolégico do estudo (Gehrig et al., 2014). Neste sentido, o presente estudo tem em
consideracao varios aspetos de natureza ética relacionados com os participantes e com 0 meu
papel enquanto investigador, os quais sdo orientados pelo codigo de ética da AERA (2011) e
pela Carta Etica para a Investigacdo em Educacio e Formacdo do Instituto de Educacdo da
Universidade de Lisboa (IEUL, 2016).

Quanto ao consentimento informado, o investigador, de maneira verbal e mediante um
documento formal, informa os participantes envolvidos no estudo sobre os objetivos do estudo
e implicacBes pessoais e educacionais. Em particular, informa os estudantes e o professor da
turma sobre a metodologia adotada durante as intervencgdes letivas e o processo de recolha de
dados. Para além disso, respeitando a hierarquia organizacional, sdo solicitadas autorizaces
para a realizacao do estudo e respetiva recolha de dados aos organismos institucionais (Safiudo,
2006), nomeadamente, a Oficina de Assuntos Internacionais e Cooperacdo Externa (OAICE)
da Universidade da Costa Rica, encarregada de permitir a minha deslocacéo a Costa Rica para
a recolha de dados, e a Escola de Matematica da Universidade da Costa Rica, sede Rodrigo
Facio, contexto institucional onde se realiza a implementacdo da experiéncia de ensino.
Posteriormente a sua aprovacdo, solicita-se de autorizacdo ao professor responsavel pela
lecionac&o da disciplina de Algebra Linear na turma onde se realiza a experiéncia de ensino e

aos participantes do estudo, neste caso os estudantes.

Quanto ao consentimento dos participantes (Anexo E), ha liberdade para participarem
voluntariamente no estudo, ficando registadas em documentos todas as assinaturas dos
estudantes, ap0s concordarem com as condigdes de participacdo que foram definidas e
informadas no inicio da intervengéo e que se mantiveram até ao final, estando conscientes de

que podem decidir sair do estudo a qualquer momento, ao longo da intervencao.
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Nesta investigacdo sdo garantidas a confidencialidade e a privacidade dos participantes,
mediante o anonimato de suas identidades e a utilizacdo de seus dados de forma confidencial,
exclusivamente para os fins da investigacdo. Para além disso, no que respeita a protecgéo fisica
e moral dos participantes, o investigador garante e promove o respeito pelas diferentes opinides
que possam surgir por parte dos estudantes durante o trabalho em pequeno grupo e nas
discussdes coletivas, promovendo também o respeito entre estudantes. Nas implicacGes
educacionais € garantido que os estudantes ndo serdo prejudicados nas suas aprendizagens pelas
intervencdes da experiéncia de ensino, dado que as mesmas tratam conteldos que estdo
incluidos no programa da disciplina de Algebra Linear e sio enquadradas na planificagio global
das aulas sem prejudicar o cumprimento de conteudos e objetivos a desenvolver na disciplina.
Neste sentido, as intervencdes da experiéncia de ensino pretendem contribuir para a
consolidacdo de aprendizagens e consecucdo dos objetivos considerados no programa de

Algebra Linear.

No que respeita ao investigador e sua conduta ética, garanto honestidade e integridade na
realizacdo do estudo. Nomeadamente, garanto que todos os dados que integram este documento
sdo originais, produto da recolha feita nas diferentes intervencdes. Por Gltimo, como
investigador, estou consciente da importancia de tornar publico e divulgar o conhecimento que
emerge dos resultados deste estudo, contribuindo com conhecimento novo que se espera
relevante para o préprio e para outros investigadores, professores e estudantes da area da

educacdo matematica.
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CAPITULO5

EXPERIENCIA DE ENSINO

Neste capitulo apresento a experiéncia de ensino, comecando por fazer referéncia ao
contexto e aspetos gerais da disciplina onde a mesma se realizou. Depois apresento o estudo
piloto, detalhando o seu objetivo, as op¢des metodologicas e de gestdo de aula consideradas,
bem como os resultados obtidos que foram considerados na preparacao da experiéncia de ensino
que serve de base a este estudo e que descrevo a seguir. Finalmente, é descrita a experiéncia de
ensino, considerando o seu objetivo, a planificacdo cronoldgica da experiéncia que inclui a

descricdo das tarefas propostas, além da gestao de aula desenvolvida.
5.1 Contexto e aspetos gerais da disciplina de Algebra Linear

A disciplina de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica é identificada a nivel
curricular como a disciplina matematica designada por MA1004. Esta disciplina é oferecida
semestralmente pela Universidade de Costa Rica como parte das disciplinas do departamento
de Matemaética Aplicada da Escola de Matematica para estudantes dos cursos de Engenharias,
Fisica, Economia, Estatistica e Meteorologia. A disciplina € de caracter teérico-pratico, o que
significa que o professor apresenta a teoria correspondente aos contetdos estipulados no
programa e realiza exercicios matematicos que exemplificam os diferentes contetdos conforme

vai avancgando com a teoria.

O programa da disciplina enfatiza trés objetivos gerais: 1) o trabalho com modelos lineares
para a resolucdo de problemas proprios do contexto da Matematica pura, mas que possam ser
aplicados posteriormente pelo estudante noutras disciplinas, em contextos varios; 2) a utilizacdo
correta de linguagem matematica e do simbolismo formal da algebra linear de forma adequada;
3) e o dominio dos conceitos e processos matematicos lecionados. Quanto a metodologia, o
programa de MA1004 menciona a possibilidade de incluir estratégias que ndo se limitem a
exposicdo do professor, as quais podem incluir leitura individual ou coletiva de material
recomendado, com explicacdes e exemplificagcbes dos conceitos; acesso individual a videos
sobre conceitos, provas resolvidas de semestres anteriores e outros recursos digitais disponiveis
na plataforma MOODLE (utilizada pelo coordenador da disciplina) ou “Mediacién Virtual”
(utilizada pelo professor da turma), além da utilizacdo de tecnologias, como calculadoras e
software (Sanchez, 2018).

87



A disciplina admite uma quantidade aproximada de 20 turmas por semestre, com uma
média de 25 a 35 estudantes por turma no caso de disciplinas regulares, e 20 a 25 estudantes
por turma no caso das disciplinas com modalidade laboratério. No que se refere ao ambiente
fisico, a aula de laboratorio onde é desenvolvido o estudo piloto e a experiéncia de ensino é
mostrada na figura 5.1, sendo um ambiente onde os estudantes estéo distribuidos por mesas,
cada uma com espaco para até trés estudantes e todos tém acesso a computador.

Figura 5.1. Ambiente fisico de trabalho na experiéncia de ensino.

Os estudantes que frequentam a disciplina MA1004 sdo de diferentes cursos, tornando-a
um ambiente favoravel para observar distintas formas e ritmos de aprendizagem. A experiéncia
docente do investigador mostra que alguns estudantes abandonam a disciplina antes de terminar
0 semestre, 0 que resulta em parte das dificuldades na compreensdo de conceitos de algebra
linear ja referidas na revisao de literatura. O Unico requisito para frequentar a disciplina é ser
estudante inscrito na Universidade da Costa Rica e pertencer a algum dos cursos mencionados
acima. Assim, o estudante pode-se matricular na disciplina MA1004 desde que ingressa no
primeiro ano. No entanto, esta disciplina é requisito para outras disciplinas matematicas como
Caélculo 111 e Equacdes Diferenciais, o que implica que a maior parte dos estudantes que se

matriculam estdo no primeiro ou segundo ano do seu curso.

Em termos de tempo de trabalho em sala de aula, o estudante deve assistir duas vezes por
semana a aulas presenciais, 0 que corresponde a 4h30min por semana durante dezasseis
semanas letivas, ao longo das quais estdo distribuidas as dez unidades de tdpicos de algebra
linear a lecionar sequencialmente de acordo com o programa (Sanchez, 2018): 1) Matrizes; 2)
Sistemas Lineares de Equacdes; 3) Matrizes Invertiveis; 4) Determinantes; 5) Geometria de
Vetores; 6) Espacos Vetoriais; 7) TransformacGes Lineares; 8) Ortogonalidade; 9)

Diagonalizacdo de matrizes; 10) Curvas e superficies quadréticas.
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Os estudantes realizam um total de trés testes ao longo da disciplina, cuja classificacdo
contribui 90% para a nota final nas disciplinas com modalidade de laboratdrio, como é o caso
do contexto da disciplina de Algebra Linear utilizada neste estudo. Os restantes 10% da nota
final sdo avaliados através de minitestes ou praticas que sdo trabalhadas pelos estudantes através
de utilizacdo da tecnologia, especificamente com programas como Mathematica, Matlab,
GeoGebra e Excel.

Quanto ao contexto particular da turma onde se realizou o estudo, lecionaram-se duas aulas
por semana, sendo uma teorica (1h50 min), numa sala sem tecnologia, e outra em laboratorio
de computador (2h40 min), onde se avanca com a teoria na primeira aula e dedica-se o tempo
restante a pratica dos conceitos lecionados com tecnologia e a trabalhar as tarefas da experiéncia
de ensino. Nos trés testes de avaliacdo, a modelacdo matematica dentro de um contexto da vida
real ndo foi considerada, mas apenas na determinacao e utilizacdo de equacdes algebricas num
contexto de Matematica pura, cujo modelo ja era disponibilizado pelo professor. A tecnologia
é trabalhada em laboratério de computador a partir de minitestes (tarefas de antecipacao), onde
o professor ensina primeiro ao estudante, com metodologia tradicional expositiva, a utilizar o
programa tecnoldgico para obter calculos que envolvem algoritmos de algebra linear ou para
visualizar representac@es bidimensionais ou tridimensionais dos conceitos matematicos dentro

do contexto da Matemaética pura.

5.2 Preparacdo da experiéncia de ensino: o estudo piloto
5.2.1 Objetivo

Previamente a preparacdo de uma experiéncia de ensino, é essencial que o investigador
considere o conhecimento inicial dos estudantes e as metodologias de ensino e aprendizagem
adequadas para ajudar a promover as aprendizagens esperadas (Molina, Castro, Molina &
Castro, 2011). No caso de o investigador ser o professor da turma, pode apoiar-se na sua
experiéncia profissional, nomeadamente no conhecimento do desempenho académico dos seus
estudantes e outras caracteristicas de interesse do contexto escolar, para o ajudar a planificar a
experiéncia de ensino. Noutros casos, em que o investigador ndo € o professor da turma, a
planificacdo da experiéncia de ensino, considerando os objetivos investigativos desejados e as
caracteristicas da disciplina e participantes alvo do estudo, apresenta-se mais dificil, requerendo
que o investigador, em algum momento prévio a planificacdo da experiéncia, recorra a uma
primeira aproximagao aos participantes alvo do estudo. Neste estudo, o investigador ndo é o

professor da turma, pelo que opto pela realizagéo de um estudo piloto que pretende estabelecer
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uma conexao entre a conceptualizacdo teodrica do estudo e a realizacao da experiéncia de ensino,
contribuindo para a defini¢do das suas principais caracteristicas. O objetivo do estudo piloto é
avaliar tarefas de modelacdo matematica com recurso a tecnologia que serdo usadas na
experiéncia de ensino e o modo da sua implementacdo, visando melhorar aspetos relativos a

sua estrutura e contetido e a dindmica de sala de aula a implementar.

Assim, o resultado deste estudo piloto permite ao investigador obter um conhecimento
geral dos estudantes alvo e do seu trabalno num contexto de aprendizagem com as
caracteristicas propostas, e confirmar que o uso de tarefas de modelacdo matemética com
recurso a tecnologia permite aceder ao desempenho dos estudantes relativamente as
aprendizagens de conhecimentos de algebra linear e competéncias de modelacéo, e identificar
dificuldades que evidenciam ao trabalhar nas tarefas. Esta informacdo serve de base para o
investigador perceber as potencialidades das atividades propostas e, portanto, preparar a sua
proposta de experiéncia de ensino, tendo noc¢do de que os processos de resolucdo das tarefas

sdo uma fonte rica de evidéncias para a investigacdo que pretende realizar.

5.2.2 Contexto e aspetos metodoldgicos

O estudo piloto foi realizado durante o primeiro semestre de 2018 com 24 estudantes (13
masculinos e 11 femininos) de uma turma da disciplina MA1004 de Algebra Linear lecionada
num laboratério de computadores da Universidade da Costa Rica. As caracteristicas dos
estudantes sdo semelhantes as caracteristicas dos participantes da experiéncia de ensino. O
estudo foi realizado num total de 9 aulas, cada uma de 40 minutos, onde foram trabalhadas trés
tarefas de modelacdo em diferentes contextos reais (2 aulas/tarefa), para além de aplicada
previamente as tarefas uma observacdo da turma toda (2 aulas) e uma entrevista semi-

estruturada ap0s o trabalho das tarefas (1 aula).

O papel do investigador durante as aulas foi o de observador participante, tendo nas
primeiras duas aulas a funcéo de observar o trabalho habitual que decorria em sala de aula, para
além de informar a turma sobre objetivos do estudo piloto e obter as autorizagdes formais para
a recolha de dados. Nas seguintes seis aulas, o investigador assumiu também o papel de
professor e a observacao focou-se no trabalho autbnomo dos estudantes durante a resolucéo das
tarefas de modelacdo e nos contributos que surgiam das discussdes em grupos de trabalho e
coletivas. Finalmente, na ultima aula, o investigador teve o papel de observador e,

simultaneamente, de entrevistador.
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Antes da aplicacdo da primeira tarefa o professor solicita aos estudantes que formem
grupos de trés elementos, ficando formado um total de oito grupos, que permaneceram fixos
até ao final do estudo. Quanto a dindmica da aula com tarefas de modelagéo, o professor da
diretrizes quanto a forma de trabalharem a tarefa (trabalho autbnomo em grupo), recursos de
que dispdem (folha em branco para a escrita das resoluges, lapis, caneta e computador) e a
forma como a resolucdo da tarefa deve ser entregue (uma resolucdo por grupo, com 0s
respetivos nomes dos integrantes). A seguir, é entregue o enunciado da tarefa aos estudantes de
cada grupo, brevemente apresentada em termos gerais pelo professor, e os estudantes trabalham
autonomamente na sua resolucdo durante 60min. No decurso da resolugéo de cada tarefa, o
professor monitoriza o trabalho dos estudantes, intervindo quando considera necessario, quer
para esclarecer dividas quanto ao enunciado, quer para promover discussdes de aspetos
interessantes observados. Dez minutos antes do tempo previsto para a discussdo da tarefa, o
professor faz um aviso para os estudantes finalizarem e arrumarem as suas resolugdes, e de
seguida recolhe as resolucbes para comecar a discussdo coletiva, dedicando a esta atividade

entre 15min a 20min.

Na tabela 5.1 apresento um resumo dos aspetos principais considerados na preparacéo,

implementacdo e pos-implementacdo do estudo piloto.

Tabela 5.1. Aspetos considerados para o desenvolvimento do estudo piloto.

Estudo piloto Aspetos considerados
(fases)
Preparacgéo da e Investigacdo teorica sobre: Programa da disciplina MA1004 no
implementacao em | semestre 2018, trabalhos empiricos sobre aprendizagem e
sala de aula dificuldades associados a algebra linear e a modelacdo matematica

com TIC, ambientes de discussdes matematica na sala de aula.

e Encontros com o professor da turma para coordenar momentos
de implementacdo das tarefas e informar sobre a metodologia de
trabalho.

e Calendarizacdo do estudo piloto (entre 15 de maio e 15 de
junho de 2018).

e Contexto: preparacdo da sala de computadores arrumada para
o trabalho das tarefas de modelagéo em trios, com discussdes em
pequeno e grande grupo.

e Recolha de dados: desenho de métodos e instrumentos de
recolha de dados.

Implementacdo em e Observacéo inicial e informacéo formal sobre o estudo piloto.
sala de aula
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e Aplicacdo das tarefas: recolha das resolucdes escritas e
extratos do trabalho desenvolvido com tecnologia.

e Realizacdo da entrevista.

Pds-implementagéo Analise de dados: Anélise dos dados recolhidos a partir dos
em sala de aula instrumentos utilizados e reflexao sobre contributos para a
preparacdo da experiéncia de ensino.

Tal como a experiéncia de ensino, o estudo piloto segue uma abordagem metodolégica
qualitativa de paradigma interpretativo, sendo o papel do investigador de relevancia (Cohen et
al., 2011), quer para identificar e interpretar aprendizagens relativas a conceitos de algebra
linear e competéncias de modelacdo, quer para identificar dificuldades evidenciadas pelos
estudantes no seu trabalho nas tarefas e nas dindmicas de sala de aula propostas. A recolha de
dados inclui: 1) recolha documental das resolucdes escritas dos estudantes em trés tarefas de
modelacdo e extratos do seu trabalho com tecnologia; 2) observacdo participante com recurso
a notas de campo e gravacdo de audio de discussdes em grupo desenvolvidas entre estudantes
e estudante-professor durante o trabalho das tarefas e discussdes coletivas ap6s o trabalho de
cada tarefa; e 3) uma entrevista semi-estruturada com recurso a gravagao de audio realizada a

dois estudantes de diferente sexo e grupo de trabalho apds a aplicacdo das trés tarefas.

As observacdes realizadas nas discussdes de trabalho em grupo tiveram o0 mesmo objetivo
gue assumiram na experiéncia de ensino, nomeadamente aprofundar a informacao sobre as
aprendizagens dos estudantes. As discussdes coletivas sdo guiadas a partir de questoes
planificadas pelo professor previamente a tarefa, considerando questdes como: 1) principais
dificuldades que o estudante enfrentou; 2) potencialidades que reconhecem na tarefa; 3)
utilizacdo dada a tecnologia em comparagdo com tarefas que costumam trabalhar em sala de
aula; 4) questdes relativas ao solicitado em cada questdo da tarefa; e 5) discussdo de
aprendizagens de conceitos. Apos considerar a discussdo dos aspetos anteriores, procede-se a
encorajar o estudante para relacionar o trabalho feito na tarefa com conceitos de algebra linear

trabalhados na sala de aula, dando fim a discusséo coletiva.

A entrevista teve como objetivo aceder a informacéo relevante sobre a experiéncia do
estudante no trabalho com tarefas de modelacéo e, em geral, sobre a dindmica de sala de aula
proposta no estudo piloto. A entrevista foi realizada com dois estudantes, sendo critérios de
selecdo a escolha de um estudante masculino e uma estudante feminina, um dos quais com
participacao intensa durante as discussdes e 0 outro com participacao reduzida ou quase nula,

procurando obter informacao relevante a partir dessa heterogeneidade.
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A andlise de dados, de natureza descritiva e interpretativa (Wolcott, 2009), focou-se nas
categorias de analise também consideradas na experiéncia de ensino, nomeadamente,
aprendizagens de conhecimentos de algebra linear, competéncias de modelacao, e dificuldades
evidenciadas nas resolucdes das tarefas e nas discussdes em grupo e coletivas, assim como nos
contributos referidos pelos estudantes quanto ao trabalho com tarefas de modelagéo
implementadas no estudo piloto. Esta analise € orientada para a interpretacdo dos dados
descritos e para a tomada de decisfes sobre as tarefas, que serdo consideradas na experiéncia

de ensino e a forma de as dinamizar.

No que respeita a questdes éticas, seguem-se 0S mesmos principios éticos desenvolvidos
para a experiéncia de ensino, tendo sido solicitada autorizagcdo de recolha de dados aos
estudantes e ao professor da turma, tendo o investigador garantido o anonimato dos

participantes e a confidencialidade dos dados apresentados no estudo.

5.2.3 Principais resultados

Nesta seccao apresento os principais resultados da analise realizada ap6s a implementagéo
do estudo piloto, com foco no desempenho dos estudantes e nas caracteristicas das tarefas, que
permitem decidir posteriormente quais 0s aspetos que emergem deste estudo e que devem ser

considerados na experiéncia de ensino.

A primeira tarefa (Anexo Al) apresentava um problema contextualizado sobre o
abastecimento de agua a cinco casas a partir de um sistema de tubagens, esperando que o
estudante construisse um modelo algébrico de sistema de equacdes lineares (SEL) para decidir
sobre fluxos maximos e minimos em cada trajeto do sistema de tubagens. Os estudantes
evidenciam conhecimentos de SEL, embora alguns formulem um SEL baseado em modelos
reais que ndo se enquadram no contexto da situacdo problema e grande parte tem dificuldades
na interpretacdo do conjunto solu¢do do SEL construido. Em particular, as dificuldades ocorrem
em interpretar os parametros matematicos do conjunto solucdo obtido no contexto real da
situacdo problema. Todos os estudantes da turma conseguem mobilizar competéncias de
modelacdo como a construcdo de um modelo real, a matematizacdo do modelo e trabalhar
matematicamente no modelo. No entanto, poucos estudantes utilizaram o Matlab para o
trabalho na tarefa, sendo a funcdo do software sobretudo agilizar célculos para trabalhar
matematicamente o modelo. Outras competéncias, como a interpretacdo da solugdo de um SEL
a nivel do contexto do problema que € evidenciada por poucos estudantes e a validacdo de

resultados reais que ndo é realizada por nenhum estudante, devem ser alvo de uma preocupagédo
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para reforgar a interpretacdo de resultados matemaéticos, tal como a formulacdo de um SEL que

represente as condigdes de um contexto real.

Na segunda tarefa (Anexo A2), que apresentava um problema contextualizado sobre
trajetdrias de movimento de drones, o0 objetivo era que o estudante mobilizasse conhecimentos
de espagos vetoriais e construisse um modelo algébrico a partir de uma combinacdo linear de
vetores base em IR? ou IR?3 para descrever e analisar a trajetoria translacional de um drone. Os
estudantes mostram saber como resolver a tarefa, reconhecendo que o conceito de base de um
subespaco vetorial estd implicito na tarefa. Também sdo capazes de mobilizar todas as
competéncias requeridas para percorrer o ciclo de modelagéo, incluindo interpretar resultados
matematicos no contexto da situacdo problema com base em explicacdes graficas ou algébricas
e propor solucgdes validadas que respondem aos requisitos do modelo solicitado na tarefa,
embora ndo recorram a utilizacdo da tecnologia no seu processo de modelagéo, tendo resolvido
a tarefa manualmente. Verificou-se igualmente que a tarefa ndo levanta dificuldades
conceptuais para o estudante, e que a situacdo problema apresentava baixo desafio cognitivo,
devendo considerar-se, na planificacdo da experiéncia, que a simplicidade da situacdo problema
pode levar a que todos os estudantes resolvam a tarefa manualmente, ndo precisando de
utilizacdo de tecnologia em nenhum momento, o que significara uma necessidade de adaptacao

desta tarefa para que seja mais pertinente integrar a tecnologia.

Por ultimo, a terceira tarefa (Anexo A3) apresentava um problema contextualizado sobre
codificacdo de mensagens através de codigo ASCII (Codigo Padrdo Americano para a troca de
Informacgéo), pretendendo que o estudante mobilizasse conhecimentos de operagdes com
matrizes e, em particular, que construisse um modelo algébrico a partir de adi¢cdes ou produtos
de matrizes para codificar e decodificar mensagens textuais com base nas operagdes definidas.
Poucos estudantes foram capazes de utilizar produtos matriciais para resolver o problema. Os
que o fizeram associam a resolucdo do problema proposto com o célculo de composi¢do de
transformacdes lineares ou produto de matrizes; os outros estudantes utilizam operacfes de
adicdo de matrizes como modelo. Em relagdo as competéncias de modelacdo, s6 metade dos
estudantes consegue construir um modelo matricial, dos quais poucos conseguem trabalhar
matematicamente no modelo utilizando o Matlab para o calculo de matrizes invertiveis. Assim,
0s estudantes que optam por escolher um produto matricial como modelo matematico
reconhecem que este requer mais trabalho manual do que o modelo de adicdo, pelo que utilizam
o computador para facilitar o subprocesso de trabalho matematico com o modelo. Outras

competéncias como interpretacéo e validacéo de resultados ndo sdo mobilizadas, pelo que séo
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poucas as competéncias de modelagdo evidenciadas pelos estudantes, sendo necessario orienta-
los melhor na resolucéo do problema e nas quest6es apresentadas.

As discussdes em grupo e coletivas ajudaram na interpretacao de informacao obtida nas
resolucdes das tarefas. Explicitamente, a partir de tais discussdes foi possivel evidenciar que:
na primeira tarefa, os estudantes pensam em varios conhecimentos algébricos para identificar
quais devem mobilizar para resolver o problema, interpretando-se que os estudantes mobilizam
competéncias para estruturar e matematizar o modelo real de diversas formas; na segunda
tarefa, existem estudantes que analisam modelos mais ou menos complexos, isto €, modelos
com pouca ou grande quantidade de obstaculos fisicos na trajetéria do drone, mostrando
competéncias para simplificar o modelo real de diversas formas; e na terceira tarefa, observa-
se estudantes que manifestam verbalmente a sua escolha de um modelo matricial como produto
de matrizes. Alguns associam o0s seus calculos com a composicao de transformacdes lineares e
outros com operacOes elementares sobre matrizes, 0 que evidencia 0s conceitos matematicos
que os estudantes relacionam para um mesmo objeto matematico, neste caso, as matrizes. O
facto de haver mais de uma maneira de relacionar a situacdo problema com o conhecimento
matematico, como referido nas discussées em grupo mas ndo muito evidenciado nas suas
resolucdes escritas, veio dar sentido aos processos de modelacéo néo lineares de varios grupos
de estudantes, o que mostrou a importancia de analisar rotas de modelagdo que os estudantes
seguem, em paralelo com as competéncias de modelacdo e aprendizagens de conhecimentos

desenvolvidas.

Para além disso, a partir das discussGes em grupo foi possivel identificar dificuldades
manifestadas pelos estudantes, incluindo a dificuldade em compreender a linguagem coloquial
e também a linguagem matematica utilizada no enunciado da tarefa, indicando a necessidade
de incluir no enunciado orientacdes mais explicitas sobre aquilo que tém de fazer. Portanto, as
discuss@es desenvolvidas no trabalho em grupo e coletivamente ajudaram a ter informacéo mais
abrangente sobre as dificuldades, aprendizagens de conhecimentos e processos de modelagao
dos estudantes, a partir dos caminhos de resolucdo que seguiram, nomeadamente as suas rotas

de modelacao.

Na entrevista, os participantes manifestaram que, embora as tarefas de modelacdo
trabalhadas fossem motivadoras para trabalhar na sala de aula, os conceitos de Algebra Linear
lecionados na disciplina eram muito abstratos para o nivel do curso em que se encontram,
tornando dificil o trabalho com problemas contextualizados em situagfes reais. Também

referiram o facto de ndo estarem familiarizados com questdes colocadas em contextos reais,
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que consideraram ser uma dificuldade das tarefas de modelagédo. Neste sentido, a entrevista
permitiu interpretar vantagens e desvantagens do trabalho com as tarefas de modelagéo
implementadas no estudo piloto, interpretando-se globalmente que os estudantes acharam
importante a contextualizacdo real dos conceitos, mas sentem a necessidade de um equilibrio

entre o contetdo formal na disciplina e o trabalho com tarefas em contextos reais.

Considerando o anteriormente exposto, pode-se concluir que a primeira e a terceira tarefa
do estudo piloto foram as que geraram maiores dificuldades aos estudantes, ao passo que a
segunda tarefa foi de facil resolucdo, mas sem provocar a mobilizacdo de tecnologia. As
discussdes desenvolvidas nos grupos e coletivamente ajudaram a aprofundar a identificagéo de
aprendizagens de conhecimentos de algebra linear e competéncias de modelacdo, levantando
também a possibilidade de considerar o estudo de rotas de modelacéo na experiéncia de ensino.
A entrevista, por sua vez, ajudou a identificar contributos da intervencdo realizada com trés
tarefas de modelacdo, permitindo também refletir sobre a necessidade de complementar a
investigacdo com outros instrumentos de recolha de dados para chegar a uma maior quantidade

de contributos para o estudo.

5.2.4 Contributos do estudo piloto

Os resultados da analise apresentados anteriormente revelam o potencial das tarefas de
modelacdo para aceder as aprendizagens dos estudantes mas levam a refletir sobre a
reformulacdo de alguns aspetos destas trés tarefas, a considerar na planificacdo da experiéncia
de ensino, designadamente procurando diminuir as dificuldades evidenciadas pelos estudantes
e promover a utilizacdo da tecnologia na experiéncia de ensino. Assim, no que se refere as

tarefas, serdo tomadas as seguintes opgoes:
Tarefal

1) Diminuir a dificuldade do problema:
. propondo um problema que requeira um modelo algébrico mais simples,
isto é, a formulagcdo de um SLE com menor nimero de equacdes, facilitando a
construgéo do modelo matematico e, sobretudo, a sua analise. Consequentemente, 0
modelo matematico a propor passara a ser um modelo onde o estudante deva analisar

s6 um parametro, em vez de dois;

o propondo um contexto diferente da situagdo a modelar, procurando

familiarizar mais o estudante com os termos do contexto da tarefa para evitar
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2)

1)

2)

3)

dificuldades de entendimento da linguagem coloquial. Neste sentido, prop6e-se

trocar o contexto de fluxos pelo contexto de transito automavel;

o acrescentando informacéo as questdes do problema, que possa guiar mais
0 estudante no que tem de fazer, facilitando-lhe o processo de interpretacdo do

resultado matematico;

o eliminando a questdo 3, incorporando parte da resposta pretendida como

informacdo guia para a solucdo das outras questdes.

Acrescentar um trabalho com tarefas de exercicios previamente a aplicacdo da tarefa de
modelacéo, para reforgar conhecimentos relativos ao estudo de sistemas de equagdes,
incluindo conhecimentos prévios que ndo sdo comummente parte do programa da
disciplina de Algebra Linear, como o trabalho com inequacdes lineares. A nivel de
estrutura, estes exercicios devem promover a determinagdo e andlise do conjunto

solucdo de um sistema, para além da analise de pardmetros em inequagdes lineares.

Tarefa 2

Reformular o contexto real da tarefa:
o propondo uma situacao real que leve a um modelo algébrico que faca
sentido ser trabalhado pelo estudante com utilizacéo de tecnologia;

o propondo um contexto diferente da situacdo a modelar, procurando
familiarizar mais o estudante com os termos do contexto da tarefa para evitar
dificuldades associadas a compreensdo da linguagem coloquial. Neste sentido,

propBe-se trocar o contexto de drones pelo contexto de senhas bancarias.

Acrescentar um trabalho com tarefas de exercicios previamente a aplicacdo da tarefa de
modelacdo, para reforcar conhecimentos relativos ao estudo de espagos vetoriais,
incluindo conhecimentos que sejam necessarios para o trabalho da tarefa de modelacéo.
A nivel de estrutura, estes exercicios devem promover a determinacéo de bases de um
subespaco vetorial e conhecimentos relacionados, como independéncia linear e
conjunto gerador de um subespaco vetorial.

Reformular as condi¢fes solicitadas no enunciado e acrescentar, como parte da
informagdo, a utilizagdo de tecnologia para trabalhar o modelo matemaético e obter

resultados matematicos.
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Tarefa 3

1) Reformular a pergunta 1 para:

e esclarecer o que se solicita ao estudante;

e ndo restringir o problema a utilizag&o de uma tabela de codificagdo associada ao
exemplo apresentado.

2) Acrescentar um trabalho com tarefas de exercicios previamente a aplicacéo da tarefa de
modelacdo, para reforcar conhecimentos relativos ao estudo de matrizes, incluindo
conhecimentos que sejam necessarios para o trabalho da tarefa de modelagdo. A nivel
de estrutura, estes exercicios devem promover o trabalho com equacgdes matriciais que
envolvam propriedades de operacdes matriciais e 0s conceitos relativos ao calculo da
matriz inversa de uma matriz invertivel, levando o estudante a recorrer mais a utilizacao
de tecnologia.

3) Mudar a ordem de implementacdo da tarefa, considerando trabalha-la como a segunda
tarefa de modelagéo da experiéncia de ensino, procurando restringir as aprendizagens a
unidade de matrizes, e deixando a mobilizacdo de aprendizagens como transformacées
lineares para o trabalho com outra tarefa de modelacéo.

Em termos de instrumentos e métodos de recolha de dados, na experiéncia de ensino optarei
por incorporar um questiondrio para complementar a informacdo recolhida a partir da
entrevista, permitindo aceder a uma maior quantidade de dados que ajudem a identificar
contributos da experiéncia de ensino e outros aspetos ja referidos no capitulo 4. Para além disso,
em termos de recolha documental, serdo incorporadas mais duas tarefas de modelacao
matematica na intervencdo, procurando alargar e diversificar as aprendizagens matematicas a
serem mobilizadas pelos estudantes e a familiarizacdo com o processo de modelagéo,
nomeadamente a promocao de competéncias de modelacdo como a interpretacdo e validacéo
de resultados. Ainda relativamente a recolha documental, serdo incorporadas cinco tarefas de
exercicios matematicos, nomeadas de tarefas de antecipacdo, para o estudante ter oportunidade
de consolidar os seus conhecimentos de &algebra necessarios para a realizacdo da tarefa de

modelacéo.

Em termos de dinamica de aula, a experiéncia de ensino mantém o trabalho em grupo e as
discussoes coletivas, mas dando maior énfase na recolha de dados as discussdes nos grupos de
trabalho, de modo a enfatizar nas discussdes coletivas o aspeto mais formativo sobre o trabalho

de modelagdo, focado em diferentes propostas de modelos matematicos construidos pelos

98



estudantes e uma solucédo proposta pelo investigador, considerando o objetivo da transi¢ao por
todo o ciclo de modelacdo matematica.

5.3 Planificacéo da experiéncia de ensino

5.3.1 Objetivos de aprendizagem

A experiéncia de ensino esta enquadrada curricularmente nos objetivos gerais, objetivos de
aprendizagem e topicos matematicos definidos no programa da disciplina de Algebra Linear
(Sanchez, 2018) na qual se realizou o estudo. A tabela 5.2 apresenta uma sequéncia de unidades
tematicas (UT) de Algebra Linear que foram trabalhadas na experiéncia de ensino e os
respetivos testes em que os estudantes sdo avaliados em termos de aprendizagens destas
unidades na disciplina MA1004.

Tabela 5.2. Unidades de temas da disciplina MA1004 de Algebra Linear.

Unidade tematica (UT) Teste em que se avalia
UT1: Sistemas de equacdes lineares | teste
UT2: Matrizes (operacGes com matrizes e | teste
matriz invertivel)
UT3: Geometria de vetores Il teste
UT4: Espaco vetorial Il teste
UT5: Transformacdes lineares Il teste

Em cada unidade temética é proposta uma tarefa de modelacdo apds a exploracdo da
respetiva tarefa de antecipacao, procurando atingir os objetivos de aprendizagem da disciplina

de Algebra Linear mostrados na tabela 5.3.

Tabela 5.3. Objetivos especificos de aprendizagem da experiéncia de ensino de acordo
com o programa de Algebra Linear MA1004 (Sanchez, 2018).

1.  Aplicar algoritmos adequados para resolver e expressar corretamente 0
conjunto solucdo de sistemas de equacdes lineares (UT1).

2.  Conhecer a algebra de matrizes e calculo de determinantes, e aplica-la
corretamente na resolucdo e analise dos sistemas de equacdes lineares (UT2).

3. Conhecer e aplicar a geometria vetorial em diferentes tipos de problemas
(UT3).

4.  Conhecer a estrutura de espaco vetorial e compreender IR™ a partir desse
conceito (UT4).

5.  Identificar se um conjunto de vetores é uma base (UT4).

6.  Conhecer as propriedades basica das transformacdes lineares e a sua relagéo
com a algebra de matrizes (UT5).
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7.  Determinar se uma fungdo de IR™ em IR™ é uma transformacdo linear e
representar uma transformacéo desse tipo mediante uma matriz (UT5).
8.  Determinar transformacdes lineares entre espacos de dimensao finita (UT5).

Para além dos objetivos de aprendizagem, a experiéncia de ensino procura integrar eixos
curriculares transversais que sdo considerados no programa de Matematica do Ensino Basico e
Secundério do curriculo da Costa Rica (MEP,2012), nomeadamente: a resolugdo de problemas;
a contextualizacdo ativa como componente pedagdgica especifica; o uso inteligente e visionario
das tecnologias digitais; e a promogdo de atitudes e crengas positivas em relagdo a Matematica
(p. 17). Estes eixos sdo considerados transversais e devem guiar a formacdo nos diferentes
temas matematicos para que o estudante, como cidaddo, possa enfrentar com éxito os obstaculos
com que se depara. Neste sentido, estes eixos sao relevantes ndo s6 para os niveis escolares
basico e secundario, mas também para o ensino superior, tendo em consideracdo as
recomendacdes de Carlson et al. (1993) para o ensino e aprendizagem da algebra linear,
especialmente o facto de os estudantes sentirem a necessidade de aprender matematica
significativa no ensino superior (Biggs & Tagg, 2011). Isto acontece também com os estudantes

universitarios da Costa Rica que participam na experiéncia de ensino.

A resolugdo de problemas € necessaria para “assumir estandares cuja conveniéncia para a
Educacdo Matematica tem sido amplamente comprovada na escala internacional” (MEP, 2012,
p. 17), enquanto a contextualizacdo ativa como uma componente que complementa a resolucéao
de problemas se torna necessaria para promover um papel ativo do estudante e comprometido
com sua aprendizagem quando trabalha com modelos matematicos (MEP, 2012). Estes dois
eixos disciplinares sdo fomentados a partir do trabalho com tarefas de modelacgéo, sendo tarefas
que encorajam o estudante a desenvolver competéncias para trabalhar problemas em contextos

reais e ao mesmo tempo trabalhar na consolidagdo de aprendizagens matematicas.

No que se refere ao uso da tecnologia, considera-se uma pratica que faz parte do mundo
atual e, consequentemente, uma exigéncia de conhecimento gque a sociedade em que vivemos
impde. No que se refere as préaticas educativas na aula de Matematica,

O trabalho com problemas adquire uma perspetiva vigorosa quando se realiza em

contextos reais e se usa a modelacdo. A utilizagéo de tecnologias digitais trabalha na

mesma direcdo, pois ndo so oferece meios que intervém como apoio, mas também

meios para modificar o significado de algumas fases e objetivos no trabalho de
problemas. (MEP, 2012, p. 32)

Neste sentido, a tecnologia possibilita ao participante da experiéncia de ensino escolher

outros caminhos de resolucgéo da tarefa que permitam facilitar o seu processo de modelacéo ou
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inclusive avangar além de uma determinada fase do ciclo de modelagdo matematica, abrindo
igualmente espagos para os estudantes refletirem, nos grupos de trabalho, sobre a melhor forma

de utilizar a tecnologia para elaborarem os modelos matematicos pretendidos.

Por ultimo, a promocdo de atitudes e crengas positivas sobre a Matematica refere-se a
necessidade de préaticas educativas que permitam que o estudante perca 0 medo da Matematica
e queira aprendé-la, pois “quando os estudantes sentem essa necessidade de saber, eles
automaticamente tentam concentrar-se em significados subjacentes, em ideias principais,
temas, principios ou aplicaces bem-sucedidas” (Biggs & Tagg, 2011, p. 26). Neste sentido, a
utilizacdo de contextos reais e 0 recurso a tecnologia procuram ser aspetos promovidos nas
tarefas de modelagéo da experiéncia de ensino que poderdo ser motivadores do processo de

ensino e aprendizagem quando trabalhados apropriadamente.

Os quatro eixos disciplinares estdo articulados com os objetivos de aprendizagem presentes
na experiéncia de ensino, pelo que no trabalho realizado durante cada intervengéo com tarefas
de modelacdo ¢ trabalhado um objetivo de aprendizagem e simultaneamente os quatro eixos
disciplinares. Ao finalizar a experiéncia de ensino, espera-se que 0 estudante seja capaz de
trabalhar os conceitos matematicos de forma criativa em contextos reais particulares que o
incentivem a refletir sobre quando, onde e como aplicar esses conceitos, podendo aprofundar a
sua compreensdo da algebra linear. Para além disso, espera-se que o estudante adquira
competéncias de modelacdo que Ihe permitam posteriormente trabalhar tarefas que envolvam

conceitos de algebra linear em contextos ndo exclusivamente matematicos.

5.3.2 Principios orientadores

A planificacdo de uma proposta didatica deve obedecer a um conjunto de interesses do
investigador e a0 mesmo tempo responder as aprendizagens que devem ser promovidas no
estudante. Neste sentido, o desenvolvimento de pesquisa na universidade deve ajudar a que a
investigacdo desenvolvida permita responder aos objetivos da investigacdo e, simultaneamente,

possa promover a aprendizagem da Matematica pelos estudantes.

Tendo em conta 0s pontos anteriores, a planificacdo desta experiéncia de ensino pretende
propor uma abordagem pedagOgica que considere dois pontos essenciais: objetivos de
aprendizagem e contexto de sala de aula. Por um lado, a planificagdo enquadra-se dentro dos
objetivos de aprendizagem da disciplina de Algebra Linear e as aprendizagens de
conhecimentos de algebra linear que se pretendem investigar e promover. Por outro, a utilizacdo

de contextos reais na experiéncia de ensino enquadra-se como parte das praticas alternativas de
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ensino e aprendizagem a propor na disciplina de Algebra Linear e como elemento determinante
da investigacdo para assumir uma proposta didatica de modelagdo matematica para o

desenvolvimento de competéncias de modelacéo.

Tendo em consideracdo que as tarefas iniciais devem partir de um nivel de dificuldade
acessivel para o estudante, para subsequentemente se ir aumentando esse nivel (Oliveira, 2001),
considero duas primeiras tarefas com trabalho sobre contetdos que geram menos dificuldade
para o estudante. A partir da distribuicdo das unidades tematicas que foi mostrada na tabela 5.4
e as dificuldades observadas na literatura e na experiéncia do investigador em anos anteriores,
referentes ao desempenho dos estudantes, foi possivel identificar as unidades onde os
estudantes costumam apresentar menor e maior dificuldade, sendo critério para a escolha da
sequéncia de tarefas da experiéncia de ensino. A planificacdo considera trés tarefas de
modelacdo relativas a conceitos que tenho identificado como de caracter abstrato na minha
pratica docente, com base nas manifestacbes dos estudantes e nas investigacdes teoricas.
Considera igualmente duas tarefas de modelagdo com conceitos que, embora ndo sejam
comummente geradores de dificuldades, foi necessario considerar na experiéncia de ensino para
o0s estudantes comecarem a trabalhar tarefas de modelacdo com conceitos de menor grau de
dificuldade, para além de abordarem contextos ricos para o trabalho de situacdes da vida real e
se adaptarem ao cronograma de tempos previstos na experiéncia de ensino. Na tabela 5.2 foi
observado que os conceitos correspondentes as unidades de matrizes e SEL sdo avaliados no
primeiro teste e 0s conceitos correspondentes as unidades consideradas na literatura de caracter
abstrato e dificil sdo avaliados no segundo teste. Desta forma, a experiéncia de ensino tem o
seu maior peso no trabalho com conceitos de algebra linear que geram dificuldade para o
estudante, o que tem a ver com um principio de design procurado pelo investigador para
favorecer uma contextualizacdo real desses conceitos e permitir que o estudante rompa com o

caracter abstrato que lhe atribui.

Para além das cinco tarefas de modelagdo mencionadas, a experiéncia também considera a
realizacdo de cinco tarefas de antecipacgdo, as quais consistem em tarefas de exercicios ou
problemas matematicos, em contextos da Matematica Pura. Estas tarefas incluem entre duas e
quatro questOes, algumas a serem trabalhadas com utilizagdo de computador e outras
manualmente. Os exercicios ou problemas que estruturam as tarefas correspondem a adaptagoes
de atividades matematicas de um dos livros que faz parte das fontes bibliograficas de estudo da
disciplina de Algebra Linear (Arce, Castillo & Gonzalez, 2014). Os conhecimentos

matematicos envolvidos nestas tarefas de antecipacdo sdo conhecimentos da disciplina de
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Algebra Linear que s&o requeridos para trabalhar com éxito nas tarefas de modelagdo. Neste
sentido, as tarefas de antecipagdo tém como objetivo avaliar e reforcar conhecimentos prévios

para o trabalho com tarefas de modelacdo na experiéncia de ensino.

Antes de comecar o trabalho com as tarefas de antecipacdo e modelacao foi decidido
realizar uma sessdo de intervencdo formativa com uma tarefa de modelagdo que trabalha o
conceito de fungdo afim (Anexo F), objetivando capacitar o estudante sobre o que implica
executar o processo de modelacdo matematica segundo a perspetiva cognitiva (Borromeo Ferri,
2007, 2018). Para além disso, sdo propostas duas tarefas para os estudantes explorarem antes
de comecarem o trabalho com as tarefas de antecipagéo e modelagdo (Anexo F). Para continuar
esta apropriacdo do processo de modelacdo, apds o trabalho em cada tarefa de modelacdo e
durante as discussdes coletivas, é apresentado ao estudante uma proposta de resolucéo da tarefa
dividida por subprocessos de modelacdo que enfatiza o ciclo ideal de modelacdo. Assim, a
capacitacdo dos estudantes para levarem a pratica o processo de modelacdo também faz parte
dos principios da experiéncia.

A experiéncia de ensino também considera as seguintes caracteristicas de cenarios que
promovem um bom contexto de aprendizagem no ensino superior, citadas por Biggs e Tagg

(2011), nomeadamente:

1) Aprendizagem reflexiva: a partir do trabalho em grupo e das discussdes geradas entre
estudantes e estudante-professor durante o trabalho nas tarefas, procura-se que o estudante

possa refletir sobre sua aprendizagem.

2) Atividades de aprendizagem relevantes: a metodologia da experiéncia baseada na
resolucdo de tarefas de modelacdo permite que o estudante se envolva em diferentes
modalidades de atividades de sala aula que fomentam a utilizacdo do conhecimento
matematico, a contextualizacdo no quotidiano, a tecnologia, e a comunicacdo de ideias como
aspetos relevantes para o futuro cidaddo e, portanto, para a aprendizagem do estudante,
encorajando-0 a potenciar competéncias e conhecimentos de Algebra Linear que deve aprender

na disciplina.

3) Feedback formativo: as discussdes coletivas estdo pensadas para informar os estudantes
sobre os distintos modelos criados e as dificuldades evidenciadas, mas também partilhar com
eles uma proposta possivel de resolucdo da tarefa, apresentada pelo investigador, que lhes
permita fazer uma auto-avaliacdo do seu proprio trabalho, onde o feedback sirva como “ponte

para reduzir a distancia entre aquilo que os estudantes fazem e o que deveriam fazer” (p. 64).
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4) Motivagdo apropriada: trés pontos a considerar que sdo essenciais: i) as tarefas de
modelag&o propostas sdo desafiadoras, mas também com um nivel possivel de resolugéo para
0 estudante, permitindo-lhe enfrentar um obstaculo capaz de ser superado; ii) as tarefas de
modelacdo procuram ser significativas para a realidade do estudante, considerando contextos
reais conhecidos pessoalmente ou na sua formagao académica; e iii) 0 ambiente de sala de aula
proposto na experiéncia de ensino visa promover a confianca do estudante para se desenvolver
com o seu maior potencial, em particular, trabalhando em grupos e com a liberdade de escolha

de utilizar o recurso tecnoldgico nas tarefas de modelacdo dentro da sala de aula.

5) Base de conhecimento interligado: a experiéncia de ensino parte dos conhecimentos
matematicos que o estudante j& sabe, ndo da reformulacdo total do seu conhecimento,
procurando que o estudante ligue o conhecimento baseado no contexto real com o seu
conhecimento matematico para criar relagdes entre ambos os mundos, o real e 0 matematico,
que o ajudem na consolidacdo das suas aprendizagens e desenvolvimento de competéncias de

modelacéo.

6) Aprendizagem social: como consequéncia dos ambientes de modelacdo, surge a
aprendizagem de trabalho em grupo, procurando que o estudante desenvolva sua capacidade
comunicativa, o trabalho cooperativo e aprenda com os outros quando discute a nivel de grupo

e da sala de aula contribuicGes de diversas resolucdes das tarefas.

7) Ensino de qualidade: “se os estudantes estdo a aprender ideias complexas, eles
necessitardo de apresentacdes variadas. Onde 0 mesmo conceito seja apresentado de diferentes
formas, usando diferentes exemplos” (p. 69). Embora o professor da turma se encarregue de
introduzir os conceitos matematicos ao estudante mediante apresentagdes em Power Point ou
com a escrita no quadro, o contexto real das tarefas permite que os estudantes tenham outra
maneira de visualizar o conceito, sendo também questionados no final de cada tarefa sobre

outros contextos onde poderiam utilizar o conceito matematico em causa.

Em relagdo a estes sete principios, e a componente tecnologica em particular, a experiéncia
de ensino considera os critérios de tarefas de modelagéo integrando tecnologia salientados por
Geiger (2017). A tecnologia funciona como recurso obrigatério no trabalho com tarefas de
antecipacgéo e como recurso de apoio facultativo para o trabalho em tarefas de modelacéo. Nas
tarefas de antecipacdo os estudantes trabalham com Geogebra e Mathematica, ficando ao
critério do professor da turma o software matematico especifico com o qual se trabalha em

certas questOes de cada tarefa de antecipacédo. Nas tarefas de modelagéo o estudante tem a opgéo
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de trabalhar com qualquer software ou programa disponivel no laboratorio, a exce¢do da quarta
tarefa de modelagdo em que é solicitado especificamente ao estudante trabalhar com o Excel

para obter resultados matematicos.

Esta abordagem tenta quebrar o esquema tradicional de sala de aula da disciplina MA1004
de Algebra Linear da Universidade da Costa Rica, querendo envolver o estudante em ambientes
de aprendizagem inovadores, como a modelacdo matemética, com apoio de ambientes
dindmicos de sala de aula fundamentados na tecnologia e em discussdes coletivas e trabalho

em grupo.

5.3.3 Planificagéo das atividades

Como parte de todo o processo de investigacdo baseado na introdugéo de praticas de ensino
e aprendizagem em sala de aula, a realizacdo de uma experiéncia de ensino requer uma
planificacdo das atividades a serem trabalhadas com os estudantes. Esta planificacdo é
apresentada na tabela 5.4, onde se apresenta a sequéncia das diferentes atividades e as respetivas
técnicas e instrumentos de recolha de dados. Nesta tabela € utilizada a codificacdo TA# para

referir as tarefas de antecipacdo e TM# para referir as tarefas de modelacéo.

Tabela 5.4. Planificacdo das atividades da experiéncia de ensino.

Data-2019 Atividade desenvolvida
15demarco | e Informagdo sobre o estudo investigativo a turma e entrega de autorizagéo
para recolha de dados (10 min).
e Observacdo inicial da turma e do contexto de sala de aula (50 min).
22 de margo x . x x
¢ Introducdo, por parte do professor, do ciclo de modelacgéo e resolucdo de
tarefa de modelagdo ¢lo compro aqui o alld? (30 min).
e Designacdo de trabalho em casa das tarefas EI hombre y la casa e ¢qué
edad tiene mi tio?
26 de marco e Discussdo da tarefa EI hombre y la casa e da tarefa ¢qué edad tiene mi
tio?, apresentando possivel resolugdo para ambas as tarefas (10 min).
e Aplicagdo de TA1 (30min).
2 de abril e Explicacdo de contexto de tarefa TM1 (5 min).
e Aplicacdo de TM1: Transito preventivo (55 min).
9 de abril Aplicagéo de TA2 (30min).
30 de abril e Discussdo da tarefa TM1, apresentando possivel resolugédo (10 min).
e Explicacdo do contexto de tarefa TM2 (5 min).
e Aplicacdo de TM2: Cifrado y descifrado de cddigos (55 min).
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7 de maio Aplicagéo de TA3 (30min).
14 de maio e Discussdo da tarefa TM2, apresentando possivel resolugédo (10 min).
e Explicacdo do contexto da tarefa TM3 (5 min).
e Aplicacdo de TM3: Bordado de girasol en camisas académicas (55 min).
21 de maio Aplicacédo de TA4 (30min).
28 de maio e Discussdo da tarefa TM3, apresentando possivel resolugdo (10 min).
e Explicacdo do contexto da tarefa TM4 (5 min).
e Aplicacdo de TM4: Contrasefias de acceso bancario (55 min).
4 de junho Aplicacdo de TA5 (30min).
11 de junho e Discussdo da tarefa TM4, apresentando possivel resolucéo (10 min).
e Explicagéo do contexto da tarefa TM5 (5 min).
e Aplicacdo de TM5: Contrasefias de acceso bancario (55 min).
18 de junho e Discussdo da tarefa TM5, apresentando possivel resolugédo (10 min).
e Aplicacdo de questionario (10min).
21 de junho Aplicacdo de entrevista semi-estruturada (20min).

Como observado na tabela, a experiéncia de ensino é desenvolvida de 15 de margo a 21 de
junho de 2019, havendo aproximadamente uma intervencdo por semana por parte do
investigador durante as aulas em que o trabalho é realizado no laboratério de computador, que

correspondem as aulas com 2h40min de duracéo.

5.4 Planificagdo das tarefas

Como parte de uma experiéncia de ensino, as tarefas representam um papel muito
importante, contribuindo para as aprendizagens a desenvolver pelo estudante. Assim, a
planificacdo das tarefas deve responder a uma estrutura sequencial que se ajuste aos objetivos
de aprendizagem e, na medida do possivel, aos tempos estabelecidos para irem sendo
introduzidos os diferentes conceitos na disciplina matematica. Biggs e Tagg (2011) mencionam
que para que as tarefas sejam significativas para o estudante é necessario que facam sentir o seu
trabalho importante para eles, isto é, tarefas relacionadas com aquilo que estdo a exercer. Neste
sentido, as tarefas a propor na sala de aula devem considerar ndo so a variedade de topicos, mas
elementos significativos, quer para os efeitos da investigacdo quer para motivar o estudante na

sua aprendizagem. No que segue sdo referidas as caracteristicas gerais que possuem as tarefas
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que servem de base a experiéncia de ensino e posteriormente a descricdo da composicao

estrutural e resultados esperados para cada tarefa implementada.

5.4.1 Caracteristicas gerais das tarefas

As tarefas de antecipacdo avaliam aprendizagens de conhecimentos de algebra linear
lecionados em aulas anteriores, onde s&o incluidas questbes focadas nos conceitos e
procedimentos que desafiam o estudante a mobilizar as aprendizagens de propriedades de
conceitos matematicos para além de calculos requeridos para ter éxito nas diferentes tarefas de
modelacdo. Para além disso, o desenho das tarefas de antecipacdo inclui pelo menos uma
questdo a ser trabalhada com tecnologia, visando avaliar a capacidade do estudante para recorrer
a ferramentas computacionais aprendidas em aulas anteriores que o ajudem na reducéo de certos
procedimentos matematicos ou mesmo a encontrar resultados matematicos que deem resposta

a questdo colocada.

Em relacdo ao desenho das tarefas de modelagdo, estas consideram as seis caracteristicas
de tarefas de modelacéo integrando tecnologia mencionadas por Geiger (2017), nomeadamente:

1) Conformidade com o programa curricular: a tarefa atende aos requisitos do plano
curricular quanto a trabalhar conceitos matematicos estabelecidos no programa da
disciplina MA1004 e a utilizacdo da tecnologia para o trabalho desses conceitos.

2) Autenticidade e relevancia: os contextos propostos nas tarefas de modelagdo referem
situacOes que nao foram trabalhadas pelos estudantes no ambito da algebra linear antes
da experiéncia de ensino e que explicitamente requerem aplicar conceitos matematicos
em contextos reais, 0 que faz com que as tarefas sejam de potencial interesse para o
estudante e a0 mesmo tempo um desafio a ser superado. Para além disso, as tarefas sdo
relevantes para o estudante, introduzindo-o no contexto como se fosse parte dele,
apresentando-lhe situacdes conhecidas do panorama nacional e que se relacionam com
0 dia a dia do estudante (TM1, TM3, TM4) ou contextos enquadrados por factos
internacionais conhecidos pelo estudante atraves da sua formacgdo académica, em
disciplinas curriculares anteriores (TM2, TM5).

3) Caracter aberto: os contextos apresentados nas tarefas permitem que o estudante tenha
mais de uma forma para resolver a tarefa, o que esta relacionado com a diversidade de
modelos reais que a tarefa permite criar. Este caracter aberto permite que o investigador

identifique diferentes modelos matematicos e diferentes rotas de modelacdo desenhadas
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pelos estudantes, e ao estudante permite-lhe trabalhar a tarefa conforme os modelos que
considere mais adequados para facilitar ou aprofundar o seu trabalho de resolucéo.

4) Conetividade: cada tarefa permite fazer conexdes com diferentes areas tematicas do
programa curricular de Algebra Linear (tabela 5.4). Assim, por exemplo, a primeira
tarefa permite que o estudante faca conexdes entre a unidade temaética de matrizes e a
unidade tematica de SEL, enquanto a ultima permite que o estudante faca conexdes
entre a unidade tematica de transformacdes lineares e a unidade tematica de espaco
vetorial.

5) Acessibilidade: os contextos das tarefas de modelagdo encorajam o estudante a
mobilizar aprendizagens de Algebra Linear, sendo significativos para o estudante
porque ajudardo na consolidacdo dessas aprendizagens e permitirdo encontrar utilidade
nos contetidos que fazem parte da disciplina.

6) Desenvolvimento: O caracter desafiador das tarefas permite que os estudantes se vejam
frente a necessidade de utilizar o seu potencial de aprendizagem num nivel maior do
que aquele utilizado na resolucdo de exercicios puramente matematicos, tendo de
refletir e de se questionar sobre relacbes necessarias para ligar a matematica que sabem
com uma situacdo real. Este facto fornece oportunidades para que os estudantes possam
ir mais além do que atualmente sabem e para praticarem competéncias de modelagéo
que ndo costumam desenvolver na aula tradicional de Algebra Linear.

5.4.2 Descricao das tarefas

Tarefas de instrucdo formativa

Trés tarefas foram trabalhadas antes de dar inicio ao trabalho com as tarefas de modelacéao
e respetivas tarefas de antecipacdo. As tarefas de instrucdo formativa, com as denominacdes de
“.lo compro aqui o alla?”, “el hombre y la casa”, e “;qué edad tiene mi tio?”, consistem em
tarefas destinadas a introduzir o processo de modelacdo ao estudante mediante a referéncia a
contextos reais onde sdo necessarios conhecimentos matematicos mas ndo necessariamente

especificos de algebra linear.

A tarefa ¢lo compro aqui o alla? consiste numa adaptacdo de uma das tarefas mencionadas
por Blum (2015), onde o estudante tem de recorrer aos seus conhecimentos matematicos sobre
funces para criar um modelo matematico que expresse o custo de combustivel pago em funcgéo
da quantidade de quilémetros percorridos. A tarefa descrita por Blum (2015) foi adaptada para
criar a tarefa ¢lo compro aqui o alla?, sendo utilizado um contexto conhecido pelos estudantes,

em relacdo as cidades da Costa Rica. Na tarefa, o modelador tem de construir modelos

108



matematicos que descrevam o custo a pagar ao deslocar-se para duas cidades diferentes a partir

de um ponto fixo e utilizando diferentes meios de transporte.

Para a resolucdo da tarefa é proposto utilizar o Google Maps para calcular distancias entre

cidades, conforme a figura 5.2.

Los Guido . oeien Universal Cartago

Figura 5.2. Representacgdo de cidades referidas na tarefa ¢lo compro aqui o alla?

A partir das distancias encontradas e valores estimados a pagar pela distancia percorrida
em diferentes meios de transporte formulam-se modelos matematicos que ajudam a decidir
sobre a melhor forma de deslocamento, esperando-se que o modelador recorra a conceitos de

funcéo afim para a formula¢do dos modelos matematicos.

Ja atarefa el hombre y la casa consiste numa adaptacdo da tarefa mencionada no estudo de
Borromeo Ferri (2010), onde o estudante tem de utilizar os seus conhecimentos matematicos
de proporcionalidade direta para encontrar a altura de um homem e de uma casa na vida real.
A tarefa el hombre y la casa utiliza a figura 5.3, onde aparece 0 homem num primeiro plano

junto a uma crianga e um céo, e 0 mesmo homem num segundo plano junto a uma casa.

Figura 5.3. Imagem referida na tarefa el hombre y la casa.
Reproduzida de Borromeo Ferri (2010, p. 21).

Na tarefa é esperado que o modelador estime medidas para a altura da crianga, a partir da

qual possa determinar a altura do homem trabalhando no primeiro plano. A partir da altura, e
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trabalhando no segundo plano, é possivel obter a altura da casa. Para ambos 0s casos, espera-
se que 0 modelador recorra a modelos analiticos baseados em proporcionalidade direta.

Quanto a tarefa ¢que edad tiene mi tio?, apresenta-se uma situacdo no contexto de
descoberta de idades de pessoas, referindo relacdes matematicas existentes entre ambas as
idades utilizando linguagem coloquial. A tarefa esta desenhada para que o modelador formule
um modelo matemaético baseado em sistemas lineares de equacdes que possam ser trabalhados

sob métodos simples, ndo necessariamente métodos de algebra linear.
Tarefas de antecipacao

Tarefa 1: Esta tarefa corresponde a exercicios a serem trabalhados antes da primeira tarefa
de modelacéo, na qual sdo colocados quatro diferentes tipos de exercicios. Os primeiros dois
exercicios sdo de caracter conceptual, enquanto os outros dois sdo de caracter procedimental a
serem trabalhados com software matematico. No primeiro exercicio é apresentado um conjunto
solugéo de um determinado SEL em termos de parametros a,b,c, sendo solicitado os valores
destes parametros para o conjunto solucdo estar definido em IR*, querendo avaliar o
conhecimento que o estudante tem sobre o conceito matematico de conjunto solucgéo. O segundo
exercicio é destinado a encontrar um SEL que tenha por conjunto solugdo o conjunto
apresentado no primeiro exercicio, querendo tratar o conceito de SEL e conjunto solu¢do de um
SEL, simultaneamente, para identificar relacbes entre ambos 0s conceitos para alcancar o
objetivo. Em relacdo ao terceiro exercicio, o estudante é convidado a utilizar o GeoGebra para
estudar a consisténcia de um SEL 2 x 3 através das representacOes gréaficas das equacGes
lineares que estruturam o SEL. No quarto exercicio o estudante é convidado a trabalhar com o
Mathematica, para encontrar o conjunto solucdo de um SEL e valores de parametros que o
estruturam e para 0s quais o sistema € inconsistente. Neste sentido, as Ultimas duas questdes
sdo desenvolvidas querendo exercitar a andlise de parametros e desenvolvimento de
procedimentos matematicos, esperando que o estudante utilize este tipo de analise

posteriormente na primeira tarefa de modelagéo.

Tarefa 2: Esta tarefa, correspondente a exercicios a serem trabalhados previamente a
segunda tarefa de modelagdo, nomeada “cifrado e descrifrado de codigos”, propde trés
exercicios, sendo um de caracter conceptual, um de caracter procedimental sem utilizacdo de

tecnologia e outro de caracter procedimental com utilizagdo de software matematico.

No primeiro exercicio é apresentada uma equacao matricial, sendo solicitado ao estudante

justificar se a equacdo tem solucdo, procurando promover aprendizagens referentes a
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propriedades de matrizes e condi¢fes necessarias para realizar operacbes com matrizes. O
segundo exercicio convida o estudante a utilizar o Mathematica para determinar a inversa de
uma matriz que depende de parametros, procurando que o estudante mobilize propriedades de
independéncia linear de vetores ou de determinantes de matrizes para encontrar valores do
pardmetro que tornem a matriz invertivel para, seguidamente, obter a matriz inversa usando a
tecnologia para facilitar o célculo. No terceiro exercicio é apresentado um SEL 5 x 5, sendo
solicitado ao estudante encontrar o conjunto solu¢do sem utilizar o método Gauss-Jordan,
objetivando que o estudante recorra a determinantes para utilizar a regra de Cramer e
consequentemente relacionar matrizes invertiveis com a consisténcia de um SEL com unica

solucéo.

Tarefa 3: Esta tarefa, correspondente a exercicios a serem trabalhados antes da terceira
tarefa de modelagdo, nomeada “bordado de girasol en camisas académicas”, contém trés
exercicios, um de caracter conceptual, um de caracter procedimental sem utilizacdo de

tecnologia e outro de carécter procedimental com utilizacdo de software matematico.

No primeiro exercicio sdo apresentados quatro pontos pertencentes a IR3, sendo sugerido
utilizar o GeoGebra para calcular o perimetro do quadrilatero formado pelos pontos segundo a
ordem definida no enunciado, procurando que o estudante recorra a geometria de vetores para
encontrar as medidas dos diferentes lados do quadrilatero, usando o conceito de norma de um
vetor para depois determinar o perimetro. No segundo exercicio é apresentada a representacao

grafica de dois vetores pertencentes a IR e a propriedade ||@|| = [|2b||, sendo solicitado ao

estudante a direcdo e sentido do vetor d + — 2b, procurando identificar aprendizagens no
estudante referentes ao conceito de vetor e propriedades geométricas que resultam quando é
operado com outros vetores. O terceiro exercicio apresenta trés pontos pertencentes a IR? por
meio de pares ordenados, sendo solicitado encontrar a medida de um dos angulos internos do
triangulo determinado pelos trés pontos. Neste exercicio, de caracter procedimental, espera-se
que o estudante recorra a propriedades da geometria de vetores para encontrar o valor do angulo

solicitado, em vez de determinar este valor mediante geometria euclidiana.

Tarefa 4: A tarefa inclui dois exercicios a serem trabalhados antes da tarefa de modelacéo,
nomeada, “contrasefias de accesso bancario”. A tarefa € composta por um exercicio de caracter
conceptual-procedimental e por outro de caracter procedimental a ser trabalhado com software

matematico.
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No primeiro exercicio é apresentado um conjunto formado por cinco vetores pertencentes
a IR®, alguns deles dependendo de um parametro k. No exercicio pede-se para determinar 0s
valores de k que tornam o conjunto numa base de IR>, procurando que o estudante estabeleca
relacBes entre independéncia linear, dimensdes de subespacos vetoriais e o conceito de base de

um espaco vetorial. No segundo exercicio, de caracter conceptual-procedimental, é apresentado

a b

um subespaco de matrizes 2 X 2, 0 espago S = {(C d) € M(2,IR):c—5a—b =0;3a—

2b—d = 0}, sendo solicitada uma base para S. Este exercicio pretende que o estudante

relacione o conceito de independéncia linear e conjunto gerador com o conceito de base,
utilizando procedimentos adequados para determinar a independéncia linear de vetores e

identificar um conjunto gerador de S.

Tarefa 5: Esta tarefa, correspondente a exercicios a serem trabalhados previamente a
ultima tarefa de modelacdo, nomeada “visita al Big Ben”, avalia quatro exercicios, dois de
caracter conceptual e outros dois de caracter procedimental. A utilizacdo de tecnologia para este
ultimo exercicio fica a escolha do estudante, para perceber se tem a iniciativa de a usar quando
tal ndo é explicitamente indicado. Nesta tarefa é inicialmente proporcionada uma expressdo
analitica de uma transformacdo, a partir da qual sdo formulados os quatro exercicios. A
expressdo analitica da transformacéo € dada a seguir:

X+ 2y
y — 2x
x+y
y—X

T:IR? IR4,T(;C,) -

No primeiro exercicio é solicitado ao estudante demonstrar que T corresponde a uma
transformacéo linear, procurando identificar se o estudante conhece as propriedades que
definem uma transformacdo linear e o0s procedimentos necessarios para demonstrar a
linearidade. No segundo exercicio é pedida uma base para Img(T), o espago imagem de T,
procurando que o estudante mobilize conhecimentos de espacos vetoriais e transformacdes
lineares para trabalhar o conceito de base de um subespaco vetorial. Nos exercicios de carécter
conceptual, pede-se ao estudante que averigue se T é uma transformacdo injetiva e sobrejetiva,
sem necessidade de fazer célculos, mas considerando as suas resolugdes dos dois primeiros
exercicios. No ultimo exercicio pede-se ao estudante que determine se T € invertivel. Estes dois
exercicios procuram que o estudante mobilize conceitos e propriedades de transformacoes
lineares e matrizes sem necessidade de recorrer a procedimentos matematicos para obter uma

solugéo.
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Tarefas de modelagdo
TM1: “transito preventivo”

A tarefa “transito preventivo” € uma adaptacdo em contexto e estrutura matematica da
tarefa encontrada no estudo de Possani et al. (2010). Nesta tarefa propde-se um problema sobre
transito automével com cruzamentos, onde se indica a partir de uma tabela a quantidade
aproximada de veiculos que circulam em cada hora por certos trajetos de uma zona da capital

da Costa Rica.

A tarefa inclui seis questdes, onde o estudante € convidado a criar um modelo matematico que
permita analisar o comportamento do transito pelos setores que rodeiam a regido definida.
Espera-se que o estudante seja capaz de formular um modelo matematico baseado num SEL
formado por quatro equacdes a partir dos fluxos de entrada e saida que passam por cada
intersecdo. As primeiras trés questdes da tarefa foram formuladas para encorajar o estudante a
construir o modelo matematico, enquanto as Ultimas trés procuram que o estudante utilize o
modelo matematico construido para obter resultados matematicos que atendam a certos casos
especificos da situacdo real, procurando que o estudante interprete e valide o seu modelo. A
tarefa estd desenhada para que o estudante tenha a possibilidade de recorrer a utilizacao de
software matematico para agilizar o processo de resolucdo do SEL ou para representar
graficamente as equagdes que conformam o SEL e analisar o modelo a partir dai.

TM2: “cifrado Yy descifrado de codigos”

Nesta tarefa, apresenta-se um problema sobre codificacdo de mensagens, em que é
mencionado um dado histérico sobre encriptacdo de mensagens ocorrido durante a Primeira
Guerra Mundial. Como parte do contexto da tarefa, faz-se referéncia a uma carta escrita no
contexto historico referido, sendo solicitado ao estudante a encriptacdo de uma das frases que

a conformam, a frase “The settlement”.

A tarefa inclui quatro questBes, em que estudante é convidado a criar um modelo
matematico que permita codificar a frase “The settlement” com bastante seguranca e utilizando
matrizes. Espera-se que 0 estudante seja capaz de criar tabelas de codificacdo para codificar a
frase “The settlement” e, posteriormente, que utilize matrizes para organizar a informagao e
realizar uma segunda codificagdo que permita dar maior seguranca & mensagem. As primeiras
trés questdes da tarefa foram formuladas para encorajar o estudante a construir um modelo
matematico especifico para a encriptacdo da frase mencionada. A ultima questéo procura que o

estudante analise 0 modelo matematico construido em termos de codificacdo e descodificacdo
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da mensagem, procurando que o estudante interprete e valide o seu modelo. A tarefa esta
desenhada para que o estudante tenha a possibilidade de recorrer a utilizacdo de software
matematico, ou ao Excel para fazer correspondéncias entre letras e simbolos numeéricos que lhe
permitam codificar a mensagem, como também realizar as operacfes que intervém no trabalho

matematico sobre o seu modelo.

Diferentemente do enunciado considerado na tarefa do estudo piloto, nesta tarefa de modelagao
espera-se que o estudante seja menos dependente de esclarecimentos do professor sobre a
situacdo real que permita ao estudante criar os seus modelos de codificacdo ou pesquisar tabelas
padrdo na Web que possam ser utilizadas, ndo restringido a utilizagdo da tecnologia ao trabalho

matematico.
TM3: “bordado de girasol en camisas académicas”

Nesta tarefa, a situacdo coloca um problema sobre a rotacdo de um brasédo que sera bordado
em camisolas para a academia, de forma a que a posi¢do do brasdo represente determinado grau
academico. A figura a ser representada no braséo refere-se a um girassol localizado numa das

paredes dos edificios da Universidade da Costa Rica.

A tarefa € composta por trés questdes, na qual o estudante é convidado a criar um modelo
matematico que permita rodar o brasdo com a imagem do girassol, segundo um certo angulo.
As primeiras duas questdes da tarefa foram formuladas para encorajar o estudante a construir
um modelo matematico, enquanto a tltima procura que o estudante utilize 0 modelo matematico
construido para ser adaptado a outra situacdo real, procurando que interprete e valide seu
modelo. A tarefa est4 desenhada para que ele tenha a possibilidade de recorrer a utilizagdo de
software matematico como o GeoGebra ou o Mathematica para representar vetores
rotacionados que permitam validar o modelo quando introduzidas as coordenadas do vetor

original e do vetor rotacionado.
TM4: “constrasefias de acceso bancario”

A quarta tarefa ¢ uma adaptacdo em contexto e estrutura matematica da tarefa da que surge
no estudo de Carcamo et al. (2017). Na tarefa é proposto um problema sobre a geracéo de senhas
provisorias que os bancos estatais da Costa Rica fornecem aos seus clientes. A tarefa é composta
por seis questdes, onde o estudante é convidado a criar um modelo matematico que permita
gerar senhas formadas por caracteres alfanuméricos com o maximo de dez algarismos. Espera-
se que o estudante seja capaz de criar um modelo de geracdo de senhas bancarias recorrendo a

conjuntos geradores de subespacos de /IR™, n < 10, e em particular a bases associadas a estes
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subespacos. As primeiras quatro questoes da tarefa foram formuladas para encorajar o estudante
a construir um modelo matematico que satisfaca as condi¢bes do problema, enquanto as duas
ultimas procuram que o estudante analise 0 modelo matematico construido quando impostas
outras condi¢des sobre o tipo de algarismos a incluir nas senhas geradas. Como parte das
indicacdes desta tarefa é solicitado ao estudante a utilizacdo do Excel para gerar um conjunto
de 20 senhas a partir do modelo matematico construido, pelo que a tecnologia nesta tarefa se

torna um elemento exigido e ndo de livre escolha.
TM5: “visita al Big Ben”

Nesta tarefa, propde-se ao estudante um problema sobre escalas, onde séo fornecidas duas
fotografias do relégio Big Ben, um simbolo de Londres, Inglaterra. Nestas duas imagens
observa-se no lado esquerdo o relégio Big Ben numa menor escala do que aparece no lado

direito.

A tarefa inclui quatro questdes, onde o estudante é convidado a criar um modelo
matematico que permita localizar as coordenadas de um ponto de uma das imagens a partir das
coordenadas do ponto homologo na outra imagem. Espera-se que o estudante possa identificar
que escalas diferentes em ambas imagens do relégio estdo associadas a processos de reducao
ou ampliacdo de escala que podem ser trabalhados mediante transformacdes lineares. Em
particular, sendo determinada a razdo entre os comprimentos de elementos homdlogos de ambas
as imagens, é possivel determinar um fator de aumento ou reducdo entre imagens para construir
a expressao analitica de uma transformacao linear de escala. As primeiras trés questdes da tarefa
foram formuladas para encorajar o estudante a construir um modelo matematico, enquanto a
ultima procura que o estudante analise 0 modelo matematico para comparar objetos reais e
imagens de objetos em diferente escala, procurando que o estudante interprete e valide o seu
modelo. Nas primeiras trés questdes, espera-se que o estudante possa medir o diametro do
relégio da imagem da esquerda e da imagem a direita utilizando régua ou recorrendo a
utilizacdo de software matematico, e a seguir determine a razdo entre didmetros, obtendo assim
a escala de aumento (razdo de semelhanca) a considerar no modelo de transformacéo linear
esperado. Semelhantemente, na Gltima questdo, dirigida a analise do modelo, o estudante devera
utilizar o seu modelo matematico, adaptando o fator de escala primeiramente para obter a altura
real estimada do Big Ben. A tecnologia nesta tarefa € fundamental, considerando que o
enunciado da tarefa € disponibilizado digitalmente aos estudantes. Em particular, sera

conveniente a utilizacdo do GeoGebra ou do Mathematica para permitir realizar medigoes de
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distancias entre dois pontos em ambas imagens do Big Ben para posteriormente encontrar a

razdo de semelhanca ou fator de escala.

Em todas as cinco tarefas de modelacdo, para aléem das questdes ligadas diretamente ao
contexto do problema, o estudante deve fazer um relatorio da tarefa, onde é solicitado:
mencionar as estratégias utilizadas para resolver a tarefa, outras estratégias discutidas nos
grupos de trabalho, dificuldades que teve ao trabalhar na tarefa e sugerir outras situag0es reais

para as quais poderia ser adaptado 0 modelo matematico construido.

5.5 Realizacdo da experiéncia de ensino

Na primeira sessdo, antes de dar inicio a experiéncia de ensino, realizei uma observacéao da
turma trabalhando em ambiente natural com o professor em sala de aula, tendo observado uma
tendéncia dos estudantes a permanecerem em siléncio, escrevendo nos seus cadernos enquanto
o professor explicava a teoria. Os estudantes s6 se dirigiam ao professor quando este 0s
questionava sobre processos a seguir na resolugdo de um certo exercicio, embora fossem sempre
0S mesmos a participar, comummente os estudantes que estavam sentados a frente do quadro.
No final da aula houve uma apresentacdo do investigador para informar os estudantes sobre o0s
objetivos da experiéncia de ensino a realizar nas proximas sessdes e para recolher a autorizacao
formal escrita para participacao no estudo e recolha de dados. Apos apresentar 0s objetivos da
experiéncia de ensino aos estudantes, o investigador esclareceu dividas, sendo que um dos
estudantes perguntou sobre o papel avaliativo das tarefas nos testes da disciplina, evidenciando-
se certa preocupacdo sobre como a experiéncia de ensino iria afetar os objetivos de

aprendizagem a serem avaliados na disciplina.

A segunda sessdo deu inicio a resolucdo das tarefas de instrucdo formativa. As diferentes
intervencdes da experiéncia de ensino ocorrem, a partir deste momento, a seguir ao periodo
habitual destinado a leciona¢édo de conceitos pelo professor da turma. Terminada a sua parte da
lecionacdo, o professor cede a turma ao investigador para implementar a experiéncia de ensino.
Assim, na segunda sessdo € trabalhada a tarefa “lo compro aqui o alla”, tendo os estudantes
acesso a tarefa em formato digital através da plataforma “Mediacion Virtual”. Nesta plataforma
sdo também submetidos os enunciados das tarefas de antecipacdo e de modelag&o e as respetivas

propostas de resolugdo conforme se véo trabalhando ao longo da experiéncia de ensino.

Na intervencdo da tarefa formativa lo compro aqui o alla o investigador explica aos
estudantes como resolver o problema com base no ciclo de modelagdo matematica, utilizando

para isso um projetor de video. A medida que o investigador vai avancando na explicacio do
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processo de modelacdo, ele vai interagindo com os estudantes, questionando-0s em
determinados momentos sobre possiveis decisdes que tomariam perante determinadas
situacOes. A participacdo dos estudantes nesta primeira sessao foi reduzida e concentrada nos
mesmos estudantes que participam reiteradas vezes, expondo respostas, total ou parcialmente
corretas, as questdes formuladas pelo investigador. Ao finalizar a explicacdo da tarefa séo

«

disponibilizadas as tarefas “El hombre y la casa” e “;qué edad tiene mi tio?” para serem
trabalhadas pelos estudantes, seguindo os passos do ciclo de modelagédo discutidos na sala de

aula.

Na terceira sessdo, quando questionados sobre as tarefas dadas, s6 uma minoria de
estudantes manifesta ter resolvido ambas as tarefas, enquanto os demais referem néo ter
acabado por estarem em semana de testes, por terem de estudar para outras disciplinas e porque
se debrucaram apenas sobre a tarefa TAL a realizar naquela sessdo. Os poucos estudantes que
resolvem as tarefas formativas demonstram saber chegar a uma solu¢cdo matematica, mas
mostram ndo saber o que significa estabelecer um modelo real e validar os resultados no

contexto de ambas as tarefas.

A partir desta terceira sessdo da-se inicio ao trabalho com tarefas de antecipacéo e tarefas
de modelacdo. Em geral, a gestdo de aula da experiéncia de ensino, a partir deste momento e
até ao trabalho com a dltima tarefa de modelagdo, segue uma estrutura baseada na seguinte
sequéncia: 1) o professor da turma realiza a introducdo formal de conceitos matematicos; 2) os
estudantes trabalham na tarefa de antecipacdo, correspondente aos conceitos matematicos
lecionados na semana anterior e sob supervisao do professor da turma; 3) na sesséo seguinte os
estudantes trabalham a tarefa de modelag@o em grupos de 2 ou 3 elementos (10 grupos no total),
focados nos conceitos matematicos trabalhados na tarefa de antecipacdo anterior e sob
supervisdo do investigador; e 4) realiza-se uma discussdo do trabalho realizado na tarefa de
modelacdo, a nivel coletivo, na sessdo seguinte. O professor disponibiliza na plataforma
“Mediacion Virtual” os enunciados das tarefas a partir do momento em que comegam a ser

resolvidas na sala de aula.

Embora se estimasse que na primeira TA 0s estudantes demorassem no maximo 20min, 0s
varios grupos ndo conseguiram terminar a resolucdo de todas as questdes nos 30min
disponibilizados, e mesmo dando mais 5min a esses grupos ndo conseguiram terminar
completamente. Caso similar aconteceu na segunda tarefa TA, motivo pelo qual as trés tltimas

tarefas de antecipacdo tendem a apresentar menor nimero de questdes comparativamente com
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as duas primeiras tarefas, e questdes baseadas em conceitos matematicos ou procedimentos de

resolu¢do menos extensos.

No que respeita as tarefas de modelacédo, a primeira TM mostrou ser complicada para 0s
estudantes, conforme se antecipava, tendo o investigador que intervir varias vezes nos
diferentes grupos para tentar guiar os estudantes sem lhes indicar como resolver a tarefa. Nesta
primeira tarefa, varios grupos (a maioria) de estudantes demoraram até 30min para conseguir
estabelecer a relacdo entre a situacdo problema e conhecimentos matematicos que podiam
mobilizar para trabalharem no problema. No final dos 55min destinados ao trabalho desta tarefa
poucos estudantes tinham conseguido o objetivo de trabalhar matematicamente sobre o modelo
formulado, sendo consequéncia do tempo que dedicaram para a compreensao e estruturacéo da
tarefa. Neste sentido, foi decidido pelo investigador que a partir daquele momento iria ser
disponibilizado o enunciado da tarefa no dia anterior a sessdo de TM, permitindo que 0s
estudantes pudessem pensar em casa sobre como abordar a tarefa casa e investir mais tempo na
mobilizacdo das restantes competéncias associadas ao ciclo de modelacéo e, consequentemente,
terminar a tarefa na sala de aula no tempo definido. A partir da TM2 os estudantes foram
mostrando mais autonomia e competéncias de modelacdo, com menos necessidade de chamar
o investigador, evidenciando-se bastante dialogo entre os membros de cada grupo a trabalharem

cooperativamente na resolucdo da tarefa.

No que se refere as discussdes coletivas, a participacao por parte dos estudantes foi escassa
guando questionados pelo professor sobre duvidas na tarefa de modelacao, sobre os modelos
que construiram, e outros possiveis contextos reais onde poderiam utilizar os modelos criados.
Assim, estas discussdes coletivas estiveram concentradas na exposicao dos diferentes modelos
matematicos que o investigador identificou nas resolucGes dos estudantes, na apresentacdo de
uma possivel forma de resolver a tarefa de modelacdo, e daquilo que se esperava com a tarefa.
Como € natural, as resolucBes desenvolvidas pelos estudantes nas diferentes tarefas de
modelacdo diferiram muito da forma como o investigador esperava que 0s estudantes
resolveriam a tarefa, sendo utilizados em cada tarefa uma grande diversidade de modelos reais,
a excecdo da TM4, onde varios estudantes recorreram a um modelo matematico de matriz de
rotacdo anteriormente explicado pelo professor na componente tedrica, ao invés de criarem eles

proprios um modelo.

Ap0s o trabalho com todas as tarefas de modelagéo é realizado um questionario na sala de
aula, pedindo-se aos estudantes que acedam a plataforma virtual e preencham o questionario

online disponibilizado, correspondente a uma primeira parte de questdes fechadas. Em seguida
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0 investigador entrega em papel uma segunda parte com questdes abertas a serem respondidas
igualmente por cada estudante, recolhendo no final todos os questionarios. O investigador tem
a possibilidade de aceder a plataforma da disciplina como administrador, assim como o

professor da turma.

Finalmente, em relacdo a entrevista, 0s quatros estudantes que participam ficam sentados
de maneira a criar um circulo, sendo o investigador quem comecga a propor uma pergunta
dirigida a qualquer dos participantes. Nesta entrevista, os participantes fizeram diversos
comentarios, mostrando-se participativos e querendo falar todos ao mesmo tempo,

comunicando com o investigador e entre eles durante o tempo destinado a tal atividade.
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CAPITULO 6

ANALISE DE APRENDIZAGENS DE CONCEITOS E
TECNICAS DE ALGEBRA LINEAR E COMPETENCIAS DE
MODELACAO

No que se segue sdo apresentadas as andlises das cinco tarefas de modelacdo que
integraram a experiéncia de ensino implementada. Na analise de cada tarefa, é feita inicialmente
um breve inventario dos conhecimentos de algebra linear tratados numa tarefa de antecipacéo,
colocada num contexto estritamente mateméatico que permitiu identificar algumas das
aprendizagens de conceitos e técnicas mobilizadas e dificuldades sentidas relativamente a esses
conceitos. Em seguida, o foco recaird sobre a tarefa de modelacédo relacionada, procurando
perceber como os diferentes grupos de estudantes desenvolveram os seus processos de
modelacdo matematica, incluindo as aprendizagens reveladas e as competéncias de modelacdo
que evidenciaram. Sao identificadas e caraterizadas as diversas rotas de modelacéo executadas
no decurso do trabalho sobre a tarefa. Depois de tipificadas as rotas de modelacdo, séo
esquematizadas e escrutinados detalhadamente exemplos especificos de diferentes tipos de

rotas encontradas.

Finalmente, é feita uma comparacdo entre as aprendizagens ocorridas na tarefa de

antecipacdo e as ocorridas na tarefa de modelacéo.

6.1 Tarefa TML1: transito preventivo

6.1.1 Tarefa de antecipacéo

Na primeira tarefa de antecipacdo (Anexo B1) pretendia-se que os estudantes trabalhassem
0s conceitos de matriz associada a um sistema de equacdes lineares (SEL) e de conjunto solucéo
de um SEL, identificando, neste caso, elementos graficos que o validam ou expressoes
algébricas que estabelecem o dominio dos pardmetros que determinam o conjunto solucéo de
um SEL com infinitas solugdes. As resolugdes desta tarefa revelaram que todos os estudantes
foram capazes de reconhecer a matriz aumentada associada a um SEL, e o conjunto solugéo de
um SEL a partir da sua representacdo geométrica, utilizando software informatico,
nomeadamente o0 GeoGebra. No entanto, so seis grupos de estudantes evidenciaram reconhecer

o0 conceito de conjunto solucdo de um SEL a partir de representagdes algébricas do sistema.
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As dificuldades evidenciadas pelos estudantes relativas ao conceito de conjunto solugéo
de um SEL estdo essencialmente na definicdo do dominio dos pardmetros que integram o
conjunto solucdo do sistema (trés grupos) e na obtencdo do conjunto solucdo a partir de uma

das matrizes equivalentes a matriz aumentada associada ao SEL (um grupo).

Como exemplo destas aprendizagens e dificuldades, considera-se os casos de Fatima e
Heitor e de Edite e Tiago. O primeiro grupo de estudantes evidencia aprendizagens referentes

ao conceito de matriz aumentada e conjunto solucdo de um SEL, conforme mostra a sua
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Figura 6.1. Trabalho de antecipacdo de Fatima e Heitor na Q1.

Na figura 6.1 é possivel observar como Fatima e Heitor relacionam o conjunto solucédo do
SEL com a expressao matricial associada a um SEL na forma reduzida, identificando
corretamente, a partir da hipotese que lhes foi dada, que os parametros a e b ficam restringidos

ao intervalo ]1,10[, com b > a.

Edite e Tiago sdo o Unico grupo que evidencia dificuldades para identificar o conjunto
solugdo a partir de uma das matrizes equivalentes & matriz aumentada do SEL. Na resolucéo da
figura 6.2 observa-se como Edite e Tiago estabelecem incorretamente o conjunto solugéo de
um SEL, indicando um conjunto de trés solucdes formadas a partir das linhas da matriz

aumentada do SEL.

a) {{‘ \.0,;,7‘;}_ { o, ]:‘};iﬂrf,ib,-i}}

Figura 6.2. Trabalho de antecipacgéo de Edite e Tiago na Q4.

Assim, torna-se evidente que estes estudantes ndo tém consolidado o conceito de conjunto

solucgéo de SEL, néo sendo capazes de refletir sobre a natureza do sistema, nomeadamente, se
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tera s6 uma solucdo, infinitas solu¢fes ou nenhuma solu¢do em IR™, dependendo da matriz que

Ihe esta associada.

6.1.2 Competéncias de modelacéo e aprendizagem de conceitos

Compreensao e simplificacéo/estruturacao da tarefa

Inicialmente, por ndo terem experiéncia com tarefas desta natureza, os estudantes
demoraram bastante tempo para compreender a tarefa de modelagdo proposta no que respeita a
interpretacdo do enunciado e a estratégia de resolu¢do a seguir, discutindo entre eles, nos grupos
de trabalho, como comegar e, em alguns momentos, solicitando também ajuda do investigador,
na sua funcdo de professor, para tentarem esclarecer interpretagdes do enunciado, como
evidenciado na seguinte interacao durante o trabalho autonomo de resolucédo da tarefa:

Heitor: Professor, temos uma ddvida. N&o sabemos se este fluxo de 500 vai mesmo

antes desta intersecédo (sinalizando a parte da via em baixo da intersecdo determinada

pelarua 1 e avenida 14).

Investigador: Tem sentido, no &mbito da situacdo problema, o fluxo ficar aqui?

Fatima: N&o, porque sendo a seta indicaria o contrario do indicado no enunciado.

Heitor: Sim, entdo em teoria nds devemos deslocar estes 500 veiculos para que

transitem depois da intersecdo. No caso destes 2000 carros, eles poderiam viajar nesta

direcdo (sinalizando a direcdo norte-sul, entrando na intersecdo), porque nao tem setas

estabelecidas aqui (sinalizando o trajeto acima da interse¢do determinada pelaruale
avenida 14).

Do diélogo anterior, é possivel observar a dificuldade de Heitor para interpretar a frase do
enunciado “500, sul-norte, saindo da interse¢do”. Embora inicialmente Heitor considere que
este valor corresponde ao fluxo de transito no sentido sul-norte que entra na intersecdo, Fatima
acaba por perceber que essa interpretacdo ndo faz sentido, pois no trajeto determinado entre as
duas intersecGes da rua 1 s6 pode circular transito no sentido norte-sul, conforme especificado
nas condicdes estabelecidas no enunciado da tarefa. Esta dificuldade inicial na compreensao da
situacdo real foi evidenciada por parte de Fatima e Heitor e pelos restantes grupos da turma,

tendo algumas implicacdes na elaboracéo seguinte do modelo real.

As resolucdes escritas dos estudantes revelam que, apos as suas discussdes em grupo sobre
a situacédo problema, durante o trabalho autonomo na realizagéo da tarefa, e as interagdes do
investigador com alguns destes grupos, a maioria dos estudantes (seis grupos) evidencia
competéncias necessarias para compreender e simplificar/estruturar a tarefa, estabelecendo
corretamente pelo menos um modelo real. Em geral, as simplificacbes destes estudantes
apresentam modelos reais baseados em esquemas para visualizar os dados, utilizando
segmentos de reta para simbolizar os trajetos de ruas e avenidas, numeros relativos aos dados
disponibilizados do enunciado com setas dirigidas para simbolizar o sentido e a quantidade do
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transito a percorrer um trajeto particular. Nalguns casos, também incluem variaveis para as

quantidades de fluxo de transito desconhecidas, como mostra o exemplo da figura 6.3.
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Figura 6.3. Modelo real proposto por Emiliana e Francela.

Neste modelo real de Emiliana e Francela é possivel observar algumas setas com dois
sentidos, representando a existéncia de um fluxo de veiculos da mesma magnitude em ambos
os sentidos do trajeto correspondente. No entanto, este modelo revela que as estudantes nao
interpretaram corretamente a frase “500, sentido sul-norte, saindo da intersecdo”, pois esta
implica considerar, na primeira intersecao, fluxos em ambos os sentidos, mas com diferentes
guantidades, nomeadamente, 2000 no sentido norte-sul e 500 sul-norte, e ndo 2000 veiculos em
ambos os sentidos, conforme elas assumem. Estas estudantes fazem parte dos quatro grupos
que ndo estabeleceram modelos reais ajustados a situacdo, devido aos pressupostos sobre o
fluxo de transito que sdo assumidos na criacdo do modelo, que ndo vao ao encontro das
condicdes indicadas na tarefa. Emiliana e Francela assumem como conhecido o fluxo de 500
veiculos entre as duas intersecdes localizadas a oeste da regido encerrada, outros dois grupos
(Martim e Fabiana, Edite e Tiago) ndo consideram fluxo variavel no sentido Oeste-Este na
intersecdo superior esquerda da regido e o grupo de Henrique e Diogo considera fluxos iguais
a zero no trajeto Sul e fluxo constante no trajeto Norte da regido encerrada. Estes pressupostos,
resultantes de interpretacGes incorretas dos dados da tarefa, viriam a afetar posteriormente a
formulacdo adequada do modelo matematico devido a formulagdo inadequada do respetivo

modelo real.

Em geral, nas resolugdes dos estudantes, foram identificados dois tipos de modelos reais:
0s que apresentam um unico sentido de fluxo em cada um dos trajetos da faixa de rodagem na
situacdo real; e os que apresentam dois sentidos de fluxo em alguns trajetos da faixa de
rodagem. Como exemplo, considera-se 0 caso do grupo de Marcelino e Estela, os Unicos

estudantes que propdem dois modelos reais: um modelo (A), ndo totalmente correto, em que
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consideram o caso de cada faixa de rodagem ter s6 um sentido de transito, exceto o fragmento
superior da intersecdo entre arua 1 e a avenida 14 (Figura 6.4a), e um modelo (B), correto, em

que consideram dois sentidos em cada trajeto da faixa de rodagem (Figura 6.4b).
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Figura 6.4a. Modelo real A proposto Figura 6.4b. Modelo real B
por Marcelino e Estela. proposto por Marcelino e Estela.

Ambos os modelos propostos por Marcelino e Estela revelam a capacidade dos
estudantes para simplificar a situagdo real, usando variaveis para simbolicamente
representar os fluxos desconhecidos e assinalando com setas as dire¢fes dos diferentes
fluxos de transito médio indicados no enunciado da tarefa, conforme também observado
nas resolucdes de outros grupos que evidenciam compreender o problema. Embora o
segundo modelo real de Marcelino e Estela esteja adequadamente formulado, eles néo
observam que na estruturacao do seu primeiro modelo deveriam considerar mais um fluxo
na primeira intersecdo (rua 1 e avenida 14), de forma a que os 500 veiculos a transitar no
sentido sul-norte tenham de onde vir, dificuldade que foi evidenciada também no Unico
modelo real proposto por Edite e Tiago. Desta forma, identifica-se que estes grupos de
estudantes evidenciam competéncias para simplificarem a tarefa, embora ndo a tenham
compreendido totalmente, o que denota uma necessidade de maior reflexdo sobre a

situacdo problema apresentada.
Matematizacéo e trabalho sobre o modelo matematico

No que concerne a formulacdo do modelo matematico, quase todos os estudantes
(nove grupos) criam modelos baseados em conhecimentos de algebra linear,
nomeadamente SEL, embora sé quatros grupos consigam criar SEL corretos, isto €,
matematizar corretamente o modelo real proposto. Os restantes estudantes da turma (um

grupo) propdem modelos baseados em estimativas numeéricas de fluxos.

No que se refere a modelos matematicos que fazem corresponder a situacao real com
a formulagdo de um SEL, encontramos, como exemplo, o caso do grupo de Marcelino e
Estela, estudantes que conseguem criar modelos matematicos (Figura 6.5a e 6.5b) para

ambos 0s modelos reais (Figuras 6.4a e 6.4b).
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Figura 6.5a. Modelo matemaético A proposto por Marcelino e Estela.
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Figura 6.5b. Modelo matematico B proposto por Marcelino e Estela.

Nestes modelos matematicos é possivel identificar aprendizagens relativas ao
conhecimento formal do conceito de SEL. Estes estudantes formulam cada equacéo
fazendo somas de fluxos de entrada e de saida numa mesma intersecdo, para depois
igualar ambos os fluxos e formar assim a equacdo. Isto € também evidenciado quando
mencionam, na sua resolucao escrita, que “deve sair a mesma quantidade de veiculos que
entra, numa determinada interse¢do”. Este €, portanto, o pressuposto fundamental que
guia a construcdo do modelo matematico, na forma de um conjunto de equacdes lineares
que devem verificar-se simultaneamente. Para além disso, observa-se que o modelo
matematico que admite faixas de rodagem com um s6 sentido (Figura 6.5a) apresenta
menos variaveis do que o modelo matematico que contempla dois sentidos (Figura 6.5b),
0 que é coerente com o facto de o seu primeiro modelo real (Figura 6.4a) apresentar um
menor nimero de incdgnitas, isto é, de fluxos desconhecidos, em relagdo ao seu segundo

modelo real (Figura 6.4b).

Marcelino e Estela sdo também o Gnico grupo que trabalha 0 modelo matematico
utilizando 0 método de substitui¢do, obtendo resultados matematicos so para o primeiro
modelo (Figura 6.5a), mas sem interpretar o conjunto solucéo do SEL obtido. No caso do
seu segundo modelo (6.5b), estes estudantes trabalham um pouco sobre o modelo,
transformando as equacdes iniciais mas sem conseguirem obter resultados matematicos,
provavelmente dado o grande nimero de incognitas que torna menos eficaz recorrer ao

método de substitui¢do (Figura 6.5c).
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Figura 6.5c. Trabalho matematico (modelo B) de Marcelino e Estela.

A resolucdo anterior evidencia que Marcelino e Estela apenas tentam expressar, em
cada equacdo, um dos fluxos em funcdo dos outros, o que pode estar associado a nédo
saberem que varidveis designar como parametros. Assim, interpreta-se que os modelos
reais criados por estes estudantes tiveram consequéncias na construcdo do modelo
matematico e na sua aplicagdo. E de supor que Ihes faltam competéncias suficientes para
usarem o método de substituicdo num sistema que envolve mais incdgnitas, isto é, que as
suas competéncias de resolucdo de um SEL ficam limitadas aos casos em que este possui

poucas incognitas.

Outros estudantes, que propdem SEL como modelos matematicos, utilizam o método
de reducdo Gauss-Jordan de matrizes aumentadas associadas aos SEL para trabalhar
sobre 0 modelo matematico. Como exemplo, encontramos o caso de Mateus e Xavier,
estudantes que criam um modelo real apropriado, considerando a menor quantidade
possivel de fluxos desconhecidos (Figura 6.6a). Na resolucdo escrita de Mateus e Xavier
é possivel observar o trabalho matematico realizado sobre as equacdes do seu SEL (Figura
6.6b), organizando-as para identificar a matriz aumentada associada ao seu SEL. Este
facto evidencia a mobilizacdo de aprendizagens relativas ao conceito de matriz associada
a um SEL, conforme identificado também nos outros dois grupos de estudantes que
também utilizam corretamente 0 método de reducdo Gauss-Jordan para trabalhar

matematicamente sobre o modelo.
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Figura 6.6a. Modelo real proposto por Mateus e Xavier.

127



1 =2 =K, —X,‘{- Eo0+ 500 - 2000 a‘/
tafs @

Z o X, Ky T 500 +¥00 ; i

3 =2 X - Ky T s 00 ! ‘1’(5

Z

Y o> Kg-K, = 1500 -1§09

Figura 6.6b. Trabalho matematico de Mateus e Xavier.

Quanto aos estudantes que ndo evidenciam competéncias necessarias para formular
corretamente modelos matematicos com base em SEL, foram identificadas dificuldades
que se prendem com a mobilizacdo do conceito de matriz associada a um SEL. Fazem
parte destes estudantes o grupo de Martim e Fabiana (Figura 6.7a), 0 Unico grupo que
nesta tarefa utiliza o apoio tecnoldgico do programa Mathematica como meio para
simplificar calculos (Figura 6.7b).
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Figura 6.7a. Modelo matematico produzido por Martim e Fabiana.
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Figura 6.7b. Trabalho mateméatico no Mathematica produzido por Martim e
Fabiana.

Apesar destes estudantes usarem corretamente o Mathematica, para realizarem
operacdes elementares sobre uma matriz, utilizando a ferramenta Rowreduce, eles
formulam incorretamente a matriz associada a um SEL, tal como evidencia o dialogo a
sequir:

Investigador: Poderiam explicar-me como surgiu este modelo?

Fabiana: Daqui professor, este € 0 mapa [sinalizando o modelo real], estes sdo

0s pontos cardeais. NO6s fizemos uma matriz, onde as quantidades que estdo

negativas é porque levam dire¢des opostas, como em fisica, porque vao para o

sul ou oeste, e as positivas porque vao nas direcbes definidas. Entdo agora sé

temos de encontrar a solugdo da matriz.

Martim: Igualados a zero para que nao exista engarrafamento, isto €, que tudo o
que entra tenha de sair, para que o transito se mantenha fluido.

No didlogo, Martim e Fabiana evidenciam uma compreensdo aparente da situacéo
problema. Contudo, parecem falhar na identificacdo do significado das variaveis e dos
valores numéricos utilizados. Ao construirem a matriz associada a um SEL, usam 0s

valores como coeficientes das incdgnitas, 0 que ndo corresponde matematicamente a sua
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ideia de que os fluxos em sentidos opostos terdo de ter soma igual a zero. Assim, estes
estudantes revelam dificuldade relativa ao conceito de matriz associada a um SEL, cuja
construcdo incorreta é influenciada pelos dados numéricos apresentados no enunciado da
tarefa em forma tabular. Isto reflete a dificuldade destes estudantes para representar uma
matriz associada a um SEL, quando néo é dado o SEL explicitamente em forma analitica,
consequéncia de ndo terem uma compreensdo clara de como definir as entradas de uma

matriz associada a um SEL.

No caso dos estudantes que estabelecem modelos matematicos ndo analiticos,
encontramos o caso de Edite e Tiago, cujo modelo real (Figura 6.8) ndo revela qualquer
tentativa de identificagdo de variaveis, razdo pela qual criam um modelo ndo algébrico

que utilizam como base de um processo numeérico de tentativa e erro.
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Figura 6.8. Modelo real proposto por Edite e Tiago.

Edite e Tiago tentam obter a solucdo para o problema, experimentando possiveis
valores numeéricos para os fluxos desconhecidos e testando esses valores para verificarem
se cumprem as condicBes impostas nalgumas das intersecdes, observando-se assim uma
noc¢do informal do conceito de SEL. Quando questionados pelo investigador sobre a sua
resolucéo, durante o trabalho na tarefa, Tiago responde

O que estavamos pensando era dizer que, de um ponto a outro, por exemplo aqui

(do ponto 3 ao 2), passam 300 veiculos por hora. Depois, procurar os valores que

completam o fluxo constante, fazendo as diferengas entre entradas e saidas de
veiculos.

Do comentario de Tiago interpreta-se que este grupo de estudantes parece conhecer
o0 conceito de solucdo de um SEL, sendo que 0 seu comentério remete para encontrar
valores que mantenham igual o fluxo de saida e entrada nas quatro intersecdes,

simultaneamente, o que significa, portanto, encontrar uma solucdo de um SEL. No
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entanto, a sua proposta de resolugdo nao revela mobilizacdo de conhecimento necessario
para encontrar a solucdo completa do SEL, pois consideram, incorretamente, que
satisfazendo as equacOes das intersecdo 2 conseguem satisfazer automaticamente as
equac0es das intersecdes 1, 2 e 4, facto que se evidencia com a omissdo de valores entre
as intersecdes 1 e 2, 1 e 4, e 3 e 4. Para além disso, a escolha de uma Unica proposta de
solucdo revela que ndo é claro para estes estudantes o conceito de conjunto solugéo de
um SEL, o que justificara a sua ideia incorreta de que o problema teria um nimero finito

de solucdes.

Interpretacdo e validacao dos resultados matematicos

Parte da incorrecdo da solugéo anterior, identificada no modelo de Edite e Tiago, tem
a ver com o facto de estes estudantes ndo verificarem que os valores estimados néo
satisfazem simultaneamente as quatro equacfes que resultam das quatro intersecdes de
fluxos de transito. Com efeito, a suposicdo dos 300 veiculos a entrar na intersecdo 2 obriga
0s 2000 veiculos da intersecdo 1 a seguirem diretamente até a interse¢do 2 para que o
fluxo de transito permaneca constante. Consequentemente, o fluxo de transito no trajeto
norte € zero e ndo permanece constante o fluxo na intersecédo 3, resultando 1000 veiculos
a entrar e 2800 a sair desta intersecdo. Assim, constata-se que Edite e Tiago apresentam
dificuldades relacionadas com a falta de validacdo dos valores propostos, competéncia de
validacdo também ndo evidenciada nos restantes grupos, ndo chegando nenhum deles a

validar os resultados obtidos a luz da situacéo real.

Nos modelos matematicos trabalhados, as resolucdes escritas revelam que apenas
dois grupos de estudantes (Fatima e Heitor, Artur e Hugo) evidenciam competéncias para
interpretar os resultados matematicos obtidos. As seguintes matrizes (Figura 6.9 e Figura
6.10), associadas a um modelo mateméatico de SEL e expressas na forma de matriz
escalonada reduzida, apresentam diferentes nimeros de colunas, evidenciando que 0s
modelos reais diferem no numero de fluxos a encontrar e, portanto, que os dois grupos de

estudantes propdem distintos modelos reais.
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Figura 6.9. Resultado do trabalho Figura 6.10. Resultado do trabalho
matematico de Fatima e Heitor. matematico de Artur e Hugo.
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Ambos o0s grupos obtém resultados matematicos a partir das matrizes anteriores,
embora a interpretacdo em termos da situacéo real ndo esteja correta. No caso de Fatima
e Heitor, para além de obterem resultados matematicos e de os interpretarem, eles também
sdo capazes de responder as questdes da tarefa (Figuras 6.11a, 6.11b e 6.11c), embora

sem os interpretarem devidamente no contexto real da tarefa.

S00 + 500 + X * 7
~ (oo

@w‘;woo=
AT~k 8=
@va*_»:goo*lsoo

06*9:2.500
= 2500
rascpt
@ Z«'«J-a;)&x
®&+\8w:‘500*‘%
a_‘b:—BOO

Figura 6.11a. Modelo matematico de Fatima e Heitor.
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[aumento de 40% no trajeto z...
Dos restantes trajetos obtém-se...]

Figura 6.11b. Resultados
matematicos para a questao 2

[Se o trajeto z for encerrado,
obtém-se...]

Figura 6.11c. Resultados
matematicos para a questdo 1

apresentados por Fatima e Heitor. apresentados por Fatima e Heitor.

Fatima e Heitor recorrem ao modelo matematico (Figura 6.11a) para encontrar
resultados que Ihes permitam responder as Gltimas trés questdes da tarefa, nomeadamente
saber 0 que acontece se o fluxo aumentar em 40% num dos trajetos (Figura 6.11b) e 0
que acontece se um trajeto for encerrado (Figura 6.11c), neste caso, se z = 0. No caso do
aumento de trafego, Fatima e Heitor optam por analisar o trajeto associado a variavel z,
mencionando, na sua resolugcdo escrita e em termos da situacdo problema, que “as
equacOes descrevem o fluxo dos distintos trajetos dependendo de z, tendo por base a
condicgdo estabelecida. Estes trajetos terdo de diminuir de fluxo para que z aumente”.
Embora estes estudantes percebam que alguns trajetos serdo afetados por este aumento
de fluxo em z, ndo identificam a partir das equac6es encontradas (Figura 6.11b) que uma
diminuicdo de fluxo em g ndo implica um aumento de fluxo em z, dado que z e g

determinam uma relagdo afim onde um aumento em z implica um aumento em q. De
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modo semelhante, quando respondem na sua resolucéo escrita a situagdo problema acerca
do trajeto a encerrar, Fatima e Heitor manifestam que “é necessario analisar o valor obtido
em cada trajeto. Se resultar negativo, isso indica que o fluxo correspondente pode ser
incrementado. Se o trajeto ficar com um valor excessivo [referindo-se a valor positivo],
indica que o fluxo correspondente deve ser diminuido”. Apesar de correta para valores
em IR, esta afirmacdo ndo é muito rigorosa para o contexto da situacdo real, uma vez que
os valores de fluxo sdo numeros inteiros positivos. Desta forma, interpreta-se que Fatima
e Heitor, e também o grupo de Artur e Hugo, evidenciam aprendizagens relativas ao
conceito formal de SEL, ao conceito de matriz associada a um SEL e ao conceito de
conjunto solucdo, embora apresentem insuficientes competéncias que lhes permitam
interpretar e validar resultados no contexto da situacdo problema, conforme também

identificado nos restantes grupos de estudantes.

6.1.3 Rotas de modelacao

Nas resolucdes da tarefa, foram identificadas diferentes rotas de modelacdo, podendo
ser agrupadas em cinco tipos: 1) rotas nao lineares que terminam no mundo matematico
(G2); 2) rotas néo lineares que terminam no resto do mundo (G7); 3) rotas lineares que
terminam no mundo tecnoldgico (G5); 4) rotas lineares que terminam no mundo
matematico (G1, G3, G6, G9, G10); e 5) rotas lineares que terminam no resto do mundo
(G8, G4). Como exemplo, apresento uma rota ndo linear (G7) e uma rota linear (G5),
sendo rotas que mostram também a diferenca da utilizacdo (G5) ou ndo (G7) de um

recurso tecnolégico.

Nos dois grupos que seguiram rotas nao lineares, encontramos o caso de Fatima e
Heitor (G7), cujo trabalho se distingue dos restantes grupos da turma por terem sido 0s
Unicos a responder a todas as questdes da tarefa, evidenciando-se a construcao de mais de
um modelo real e a proposta de trabalhar o modelo matematico recorrendo a duas

estratégias de resolucédo diferentes, conforme se apresenta na figura 6.12.
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Figura 6.12. Rota de modelacdo de Fatima e Heitor.

A rota de modelagdo de Fatima e Heitor, sinalizada através da sequéncia de setas na
cor vermelha, mostra que estes estudantes avancam e retornam a etapa prévia em alguns
dos momentos do ciclo de modelacéo, por exemplo do modelo matematico para o modelo
real, sendo modificado o modelo real (processos P3 e P4) em pelo menos uma ocasiéo,
conforme referido por estes estudantes na sua resolugéo escrita da tarefa: “Para a
realizacdo do modelo analisaram-se distintas condic¢Ges, algumas eram inconsistentes e
outras complicavam muito o problema, pelo que nao se consideraram”. Observando a
resposta anterior e 0 modelo matematico destes estudantes (Figura 6.11a), é possivel
interpretar que puderam pensar inicialmente em modelos reais que incluiam dois sentidos
para o fluxo de trénsito, optando no final por um modelo real com um s6 sentido nos
trajetos de fluxo desconhecido, sendo que, para estes estudantes, 0 modelo com dois
sentidos ou algum outro semelhante “complicavam muito o problema”. No que se refere
a estratégias a usar no trabalho com o modelo, os estudantes consideraram duas opcoes,
conforme referido na sua resolucao escrita: “Para a simplifica¢do ou obtengao de solugdes
do SEL construido pensou-se em utilizar a substitui¢cdo, mas decidiu-se utilizar matrizes

e 0 método de Gauss-Jordan™.

O facto de Fatima e Heitor terem pensado inicialmente no método de substituicdo
para trabalhar no modelo matematico (P6) permite interpretar que pensaram resolver o
modelo sem aplicacdo de métodos de lgebra linear, mas acabaram por se aperceber de
que a presenca de cinco variaveis no modelo complicava os calculos, optando por
comecar de novo o trabalho matematico (P7), desta vez recorrendo ao método de reducgéo
de Gauss-Jordan (P8). Fatima e Heitor trabalharam matematicamente sobre o modelo de
forma correta (Figuras 6.11b e 6.11c), mobilizando aprendizagens sobre o conceito

formal de SEL, de matriz associada e conjunto solugdo de um SEL para obterem
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resultados matematicos, conforme também identificado no outro grupo que apresenta
rotas nédo lineares (Marcelino e Estela). No entanto, as aprendizagens anteriores ndo foram
suficientes para que validassem os seus resultados reais, ocorrendo uma interpretacéo
incorreta dos resultados reais (P9) para responder a situacdo problema, sem passar pelo

processo de validacdo desses resultados (P10).

No que se refere ao tipo de rotas lineares em que € utilizado um recurso tecnoldgico,
encontramos o grupo de Martim e Fabiana, cuja rota é apresentada na figura 6.13 a seguir:
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Figura 6.13. Rota de modelagédo de Martim e Fabiana.

Na figura 6.13 observamos que o processo de modelacdo segue uma rota linear,
diferente da rota de Fatima e Heitor, pois os estudantes ndo retornam a etapas prévias em
nenhum dos momentos do ciclo de modelagdo. A formulagéo incorreta de um modelo
matematico por Martim e Fabiana (P3), ja referida na figura 6.7a, juntamente com o
comentario exposto na resolucdo da tarefa “para resolver este problema pensdmos numa
matriz homogénea, ja que igualdmos todas as equacGes a zero para que ndo exista
engarrafamento”, evidencia que existe uma compreensao da tarefa (P1), nomeadamente
que a diferenca entre fluxos de entrada e saida numa mesma intersecdo deve ser zero. No
entanto, tal como outros grupos que seguem modelos lineares (G1, G3, G6, G9, G10),
estes estudantes apresentam dificuldades para estruturar o modelo real (P2) e para obter
0 conjunto solucdo de um SEL, contrariamente aos grupos que seguem rotas ndo lineares,

que apresentam pelo menos um modelo real bem estruturado.

O trabalho matematico de Martim e Fabiana atravessa 0 mundo tecnologico (P4),
obtendo resultados computacionais (P5) (Figura 6.7b) que ndo conseguem interpretar
como resultados matematicos, nomeadamente perceber o conjunto solu¢do do modelo

proposto. Portanto, o recurso tecnoldgico ajuda-os a simplificarem célculos, mas nao a
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interpreta-los. A dificuldade anterior pode estar relacionada com uma insuficiente

aprendizagem para relacionar uma matriz com um SEL, mas também com o facto de néo

serem capazes de extrair informacdo sobre o conjunto solugédo de um SEL a partir da

matriz obtida, usando o Mathematica.

Em geral, as rotas de modelacdo identificadas apresentam as seguintes

caracteristicas:

a)

b)

Rotas néo lineares (G2, G7): Os estudantes destas rotas transitam do resto do

mundo ao mundo da matematica, e vice-versa, atravessando duas vezes a fase do
modelo real e do modelo matematico, o que se explica com a consideracdo de dois
modelos reais e duas formas de trabalhar no modelo matematico: substituicdo e
Gauss-Jordan. Quanto a ultima fase que atravessam, uma das rotas termina na fase
dos resultados matematicos (G2), enquanto a outra rota termina na fase da situacéo
real (G7), evidenciando ambos 0s grupos aprendizagens sobre o conceito de SEL,
matriz associada a um SEL e conjunto solu¢do de um SEL. No entanto, um dos
grupos ndo interpreta os resultados matematicos no contexto da situacéo problema

(G2) e nenhum deles atravessa a fase de validacéo.

Rotas lineares (G1, G3, G4, G5; G6, G8; G9, G10): Estes estudantes transitam so
uma vez por cada fase, tendo terminado as suas rotas no mundo matematico com
a construcdo de um modelo matematico (G1, G3, G9), no mundo tecnol6gico com
o trabalho matematico sobre 0 modelo mas sem obter resultados matematicos
completos para todos os fluxos desconhecidos (G5, G6, G10), ou no resto do
mundo com resultados que ndo respondem ao estipulado na situacdo problema
(G4, G8). A nivel de aprendizagens, os resultados revelam que todos os estudantes
mobilizam aprendizagens sobre SEL em forma analitica ou mediante estimativas
numéricas para construir um modelo matematico, embora a maior parte evidencie
dificuldades para obter um conjunto solucdo de um SEL (G1, G3, G5, G6, G9,
G10). Os grupos que obtém o conjunto solucdo de um SEL interpretam resultados
matematicos, embora tenham criando modelos reais inapropriados (G4) ou

estabelecido hipoteses incorretas sobre os parametros do conjunto solucéo (G8).

6.1.4 Sintese

O trabalho dos estudantes na realizagdo da tarefa “transito preventivo” permitiu

observar as rotas lineares e ndo lineares que desenvolveram, tendo seguido

135



maioritariamente rotas lineares. Os estudantes que realizam rotas ndo lineares, ao
trabalharem na tarefa, evidenciam competéncias suficientes que lhes permitem transitar,
mais de uma vez, por diferentes fases do ciclo de modelagdo, como por exemplo: 1)
elaborar diferentes modelos reais, uns que envolvem poucas variaveis e outros que
acrescentam mais variaveis ao modelo inicial; 2) matematizar quantidades relevantes de
fluxos de veiculos referidos na tarefa e suas relagdes com fluxos desconhecidos; 3)
descrever e representar algebricamente as relagbes anteriores como um SEL, usando
notacdes matematicas apropriadas; e 4) visualizar formas diferentes de trabalhar o modelo

matematico; 5) interpretar resultados matematicos em termos de fluxos de veiculos.

No caso dos grupos com rotas lineares, as competéncias 2), 3), 5) sdo também
identificadas, mas ndo as competéncias 1) e 4), produto destes estudantes ndo pensarem
em mais de um modelo real ou mais de uma forma de trabalhar o modelo matematico.
Para alem disso, a competéncia 5) é parcialmente desenvolvida por ambos 0s tipos de
grupos, sendo que existem evidéncias de interpretacdo, mas estas interpretacdes nao séo
feitas considerando a totalidade de condigdes do contexto da tarefa. Os modelos reais dos
estudantes com rotas lineares mostram ser menos corretos, por compara¢do com 0s dos
estudantes que seguem rotas nao lineares, com modelos reais que ndo se adequam
totalmente ao contexto da tarefa devido a interpretacdes incorretas do problema. Todos
0s estudantes da turma evidenciam competéncias para compreender,
estruturar/simplificar a tarefa, e construir um modelo matematico, mas precisaram de
discutir bastante nos respetivos grupos de trabalho para as mobilizarem, revelando terem
desenvolvido essas competéncias a partir do trabalho realizado na tarefa de modelacéo e
ndo como consequéncia de competéncias que ja costumavam por em préatica. Os modelos
matematicos construidos pelos estudantes tém por base duas abordagens: sistemas
lineares de equacdes (SEL) e o método de tentativa e erro, este ultimo identificado num
dos grupos com rotas lineares. No entanto, nenhum dos estudantes evidenciou
competéncias para validar os resultados obtidos, possivelmente por ser uma atividade

com a qual os estudantes tém pouca experiéncia na sala de aula.

Os grupos que percorrem rotas nao lineares revelam aprendizagens de conceitos e
procedimentos algébricos, em particular, o requerido conceito de matriz associada a um
SEL, que lhes permitiu formular adequadamente um SEL e a matriz aumentada associada,
e encontrar 0 seu conjunto solugéo. Estes grupos séo capazes de formular um SEL de

forma analitica, considerando variaveis e dados numéricos corretos a partir do enunciado
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da tarefa, para construir um modelo matematico baseado nesse SEL. Posteriormente,
trabalham no SEL recorrendo ao método de substituicdo ou ao método de Gauss-Jordan,
considerando ambas as op¢des para o trabalho mateméatico no modelo, mas optando no
final por um sé método de resolucdo. No caso particular dos grupos que optam pelo
método de Gauss-Jordan, os estudantes trabalham apropriadamente, aplicando operacoes
elementares sobre as linhas da matriz até obterem uma matriz reduzida. Todos 0s grupos
sdo capazes de obter um conjunto solugdo para pelo menos um dos modelos reais

propostos.

No que respeita aos grupos que desenvolvem rotas de modelacéo lineares, também
todos evidenciam aprendizagens sobre o conceito de SEL. A maioria sabe formular
analiticamente um SEL mas a partir de modelos reais que ndo se articulam totalmente
com o contexto do problema, e um grupo evidencia dificuldades para construir
analiticamente o SEL por ndo conseguir distinguir entre fluxos constantes e fluxos
variaveis. Outros estudantes recorrem a nog¢des informais de SEL, baseadas em métodos
de tentativa e erro onde procuram satisfazer numericamente apenas algumas igualdades
entre fluxos de entrada e saida associadas ao contexto real. A maior parte dos estudantes
evidencia ainda dificuldades para identificar o conjunto solucdo de um SEL. No caso dos
estudantes que utilizam SEL expressos analiticamente estas dificuldades tém a ver com:
1) ndo serem capazes de interpretar resultados matematicos, nomeadamente, a matriz
escalonada reduzida em termos algébricos; ou 2) ndo serem capazes de trabalhar o modelo
matematico por falta de tempo, investindo a maior parte do tempo em outras atividades
do processo de modelacdo, principalmente a compreensdo e estruturacdo da tarefa.
Quanto aos estudantes que trabalham numericamente com base no método de tentativa e
erro, embora evidenciem competéncias para trabalhar matematicamente, o0 método nédo
permite obter um conjunto solucdo mas apenas uma solucdo que nédo satisfaz todas as

condic@es de fluxo de transito do problema, e que depois também ndo chegam a validar.

No que se refere a tecnologia, nesta tarefa de modelacéo sé foi utilizada por um grupo
como apoio ao trabalho matematico sobre o modelo, nomeadamente para facilitar o
processo de célculo de uma matriz reduzida. No entanto, ndo ajudou o0s estudantes a
interpretarem os resultados obtidos computacionalmente, devido a sua formulagéo
inapropriada do seu modelo real. Assim, nesta tarefa, o conhecimento da tecnologia
utilizada para trabalhar no modelo matematico ndo levou a aprendizagens formais sobre

0 conceito de SEL e de matriz associada. A pouca utilizagdo da tecnologia parece ser
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devida: 1) a ndo utilizacdo de representacGes geométricas para trabalhar os modelos
analiticos, sendo que esse trabalho requeria que os estudantes utilizassem o computador
para interpretar o conjunto solu¢do, como ocorreu na tarefa de antecipacdo; ou 2) a
quantidade de fluxos desconhecidos definidos pelos estudantes, sendo que modelos reais
“simples” estdo associados a poucas variaveis em jogo e, consequentemente, a modelos

cuja resolucéo analitica é simples.

Confrontando as resolugdes da tarefa de antecipacdo com as da tarefa de modelagéo,
observa-se que embora na tarefa de antecipacéo todos os estudantes tenham mobilizado
aprendizagens para construir algebricamente uma matriz associada a um SEL, este facto
ndo garante que os estudantes saibam construir a matriz associada a um SEL quando a
informac&o é apresentada em problemas contextualizados. Para além disso, o facto de a
maior parte dos estudantes (seis grupos) mobilizar aprendizagens para encontrar o
conjunto solucdo de um SEL de forma analitica na tarefa de antecipacdo, parece ter
contribuido para que alguns desses estudantes obtivessem resultados matematicos na
tarefa de modelagdo, como é o caso dos grupos que desenvolveram rotas ndo lineares.
Aqueles estudantes que evidenciaram dificuldades para obter o conjunto solucdo de um
SEL de forma analitica na tarefa de antecipacdo também apresentam essa dificuldade na
tarefa de modelacdo. Em particular, o facto de o grupo G5 recorrer a tecnologia e o grupo
G6 recorrer ao método de tentativa e erro na tarefa de modelacdo parece de acordo com
o facto de ambos os grupos terem tido dificuldades para obter o conjunto solugdo de um
SEL de forma analitica na tarefa de antecipacdo. Assim, a obtencdo do conjunto solucéo
de um SEL podera ter levado estes estudantes a pensarem em processos de modelacdo
que evitem o trabalho analitico sobre 0 modelo matematico. Em parte, estes resultados
podem explicar-se se for tido em conta que foi a primeira tarefa de modelacéo trabalhada
pelos estudantes. Conforme deram a entender alguns dos estudantes, nas discussdes
coletivas, ainda ndo estavam suficientemente familiarizados com o conceito e com a

resolucdo de SEL recorrendo a métodos baseados em matrizes.

6.2 Tarefa TM2: codificacdo de senhas

6.2.1 Tarefa de antecipacéo

A segunda tarefa de antecipacdo (Anexo B2) pretendia que o0s estudantes
trabalhassem propriedades das operacdes elementares com matrizes, nomeadamente 0s

pressupostos a considerar nas matrizes para cumprir a definicdo de adigéo, subtracdo, e
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produto de matrizes, e também as propriedades requeridas para uma matriz ser invertivel.
Para além disso, encorajava-se o estudante a utilizar a regra de Cramer para relacionar o
conceito de matriz inversa e determinante de uma matriz com o conceito de SEL,

utilizando o Mathematica para os respetivos calculos.

As resolucOes desta tarefa revelaram que todos os estudantes foram capazes de
mobilizar conhecimentos de algebra linear para reconhecer a ndo existéncia de solucao
para a equacdo matricial BT * X ' =cA+ D +1,, com B,y,, Asxs, D3y, As
justificacGes dos estudantes referem-se de maneira correta a impossibilidade de ser
efetuada a adicdo matricial do lado direito da equacdo ou & impossibilidade de serem
efetuados alguns produtos que véo surgindo na tentativa de resolver a equagdo, ambos 0s
aspetos devido a terem dimensGes ndo compativeis com as operacGes. Por exemplo,
Mateus e Xavier argumentam na sua resolugdo escrita que “a operagdo cA + D + I, ndo
se pode realizar, pois as dimensdes das matrizes sao diferentes entre si, portanto, a matriz
X ndo se pode determinar”, interpretando-se que estes estudantes percebem que as
matrizes A e D devem ser matriz de dimensao 2 x 2, para ficar definida a adi¢do entre
elas e com a matriz identidade I,. Outros grupos, como Marcelino e Estela, argumentam
com base na definicdo de produto matrizes:

Para encontrarmos X, a primeira coisa € que BT tem de ser invertivel. Para além

disso, o produto de (BT)~ com a matriz D deve estar definido, mas isto néo é
possivel, devido as dimensGes das matrizes.

Neste sentido, Marcelino e Estela observam que mesmo sendo BT invertivel, o

produto matricial (B")™",. , X D3y, que advém de aplicar a propriedade distributiva do

produto de (BT)~1 sobre asoma cA + D + I,, origina um produto ndo definido por causa

das dimensdes das matrizes, impossibilitando resolver a equacao.

No que refere a relacdo entre determinantes, matrizes invertiveis e SEL, a maior parte
dos estudantes da turma (oito grupos) evidenciam reconhecer que o facto do determinante
de uma matriz ser diferente de zero implica que a matriz seja invertivel, sendo capazes de
utilizar esta propriedade para encontrar valores de parametros que permitem uma matriz
ser invertivel e utilizar o determinante para resolver o SEL usando a regra de Cramer.
Quanto aos grupos que evidenciam dificuldades, Fabricio e Mauricio formam o Unico
grupo que evidencia dificuldade para interpretar a propriedade associada aos
determinantes e matrizes em termos de conjunto solu¢do, como mostra a sua resolugéo

apresentada na figura 6.14.
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Figura 6.14. Trabalho de antecipacédo de Fabricio e Mauricio na Q2.

Fabricio e Mauricio, tal como o0s restantes estudantes da turma, utilizam o
Mathematica para calcularem a expressdo do determinante da matriz A em termos do
parametro k, conforme solicitado no enunciado da tarefa, obtendo o valor k(—1 + k3).
Na figura 6.14 evidencia-se que Fabricio e Mauricio reconhecem que a matriz A é
invertivel quando o seu determinante € diferente de zero, nomeadamente quando
k(-1+k3)#0< k+#0 e k=+1. No entanto, na sua resposta s6 consideram a
resposta de k # 1, razdo que pode estar relacionada com um lapso na factorizacdo da
expressdo polinomial. Contudo, estes estudantes ndo parecem ter reparado que tanto a 12
linha como a 42 coluna da matriz se anulavam se o valor de k fosse zero, imediatamente
indicando uma matriz ndo invertivel. Para além disso, estes estudantes ndo obtém a
expressao da matriz inversa de A, solicitada para algum dos valores para 0s quais a matriz
seria invertivel, o que pode ser interpretado como o seu desconhecimento do c6digo em

Mathematica para o célculo da matriz inversa.

Diferentemente de Fabricio e Mauricio, o grupo de Fatima e Heitor evidenciam
dificuldade para associar as condi¢Bes que deve cumprir 0 determinante da matriz para
que esta seja invertivel, ao responderem na Q2 “Para que uma matriz seja invertivel o seu
determinante deve ser igual a zero: det(4) = 0”, embora ndo mostrem dificuldades
guando relacionam determinantes e SEL para encontrar solucdes do sistema (Figura
6.15).

\l}@,%d;g\
R T G e
ISR L . |
AN = o1 1 or/) _ -y o
- S , =
WA I (A &
doxl o2 TS '
T 2 =l !
37 1 O D

Figura 6.15. Trabalho de antecipacdo de Fatima e Heitor na Q3.

Nesta figura, as resolugdes de Fatima e Heitor evidenciam uma aplicacéo apropriada

da regra de Cramer para encontrar o valor da variavel u de um SEL. No entanto,
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considerando a resposta dada na Q2, parece que estes calculos sdo feitos de maneira
procedimental, isto é, sem considerar as condi¢des que o determinante da matriz
associada ao SEL deve satisfazer. Fatima e Heitor evidenciam ndo saber que uma
condicdo para aplicar a regra € que a matriz associada ao SEL deve ser invertivel.
Efetivamente, a resposta dada por eles em Q2 refere que uma matriz € invertivel quando
det(A) = 0, o que implicaria uma divisdo por zero no quociente do valor de u (Figura

6.15), consequentemente esse valor ndo poderia ser determinado.

6.2.2 Competéncias de modelacéo e aprendizagem de conceitos

Compreensao e simplificacéo/estruturacao da tarefa

A resolucdo desta segunda tarefa de modelacdo (Anexo C2) foi mais rapida para a
turma toda em comparagdo com a primeira tarefa. Este facto tem a ver com uma maior
facilidade dos estudantes para compreenderem a situacdo problema apresentada, mas
também com a decisdo tomada pelo investigador, apds o trabalho com a primeira tarefa
de modelacdo, de assumir que cada estudante faria em casa uma primeira leitura do
enunciado das tarefas de modelagéo seguintes, previamente ao trabalho em sala de aula.
Assim, os tempos dedicados a compreender a situagdo problema foram reduzidos.

As resolucdes escritas mostram que todos os estudantes compreendem a situacdo
problema em termos de operag6es entre duas matrizes: uma matriz onde deve ser incluida
cada letra de uma frase da mensagem, utilizando dados numéricos (matriz de cddigo) e
uma outra matriz criada de forma livre para ser operada com a primeira (matriz de
seguranca). Assim, por exemplo, Artur e Hugo, quando questionados sobre a estratégia
utilizada para trabalhar a tarefa, respondem na sua resolucéo escrita:

A estratégia utilizada foi fazer uso de matrizes, pois as letras de um texto podem

ser trocadas por nUmeros e, por sua vez, estes nimeros ser trocados por matrizes.

Escolheu-se esta estratégia porque se tinha conhecimento prévio de matrizes e,

para além disso, um dos elementos ja tinha visto certas coisas sobre criptografia,
o0 que foi de ajuda na resolucéo.

A resposta de Artur e Hugo revela dois factos importantes. Por um lado, o
conhecimento matematico prévio, em particular de algebra linear, que os estudantes tém
para abordarem a tarefa, que foi importante para o poderem relacionar com o contexto da
tarefa e, por outro lado, a experiéncia quotidiana dos estudantes que facilita a
compreensdo da situacdo problema quando tém um ponto de partida relativo a situagédo

apresentada.
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Ainda que Artur e Hugo, tal como a restante turma, interpretem a situacdo problema
recorrendo ao seu conhecimento de matrizes, trés grupos de estudantes criam modelos
reais que revelam uma compreensdo parcial da situacdo problema. Por um lado,
identificam-se dois grupos que, embora considerando condi¢cdes adequadas de
codificacdo para cada uma das matrizes utilizadas, fazem uma interpretacdo incorreta de
como se devem articular entre si estas matrizes para construir o modelo matematico que
serve de base a codificacdo da mensagem, obtendo ambos os grupos um modelo
matematico na forma M 4+ C = T, com T a matriz de codigo e C a matriz de seguranca.
Fazem parte desta categoria Inés e Casimiro, estudantes que compreendem a situacédo
como a codificacdo de uma mensagem através de uma Unica matriz T, tendo de criar
posteriormente matrizes M e C cuja soma coincida com T. Este modelo assim pensado
ndo fixa a matriz de seguranca C, pois variando os valores da matriz M variardo os valores
da matriz C, independentemente de que T seja uma matriz Unica. Assim, em vez de
obtermos uma unica matriz de seguranca C para qualquer matriz de codigo T, conforme
solicitado na situacdo problema, Inés e Casimiro, tal como aconteceu com Edite e Tiago,
criam um modelo matematico que codifica mensagens individuais, isto €, para cada
mensagem final M enviada ao recetor da mensagem vai ser necessario uma matriz C
distinta.

Por outro lado, evidencia-se um terceiro grupo, o grupo de Fabricio e Mauricio, que
tenta formular matrizes de seguranga embora sem considerar a mensagem que devem
codificar (Figura 6.16).
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Figura 6.16. Modelo matematico proposto por Fabricio e Mauricio.

A diferenca em relacdo aos dois grupos anteriores € que Fabricio e Mauricio criam
uma matriz de segurancga C e uma matriz de codigo T que faz mencdo a codificagdo inicial
da mensagem. No entanto, olhando para a matriz T observa-se que os valores nas
diagonais correspondem a nimeros consecutivos, cujas entradas vdo em aumento desde
1 até 21 na regido triangular superior da matriz, e também em aumento de 22 até 36 na

regido triangular inferior. Assim, a matriz T n&o corresponde a uma codificacdo de
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alguma mensagem, mas a uma tentativa dos estudantes organizarem valores em forma
ordenada, como meio para obter a mensagem final traduzida por uma matriz formada por
letras, pois procuram que o resultado de T — C produza uma matriz formada pelas letras

do alfabeto e alguns sinais de pontuagéo.

Na formulacdo do modelo real, todos os estudantes revelam competéncia para
simplificar/estruturar a tarefa, embora conforme referido, trés grupos ndo compreendam
totalmente a tarefa, formulando modelos reais parcialmente validos. Em geral, as
simplificagOes dos estudantes fazem referéncia a modelos reais baseados na formulagéo
de duas matrizes que, ap0s serem trabalhadas através de operacdes de adicdo, subtracdo
ou produto de matrizes, permitem uma codificacdo final da mensagem a ser enviada. As
simplificagBes incluem também a utilizacdo de tabelas criadas pelos proprios estudantes
para codificar inicialmente a mensagem “The settlement” em alguma das matrizes do
modelo, embora também existam grupos que utilizam a tabela de codigo ASCII (Anexo
C2a), proporcionada no enunciado da tarefa como elemento de contextualizacdo da
situacdo problema. Neste sentido, os diferentes modelos criados seguem uma estrutura na
forma XAY = Z, sendo A uma das operagdes matriciais mencionadas. Na turma, cinco
grupos recorrem a adicdo de matrizes como operacao elementar, dois grupos a subtracao,
e trés grupos ao produto matricial.

Entre os grupos que recorrem a modelos reais com base na operacdo de adicéo, o
grupo de Martim e Fabiana revela um modelo fora do usual. Estes estudantes explicam
na sua resolu¢do escrita da tarefa: “Construiu-se uma matriz T com o0 cddigo
estandardizado ASCII para a mensagem “THE SETTLEMENT”, e logo procedemos a
realizacdo de uma adicdo de uma matriz C como seguranga, criando assim uma matriz
M.

Estes estudantes criam a matriz de seguranca C a partir de uma matriz invertivel e
uma outra matriz com as mesmas dimensdes de T. Embora a resposta de Martim e Fabiana
pareca referir que C deve ser o produto de duas matrizes, o seu modelo real (Figura 6.17)

revela que a matriz C realmente € uma organizacao formada por duas matrizes.
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Figura 6.17. Modelo real proposto por Martim e Fabiana.

A matriz T da figura 6.17 contém a mensagem “THE SETTLEMENT” codificada
com a tabela ASCII e a matriz M contém a mesma mensagem codificada a partir de
operagOes sobre T e C, nomeadamente a primeira matriz que aparece em M corresponde
amatriz inversa da primeira matriz definida em C, enquanto a segunda matriz que aparece
em M corresponde a adi¢do de T com a segunda matriz que aparece em C. Neste sentido,
embora 0 modelo real de Martim e Fabiana se possa assumir como um modelo que recorre
a operacao de adicdo de matrizes, € um modelo que envolve as operagdes de adicdo de

matrizes e matriz inversa.

No caso dos restantes quatro grupos que utilizam a operacdo adicdo, evidencia-se
também a tabela ASCII para criar a matriz T, enquanto nos dois grupos que utilizam a
operacdo subtracdo, a matriz T é construida a partir de tabelas proprias, como sucedeu no
caso mencionado de Fabricio e Mauricio (Figura 6.16). Em ambos os casos, a matriz C é
criada corretamente com a mesma dimenséo de T e utilizando matrizes “simples” criadas

de forma aleatéria.

Nos grupos que utilizam modelos reais recorrendo ao produto de matrizes, Mateus e
Xavier distinguem-se dos outros dois por ndo utilizarem tecnologia no decurso da tarefa
e por proporem um modelo real baseado no produto de matrizes envolvendo a ideia de
operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz, conforme mencionam no dialogo

desenvolvido numa das discussdes com o investigador:

Investigador: O que estdo comentando?

Mateus: Eu estava dizendo-lhes (referindo-se ao grupo de trabalho) que
podemos utilizar uma matriz elementar. Por exemplo, inventamos
primeiramente alguma tabela, fazemos uma matriz e aplicamos-lhe operagdes
elementares, e depois pegamos nessa matriz operada e nomeamo-la por matriz
B, sendo B a matriz codificada o resultado de multiplicar a matriz original com
a matriz produto de matrizes elementares. Poderiamos tambem definir uma
soma, mas seria muito fécil, entdo uma multiplicacdo parece-nos algo mais
interessante.
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Do dialogo interpreta-se que Mateus e Xavier pensam na criacdo de uma tabela
propria de codificacdo para criar a matriz inicial de codigo T. A seguir multiplicam esta
matriz por uma matriz E = E; x E, x ---x E,,, sendo E), alguma matriz resultante de
aplicar operagdes elementares sobre as filas de T, para obter finalmente a matrizB = T *
E, interpretada como a matriz final de codificacdo M. Neste sentido, Mateus e Xavier
mobilizam conhecimentos da disciplina de Algebra Linear associados ao processo de
calculo para encontrar uma matriz na forma escalonada dada pelo método Gauss-Jordan,
interpretando-se que a matriz final de codificacdo M é obtida a partir deste método,

embora ndo precisamente até obter a forma escalonada.
Matematizacao e trabalho sobre o modelo matematico

Na formulacdo do modelo matematico e no trabalho sobre o mesmo, todos os
estudantes evidenciam competéncias para matematizar o modelo real e trabalhar no
modelo, obtendo resultados matematicos. O trabalho matemaético sem utilizacdo de
software € desenvolvido por sete grupos, enquanto os restantes trés grupos utilizam o

Mathematica.

Referente ao trabalho sem uso de software, na figura 6.18 observa-se a matriz final

de codificacdo M obtida pelo grupo de Mateus e Xavier.
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Figura 6.18. Trabalho matematico produzido por Mateus e Xavier.

Embora no dialogo apresentado acima se tenha observado que Mateus propde a
opcdo de criar uma tabela prépria, a resolucdo escrita dos estudantes mostra que
utilizaram a tabela de cddigo ASCII para codificar a mensagem inicial, 0 que € evidente
através da observagao das duas linhas de nimeros em baixo da frase “The settlement”
(Figura 6.18) que revelam a codificacdo da frase, respetivamente, em maiutsculas (“THE
SETTLEMENT”) e minusculas (“The settlement”). Isto pode ser interpretado como uma
tentativa dos estudantes para definir a matriz de codigo T. A matriz final de codificacéo

M definida pelos estudantes considera uma destas duas alternativas, a mensagem com
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todas as letras em maiusculas ou todas em minusculas. Os estudantes ndo especificam
qual foi a matriz de operagdes elementares (matriz de seguranca C) que definiram, mas é
possivel obté-la a partir da relacdo do produto matricial T * C = M uma vez organizados
0s numeros da linha escolhida (codificacdo de letras maitsculas ou minasculas) numa

matriz T de dimensdo 4 X 4 e desde que T seja invertivel.

Quanto aos grupos que utilizam a adigdo ou subtracdo no trabalho do seu modelo
matematico, é destacavel o modelo de Marcelino e Estela por utilizarem uma tabela
prépria para criar a matriz de codigo (Figura 6.19a) e uma matriz de seguranca definida

mediante uma fungéo por ramos (Figura 6.19b).
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Figura 6.19a. Modelo matematico proposto por Marcelino e Estela.
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[Por exemplo, a matriz de seguranca da matriz de cédigo B = (i (7))
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Figura 6.19b. Modelo matematico de Marcelino e Estela.

coma funcdo A(ij) é A = ( ) e para a codificacdo final envia-se B — A]

Da exemplificacdo dada pelos estudantes na figura 6.19b, interpreta-se que o modelo
matematico proposto tem a forma B — A = M, onde B corresponde & matriz de codigo
inicial, A corresponde a matriz de seguranca, e M a matriz de codificacdo final.
Observando a matriz de cddigo evidencia-se que estes estudantes fazem uma codificagédo
propria entre letras e nimeros baseada na ordem em que aparecem as letras no abecedario,
colocando na primeira linha a codificacdo da palavra “The” junto com espacos
representados por zeros, e na segunda linha da matriz a codificacdo da palavra
“settlement”. Assim, a matriz inicial (matriz de codigo) ¢ codificada seguindo a
correspondéncia a - 1,b - 2, ...,z = 26,espaco — 0. Para definirem a matriz de

seguranca os estudantes ddo um exemplo com uma matriz B,,,. A matriz de seguranca

146



fica definida a partir de uma funcdo por ramos, atribuindo o valor de zero em A aquelas
entradas cujo valor é zero na matriz B, e no resto dos casos atribuindo as entradas da
matriz A o dobro do valor correspondente a somade i e j, indicadores da posicdo respetiva
na matriz A. Desta forma, Marcelino e Estela, tal como Martim e Fabiana, evidenciam
conhecimentos apropriados sobre operacfes com matrizes e sobre matrizes especiais que

podem ser definidas para formar as matrizes de seguranca.

No que se refere ao trabalho com tecnologia, Emiliana e Francela formam parte dos
grupos desta categoria, sendo o seu modelo real particular (Figura 6.20a) pelo facto de
utilizarem uma tabela de codificacdo prépria com nGmeros inteiros no intervalo [2,10],
sendo o seu modelo matematico baseado na operacdo de multiplicacdo de matrizes

(Figura 6.20b) e processado com o Mathematica (Figura 6.20c).
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Figura 6.20b. Resultados Figura 6.20c. Resultados
matematicos obtidos computacionais obtidos
por Emiliana e Francela. por Emiliana e Francela.

Emiliana e Francela, quando questionadas sobre seu modelo matematico na
resolucdo da tarefa, mencionam:

Utilizou-se a estratégia de substituir as letras da frase por nimeros aleatérios.

Também quisemos considerar a tabela de nimeros proporcionada no enunciado

da tarefa para gerar a matriz de cddigo, ndo obstante, preferimos codificar a frase
com outros nimeros ndo pertencentes a esta tabela.

Da resposta anterior, interpreta-se que existe uma preferéncia por criar um modelo
matematico fora do habitual, e embora estas estudantes ndo mencionem o porqué de
optarem por nimeros do intervalo [2,10], supde-se que a escolha se deve a quererem

utilizar nimeros aleatérios com um sé algarismo para as letras e dois algarismos para
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caracteres que ndo correspondam a letras, como por exemplo, os espacos. Emiliana e
Francela trabalham no modelo matematico, substituindo a matriz de codigo e a matriz de
seguranca pelos seus respetivos valores (Figura 6.20b), recorrendo ao uso da tecnologia
para simplificar calculos (Figura 6.20c), conforme também evidenciado nos outros dois
grupos que recorrem a utilizacdo do Mathematica. Para além disso, observa-se que a
matriz de seguranga é uma matriz invertivel, facto que também foi observado na forma
como Mateus e Xavier definiram a matriz de seguranca (Figura 6.18), e em geral nos trés

grupos que propdem modelos matematicos utilizando o produto matricial.
Interpretacdo e validacao dos resultados matematicos

A definicdo de matrizes invertiveis, e consequentemente quadradas, por parte dos
trés grupos que utilizam produtos matriciais para a formulagdo do modelo matematico,
evidencia a mobilizacao de aprendizagens associadas a condi¢des que as matrizes devem
possuir para serem invertiveis e também competéncias de validacdo associadas a garantir
a descodificacdo da mensagem final. No geral, cinco grupos evidenciam competéncias
para interpretar resultados matematicos, entres estes os trés grupos que definem modelos
matematicos baseados em produtos de matrizes. No entanto, s6 uma pequena parte dos
estudantes da turma valida resultados, nomeadamente dois dos grupos que utilizam o
produto matricial no seu modelo matematico, resultado que parece estar associado a
complexidade da operagcdo de produto matricial para descodificar a mensagem, em
comparagdo com a adi¢do ou subtracdo de matrizes, onde os estudantes ndo sentem a

necessidade de validar os resultados.

Entre os grupos de estudantes que mostram competéncias para interpretar e validar
resultados, encontramos o grupo de Artur e Hugo, os quais mobilizam aprendizagens de
multiplicacdo de matrizes (Figura 6.20a) e resolucdo de equacdes com matrizes (Figura

6.20b) para mostrar seu processo de descodificacdo da mensagem.
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Figura 6.21a. Resultados matematicos obtidos por Artur e Hugo.
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Ap0s estes estudantes obterem resultados matematicos (Figura 6.21a), indicam na
parte inferior da matriz final a frase “envia-se ao recetor”, o que evidencia um processo
cognitivo de interpretacdo de resultados. A escolha da matriz de seguranca de Artur e
Hugo parece ser definida com a finalidade de facilitar o calculo da matriz inversa ou de
manter a primeira coluna invariante em ambas as matrizes, isto €, de codigo e final (esta
ultima nomeada de “matriz codificada” pelos estudantes). Na figura 6.22b pode observar-
se como a escolha da matriz de seguranca definida por estes estudantes Ihes facilitou o

calculo da matriz inversa.
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) pela matriz codificada.

Figura 6.21b. Processo de validagéo de resultados
desenvolvido por Artur e Hugo.

Artur e Hugo multiplicam pela matriz inversa de ((1) g) ambos os lados da

igualdade apresentada na figura 6.21b, realizando nalgum momento a operacdo A *

1 0y (10 10 _ . -
(O 3) *lg L]=M=x{y 1)com A a matriz de codigo e M a matriz final de
3 3

codificacdo, num ato que da inicio ao seu processo de validacdo de resultados. Estes
estudantes sinalizam em trés passos 0 seu processo de validagdo, nomeadamente obter a
matriz de codigo a partir da matriz final de codificacdo e a matriz inversa da matriz de
seguranca (6.); organizar as entradas da matriz resultante como uma cadeia de caracteres
(7.); e finalmente associar cada caracter numeérico com o respetivo caracter alfabético para
verificar que a cadeia numérica origina a frase original da mensagem “The settlement”.
Desta forma, o processo de validacdo de Artur e Hugo evidencia a consideracdo da

situacdo real até a etapa final de resolucéo.
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6.2.3 Rotas de modelacao

Nas resolucdes da tarefa, foram identificados trés tipos de rotas de modelacédo: 1)
rotas ndo lineares que terminam no resto do mundo (G2, G4, G8, G9); 2) rotas lineares
que terminam no mundo matematico (G3, G6); e 3) rotas lineares que terminam no resto
do mundo (G1, G5, G7, G10). Nas duas primeiras categorias observa-se que ha grupos
que passam pelo mundo tecnolégico (G6, G8, G9), sendo utilizado o0 Mathematica como
ferramenta para a simplificagdo de operaces de adicdo e multiplicagdo de matrizes.
Como exemplo, apresento uma rota néo linear (G8) e uma rota linear (G1), sendo rotas

que mostram a utilizacdo (G8) ou néo utilizacdo (G1) de um recurso tecnologico.

Entre os grupos que seguiram rotas néo lineares, encontramos o caso de Artur e Hugo
(G8), cujo trabalho de modelacdo evidencia a consideracdo de dois modelos reais,
nomeadamente a utilizacdo de matrizes de seguranca com diferentes dimensdes. A rota

de modelacdo deste grupo é apresentada na figura 6.22a.
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Figura 6.22a. Rota de modelagéo de Artur e Hugo.

A rota de modelacdo de Artur e Hugo comeca na situacdo real ou situacao problema,
com a compreensdo da tarefa em termos do uso de matrizes para codificar mensagens
(P1). A seguir estes estudantes estruturam e simplificam a situacdo (P2), decidindo
utilizar a operacdo de multiplicagéo entre matrizes para obter a matriz codificada que
deverd ser enviada a um possivel recetor da mensagem, e utilizar o alfabeto para a

codificagéo inicial da mensagem (Figura 6.22b).
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Figura 6.22b. Modelo real e matematico de Artur e Hugo.

A tabela de codificacao utilizada por estes estudantes para a matriz inicial € a mesma
que é utilizada pelo grupo G2, que desenvolve também uma rota de modelacéo néo linear,
embora utilizando a operacdo de subtracdo de matrizes para definir o seu modelo
matematico (Figura 19c¢). Artur e Hugo utilizam as letras T e C para referirem as matrizes
de mensagem inicial e de seguranca (Figura 6.22b), o que revela simplificacdes sobre a
situacdo problema consideradas por estes estudantes. Para além disso, a expressdo T - C
define a sua matematizacdo do modelo, pois a multiplicacdo expressa faz referéncia ao
produto de duas matrizes para obter a matriz final que enviardo ao recetor, ou seja,

definem o modelo matematico T - C = M.

Um aspeto sobre o qual Artur e Hugo néo refletem ao iniciarem a criacdo do seu
modelo real é nas dimensdes adequadas da matriz de seguranca que permitam
posteriormente a descodificacdo da mensagem, sendo necessario a intervencdo do

investigador, como evidencia o seguinte dialogo nesse grupo de trabalho:

Investigador: A escolha da matriz C depende da escolha da matriz T? E porqué?
Hugo: Sim, depende. Devemos considerar a ordem das matrizes, pois com a
operacdo definida (produto de matrizes) teremos matrizes com distinta ordem.
Artur: N&o importa os nimeros que tenha a matriz de seguranca desde gque tenha
a dimensdo adequada. Aqui temos que a matriz T é 7x2, logo a matriz C tem de
ser 2x7, no caso de definirmos a multiplicacdo, pelo que a matriz inversa de C
teria de ser 7x2.

Investigador: C tem necessariamente de ser de dimenséo 2x7?

Artur: Bom, dois por algo.

Investigador: Certo, e sendo assim, como se faz para descodificar a mensagem?
Hugo: Multiplicando pela inversa de C.

Investigador: E o que significa isso?

Hugo: Que o determinante da matriz C tem de ser distinto de zero... ahhhh, a
matriz C tem de ser quadrada.

Artur: Entdo a matriz C tem de ser 2x2.

Investigador: Seria uma possibilidade. Vejam se existe outra possibilidade de
definir € sem ser matriz quadrada.

Observando o dialogo anterior, é possivel inferir que estes estudantes interpretam
inicialmente 0 modelo matemético como a relagdo matricial Ty, X Cyx7 = Moy (P3).

Esta relagdo, embora mostre conhecimento das propriedades que devem ter duas matrizes
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para realizar o seu produto matricial, néo responde ao contexto da situacdo problema, pois
a matriz C,- permite a codificacdo da mensagem final quando operada com a matriz de
coédigo T, mas como C assim definida ndo é invertivel, isso ndo permite descodificar a
mensagem final para obter a mensagem original. Artur e Hugo reconhecem que precisam
da inversa da matriz de seguranca para descodificar a mensagem, e ao serem questionados
pelo investigador apercebem-se de que a matriz C deve ser quadrada, pois quando Hugo
menciona que “o determinante da matriz C tem de ser distinto de zero” estabelece a
condigdo que a funcdo determinante s6 pode ser aplicada sobre matrizes quadradas. Este
aspeto marca um retorno dos estudantes para o modelo real (P4), vendo-se obrigados a
modificar as dimensdes da matriz C. No dialogo, Artur menciona que “a matriz C tem de
ser 2x2” para consertar o problema detetado, embora o investigador os encoraje a indagar
outras possibilidades com a intencdo de pensarem também em mudar as dimensdes da

matriz T, procurando matrizes quadradas de seguranca com dimensdes maiores.

Parte da resolucdo escrita da tarefa (Figura 6.21a) evidencia que, no final, os
estudantes decidiram definir a matriz de segurangca como uma matriz de dimenséo 2x2,
talvez por facilitar o processo de célculo da matriz inversa de C, acabando por definir o
modelo matematico T,, X C,x, = M, (P5) para trabalhar sobre este com utilizacdo do
Mathematica (P6, P7) e obter assim os resultados matematicos (P8) apresentados na

figura 6.22c.
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Figura 6.22c. Resultados computacionais obtidos por Artur e Hugo.

Artur e Hugo transcrevem os resultados obtidos com o Mathematica para o papel
(P9, P10), procedendo imediatamente a interpretacdo dos resultados matematicos (P11) e
a validacdo dos respetivos resultados reais associados a matriz final de codificacéo (P12).
Estas duas ultimas transi¢des foram analisadas na seccdo das aprendizagens e
competéncias, quando referido o trabalho evidenciado pelos estudantes na figura 6.21a e
figura 6.21c.
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No que se refere as rotas lineares, encontramos o grupo de Inés e Casimiro (G1), cuja

rota é apresentada na figura 6.23a.
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Figura 6.23a. Rota de modelagédo de Inés e Casimiro.

Inés e Casimiro, e outros dois grupos de estudantes (G3, G7) que também seguem
rotas lineares, evidenciam uma compreens&o parcial da situagdo problema (P1), conforme
ja analisado na sec¢do de competéncias e aprendizagens, especificamente na subsecgédo
de compreensdo e simplificacdo/estruturacdo da tarefa. Inés e Casimiro codificam a
mensagem em termos de matrizes, mas sem definir adequadamente a matriz de seguranca
na criacdo do seu modelo real (P2), nomeadamente criando 0 modelo mateméatico M +
C =T (P3), que ndo responde ao contexto da tarefa, conforme analisado antes, nos grupos
que propdem modelos reais parcialmente corretos. Estes estudantes mencionam na sua
resolucdo escrita que “sé € preciso que o recetor realize a soma para obter o codigo”. Da
afirmacdo de Inés e Casimiro interpreta-se que a matriz que o recetor deve descodificar é

amatriz T, obtendo os resultados matematicos (P4) da figura 6.23b.
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Figura 6.23b. Resultados matematicos obtidos por Inés e Casimiro.

No trabalho matematico evidenciado nesta figura é possivel observar que as matrizes
da esquerda da igualdade n&o seguem nenhum padréo de construcédo individualizado, mas
que apenas devem satisfazer a condi¢do de que quando adicionadas deem como resultado
amatriz T, enquanto a matriz da direita da igualdade é codificada com a tabela de cddigo

ASCII. Isso implica que a matriz de seguranca pode ser definida de muitas formas e que
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a matriz final de codificacdo ndo passa antes por um processo de segunda codificacdo, o

que ndo esta de acordo com o problema proposto.

Quer Inés e Casimiro, quer os outros dois grupos mencionados com compreensao
parcial da situacdo problema que criam modelos baseados em adicdo e subtracdo de
matrizes, terminam a sua resolucdo da tarefa apresentando resultados no contexto real
(P5), embora sem interpretar o significado de cada um dos valores obtidos na matriz T
em termos da mensagem e também sem validar o modelo. Assim, a utilizagdo das
operacdes de adicdo e subtracdo parece criar nesses estudantes um conformismo de néo
interpretarem nem validarem devido a simplicidade das operac@es de adicdo e subtracao,
consequentemente parecem acreditar ndo terem erros no célculo da matriz final de

codificagéo.

Em geral, os trés grupos de rotas de modelacdo identificados apresentam as seguintes

caracteristicas:

a) Rotas ndo lineares (G2, G4, G8, G9): Os estudantes destas rotas transitam do resto

do mundo ao mundo da matematica, e vice-versa, atravessando duas vezes a fase
do modelo real e do modelo matematico, o que se explica com a construcao de
dois modelos reais: 1) um modelo inicial considerando matrizes de seguranca néo
quadradas e um modelo final com matrizes quadradas (G8,G9); 2) um modelo
inicial considerando matrizes de seguranca que ndo consideram espagos e sinais
de pontuacdo na mensagem e um modelo final que os considera (G2); um modelo
inicial utilizando uma tabela de codificacdo prépria para a matriz c6digo e um
modelo final utilizando c6digo ASCII (G4). Quanto a tltima fase que atravessam,
todas as rotas terminam na fase da situacdo real, evidenciando aprendizagens
sobre o conceito de matriz como organizacdo de dados (G2, G4, G8, G9),
aprendizagens sobre a multiplicacdo de matrizes (G8, G9), subtracdo de matrizes,
envolvendo com fungdes que usam indices das entradas (G2) e adi¢do de matrizes
(G4). Todos estes grupos consideram em algum momento uma tabela prépria para
a matriz inicial, sendo modificada no final s por este ultimo grupo de estudantes.
Dos quatro grupos trés evidenciam competéncias para interpretar resultados
matematicos (G4, G8, G9) e dois para validar esses resultados reais (G8, G9).
Estes dltimos dois grupos constroem modelos matematicos que utilizam a

multiplicacdo de matrizes.
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b) _Rotas lineares (G1, G3, G5, G6, G7, G10): Estes estudantes transitam sé uma vez
por cada fase do ciclo de modelacdo, terminando com a apresentacéo de resultados
na situacdo real (G1, G5, G7, G10) ou com a apresentacdo de resultados
matematicos (G3, G6). Em relacdo as aprendizagens, os grupos mobilizam
aprendizagens para criar modelos matematicos baseados em multiplicacdo de
matrizes (G10), subtracdo de matrizes (G3) ou adi¢do de matrizes (G1, G5, G6,
G7). No entanto, nem todos 0s grupos mobilizam estas aprendizagens
adequadamente no contexto da situacao problema (G1, G3, G7). Na codificacdo
da matriz de codigo, todos os grupos utilizam a tabela de codigo ASCII, o que
resulta numa limitacdo no desenvolvimento de competéncias matematicas, pois
ndo optam por construir tabelas prdprias que os levem a relacionar letras com
nimeros de outra forma. Os dois grupos que interpretam os resultados
matematicos (G5, G10) evidenciam aprendizagens sobre o conceito de matriz
invertivel. No entanto, nenhum dos grupos desta categoria de rotas evidencia

competéncias para validar resultados reais.

6.2.4 Sintese

b

O trabalho dos estudantes na realizagdo da tarefa “cifrado e descifrado de codigos’
permitiu observar que 0S grupos percorreram maioritariamente rotas lineares. Os
estudantes que realizam rotas ndo lineares evidenciam competéncias suficientes que lhes
permitem transitar, mais de uma vez, por diferentes fases do ciclo de modelacéo, e
terminar o seu processo de modelacdo com a exposicao de resultados na situacdo real.
Estas competéncias incluem: 1) elaborar diferentes modelos reais, discriminando entre
matrizes quadradas e ndo quadradas para construir uma matriz de seguranca adequada ao
contexto da tarefa, que permita a validacdo dos resultados matematicos, como também
modelos que discriminam entre quantidades relevantes e irrelevantes na hora de definir a
dimensdo da matriz de c6digo; 2) simplificar modelos baseados em matrizes quadradas
com a utilizacdo de matrizes 2 x 2; 3) matematizar codificagdes de mensagens a partir de
tabelas de codificacdo de desenho préprio e com a utilizacdo de matrizes; 4) usar o
conhecimento matematico de multiplicacdo, adicdo e subtracdo de matrizes
adequadamente; 5) visualizar o problema de subtracdo de matrizes de forma diferente,
nomeadamente utilizando funcBes por ramos para definir uma das matrizes a custa da
outra; 6) interpretar resultados matematicos a partir da matriz obtida na operacéo matricial

utilizada; e 7) refletir sobre a matriz final de codificagdo obtida, verificar criticamente se
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tal matriz pode ser descodificada a partir do modelo matematico construido. Os modelos
reais destes estudantes mostram ser mais poderosos comparativamente com os dos
estudantes que seguem rotas lineares e cujos modelos reais néo se adequam totalmente ao
contexto da tarefa devido a interpretacfes incorretas do seu enunciado. Todos 0s
estudantes evidenciam competéncias para compreender, estruturar/simplificar a tarefa,
construir um modelo matematico, e trabalhar sobre o modelo matematicamente. Os
modelos mateméticos mais complexos, com célculos mais elaborados e com tabelas de
codificacdo de desenho prdéprio, estdo baseados em produtos matriciais e adicdo de
matrizes com fungdes por ramos construidas por estes estudantes. Embora s6 metade
destes grupos de estudantes tenha validado resultados, esses evidenciaram competéncias
para o efeito, 0 que esta associado a terem utilizado modelos matematicos baseados na
multiplicacdo de matrizes; consequentemente, sentiram maior necessidade de verificar se
as operac0es realizadas estavam bem definidas quer para codificar quer para descodificar

uma mensagem.

Os grupos que desenvolvem rotas de modelacdo lineares recorrem a modelos
matematicos mais simples, a maior parte deles utilizando modelos baseados em adi¢Ges
e subtracdes de matrizes e a tabela de codificacdo proporcionada no enunciado da tarefa
para formular a matriz inicial de codificacdo. Estes estudantes evidenciam competéncias
para compreender, estruturar/simplificar a tarefa, construir um modelo matematico, e
trabalhar no modelo matematicamente, embora alguns tendo dificuldades para estruturar
a tarefa, nomeadamente estabelecendo modelos reais que mobilizam o conceito de matriz,
mas considerando parcialmente o contexto da tarefa. Contrariamente aos grupos que
realizaram rotas ndo lineares, a maior parte dos estudantes das rotas lineares nao
interpretam resultados, por ndo sentirem a necessidade de fazé-lo devido a “simplicidade”
dos seus modelos. Para além disso, nenhum destes grupos mostra competéncias para
validar resultados, o que também pode estar associado a esta caracteristica da

“simplicidade” dos seus modelos matematicos.

No que toca as aprendizagens de algebra linear, todos os estudantes mobilizam
aprendizagens que envolvem adicdo, subtragdo e multiplicacdo de matrizes, evidenciando
conhecerem as dimensfes que devem ter duas matrizes para estar bem definida a operagéo
matricial e também o procedimento de calculo da matriz resultante. Especificamente, 0s
estudantes revelam saber que duas matrizes podem ser somadas ou subtraidas se tém as

mesmas dimensdes, sendo a matriz resultante obtida pela soma ou subtracdo de entradas
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associadas a mesma posi¢do na matriz. Quanto a multiplicacdo de matrizes, os estudantes
revelam saber que o produto de duas matrizes fica definido quando o nimero de colunas
da primeira matriz corresponde ao mesmo numero de linhas da segunda matriz que
desejam operar, realizando corretamente a operacdo. Os estudantes com rotas ndo lineares
mobilizam também o conceito de fungéo por ramos, procurando desenhar modelos mais

complexos, isto é, com codificacbes mais seguras.

A tecnologia é utilizada por estudantes de ambas as categorias, quer para agilizar
operacdes com matrizes, quer para calcular matrizes inversas. Evidencia-se que 0s
estudantes que formulam modelos matematicos baseados em multiplicacdo de matrizes
recorrem mais ao uso da tecnologia, possivelmente por se sentirem menos seguros quando
realizam este tipo de operacdo por comparacdo com a adi¢do ou subtracdo de matrizes.
No caso dos grupos com rotas ndo lineares, a ultima transicdo pelo modelo real obedece
a uma adaptacdo na matriz de seguranca, nomeadamente passar de matriz ndo quadrada
para matriz quadrada e invertivel, utilizando o Mathematica para simplificar calculos,
quer da operagdo multiplicacdo de matrizes quer do calculo da inversa de uma matriz para
descodificar a mensagem. Por sua vez, dos grupos com rotas lineares, s6 um deles transita
pelo mundo tecnoldgico, utilizando o Mathematica, embora para calcular uma adicao de
matrizes, cujos dados posteriormente ndo sdo interpretados. Neste sentido, a tecnologia é

mobilizada sobretudo no caso dos grupos que percorrem rotas nao lineares.

No que se refere aos resultados da tarefa de antecipa¢do em comparacdo com 0s
resultados da tarefa de modelacéo, as aprendizagens mobilizadas por todos 0s grupos na
tarefa de antecipacdo, nomeadamente as capacidades dos estudantes para identificarem
caracteristicas que definem adequadamente as operagdes adicdo, subtracdo e
multiplicacdo de matrizes, assim como o respetivo calculo, foram também mobilizadas
na tarefa de modelacéo, pelo que tais aprendizagens foram consolidadas pela turma toda.
Por sua vez, observa-se que os Unicos dois grupos que tém dificuldades para interpretar o
significado de det(A) = 0 na tarefa de antecipacdo correspondem aos dois grupos que
ndo evidenciam competéncias para interpretar resultados matematicos na tarefa de
modelacdo. Assim, as aprendizagens mobilizadas e dificuldades encontradas na tarefa de

antecipacgéo séo reproduzidas no trabalho com a tarefa de modelacéo.

Por altimo, deve ser referido que na segunda tarefa todos os estudantes trabalharam
muito rapidamente em contraste com a primeira tarefa, o que pode ser fruto de os

estudantes terem tido a oportunidade de ler e consequentemente refletir sobre a tarefa
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antes de esta ser resolvida na sala de aula; mas essa melhora no tempo de resolucéo podera
ter sido consequéncia de terem maior facilidade para relacionar matrizes com o contexto
de codificacdo de mensagens, que parece ser um contexto mais familiar para alguns

estudantes.

6.3 Tarefa TM3: bordado de girassol em camisolas académicas

6.3.1 Tarefa de antecipacéo

A terceira tarefa de antecipacdo (Anexo B3) pretendia que os estudantes trabalhassem
a geometria de vetores para: determinar distancias entre pontos em IR3 com o GeoGebra,
em particular medidas dos lados de um quadrilatero; determinar a representacao grafica
de operacOes entre vetores para localizar vetores no plano cartesiano, atividade
indispensavel para estruturar visualmente o problema da tarefa de modelacdo; e
determinar a medida de angulos de figuras geométricas em IR? para ser usado
posteriormente na tarefa de modelacdo. Para além disso, nesta tarefa os estudantes sao
novamente solicitados a utilizar a tecnologia, neste caso o0 GeoGebra, para representar

um quadrilatero em IR3 e determinar o seu perimetro.

As resoluces desta tarefa revelaram que todos os estudantes sdo capazes de utilizar
0 GeoGebra para determinar perimetros de figuras geométricas em IR3, como é o caso

de Henrique e Diogo (Figura 6.24).
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Figura 6.24. Trabalho de antecipacdo de Henrique e Diogo na Q1.

A semelhanca de Henrique e Diogo, todos os estudantes tragam os pontos 4, B, C, D
no GeoGebra e unem-nos para formar o quadrilatero ABCD, obtendo o seu perimetro
quando determinadas as medidas dos segmentos. Na figura 6.24 € possivel observar as
medidas dos segmentos obtidas por Henrique e Diogo a partir do GeoGebra, sem

utilizacdo de procedimentos algébricos.
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No que se refere a questdo da representacdo geométrica de uma adicdo de vetores,
trabalhada sem exigéncia de utilizar software matematico, o grupo de Emiliana e Francela
foi o0 Unico que evidenciou dificuldades para determinar geometricamente o vetor adicao,

como se infere da figura 6.25a.

Figura 6.25a. Trabalho de antecipacdo de Emiliana e Francela na Q2.

Primeiramente, Emiliana e Francela mostram néo ser capazes de interpretar o sentido
do vetor —2b a partir da representacdo geométrica do vetor b, pois tracam —2b
corretamente como um vetor com dupla norma e direcéo de "b mas com sentido incorreto,
isto &, —2b deveria ter sentido oposto a b.Em segundo lugar, no momento de realizarem

a adicdo geométrica a — 2b, observa-se que estas estudantes ndo seguem a lei do
paralelogramo, mas uma lei geométrica incorreta onde assumem que a adi¢do geométrica
de dois vetores é dada pelo vetor formado pelas extremidades dos vetores que intervém
na adicdo. Assim, interpreta-se que Emiliana e Francela ndo tém conhecimento

consolidado sobre a representacdo geométrica de operagdes com vetores.

Na Ultima pergunta da tarefa, todos os estudantes demonstram conhecimento
necessario para calcular medidas de angulos em IR?, embora dois grupos (Inés e Casimiro
e Edite e Tiago) recorram as propriedades da trigonometria para determinar a medida do
angulo requerido, utilizando a geometria de vetores sO para calcular as normas dos
segmentos que formam o tridangulo. Para além disso, o grupo de Emiliana e Francela

evidencia dificuldade na interpretacdo dos resultados, como se observa na figura 6.25b.
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Figura 6.25b. Trabalho de antecipacéo de Emiliana e Francela na Q3.
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Na resolucéo apresentada na Figura 6.25b pode observar-se que Emiliana e Francela

determinam corretamente, e com base na geometria de vetores, a medida do angulo

formado pelos vetores DC e DB, embora o solicitado seja a medida do angulo 6, isto €, o

complementar do angulo encontrado por Emiliana e Francela.

6.3.2 Competéncias de modelacgao e aprendizagens de conceitos

Diferentemente das tarefas anteriores, onde todos os estudantes constroem o0s seus
modelos matemaéticos utilizando conhecimentos prévios, nesta tarefa (Anexo C3) a maior
parte dos estudantes (seis grupos) recorrem a um modelo matematico construido em aulas
anteriores pelo professor da turma na lecionacdo da unidade de Geometria Vetorial,
nomeadamente o modelo de rotacdo de vetores envolvendo uma matriz de rotacdo. E
importante salientar que embora estes estudantes recorram a uma matriz de rotacdo na
resolucdo desta tarefa de modelagdo, ndo se tinha ainda introduzido o conceito de
transformacdo linear em aulas anteriores, pelo que a construcdo desta matriz foi
desenvolvida pelo professor trés semanas anteriores ao momento em que foi trabalhada a
tarefa de modelagéo, utilizando a geometria de vetores em IR? quando representado um
vetor ¥ e esse mesmo vetor rodado por um angulo a para obter o vetor v,, como na figura
6.26.

Figura 6.26. Vetor original e vetor rotado um angulo a.

A partir do esquema representado na figura 6.26 e a expressdo vetorial do vetor v,
em termos do angulo « e 8, nomeadamente v, = (||v || cos(8 + @), ||v ||sen(8 + a) ),
o professor desenvolve a expressédo de v, utilizando identidades trigonométricas até obter

N |74
o modelo de rotagio v, = A * (Vx

), definindo a matriz A como a matriz de rotacéo de
y

angulo a.

160



Compreensao e simplificacéo/estruturacao da tarefa

Na resolucéo da tarefa de modelacéo todos os estudantes evidenciam compreender a
situacdo problema, revelando competéncias necessarias para relacionar a rotacdo de
bordados em camisolas académicas (brasdo em forma de girassol) com a rotacdo de
vetores pertencentes a IR%. Entre as respostas dadas pelos estudantes, quando
questionados sobre como poderiam dar solucdo ao problema de desenho, em termos

matematicos, Marcelino e Estela mencionam corretamente na sua resolucao escrita:
Primeiramente, considera-se que uma imagem é um conjunto de pontos e cada
ponto pode ser expresso como um vetor, isto &, ao rodar os vetores
correspondentes a cada ponto da imagem esta se rodard. Para que a imagem

tenha sempre 0 mesmo angulo de diferenca e a ultima imagem seja igual a
original deve-se dividir o circulo em trés, e, portanto, o angulo de rotacdo deve

ser 2Z,
3

Da explicacdo de Marcelino e Estela observa-se que estes estudantes identificam
informacao relevante no enunciado da tarefa para determinarem a medida do angulo entre
0 bordado que esta associado a um grau académico especifico (bacharelato, licenciatura,
pos-graduagdo) e o grau posterior ou anterior. Para além disso, a expressdo “cada ponto
pode ser expresso como um vetor”, evidencia aprendizagens associadas ao conceito de
vetores em IR™. Em particular, Marcelino e Estela, e os demais grupos de estudantes,
mobilizam o conceito de vetores pertencentes a IR? no contexto de bordado do girassol,
reconhecendo que fixado um vetor no girassol, o problema de o bordado de pds-

graduacdo do girassol ter de coincidir com o bordado original, reduz-se a considerar um

A 2 . , .
angulo de ?” entre qualquer vetor da figura e o vetor homologo no girassol rodado.

Uma das dificuldades iniciais evidenciadas na compreensao da tarefa por um dos
grupos, formado por Mateus e Xavier, foi identificar qual o vetor a utilizar como
referéncia para proceder as rotacGes, conforme se deduz do dialogo seguinte desenvolvido
na discusséo realizada entre o investigador e este grupo:

Investigador: Alguém pode explicar-me o modelo que estdo formando?
Mateus: Esta ¢ a rotacdo que nos demos, onde colocadmos um vetor no girassol
que fosse nosso principal, criamo-lo com angulo zero para que esse ja fosse o
nosso vetor associado ao grau de pos-graduacdo, e depois rodar em angulos
equitativos o vetor, porque isso € solicitado. S6 nos faltaria procurar os angulos,
mas 0 nosso modelo achamos que esta bem.

Investigador: O que aconteceria se vocés tomassem outro vetor principal que
nédo fosse com angulo zero?

Mateus: Digamos, como? Localiza-lo em 90%?

Investigador: Por exemplo, sim.
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Mateus: Nesse caso 0 vetor associado ao grau de pds-graduacéo teria de ter o
mesmo lado terminal com o vetor localizado em 90°.

Investigador: E esse modelo também serviria como modelo de rotagédo para o
girassol?

Xavier: Acho que ndo, porque teriamos de mudar os angulos de rotacdo, mas
ndo temos a certeza.

Investigador: Pensem um bocadinho nisso.

Do dialogo, interpreta-se que Mateus e Xavier propdem um vetor da forma v =
(d, 0) no girassol original para ser rodado, isto €, um vetor sobre o eixo das abcissas. Este
modelo real foi também proposto pelos outros estudantes. Esse vetor, chamado de
principal por Mateus e Xavier, tem a vantagem de simplificar a construcdo do modelo

matematico e a interpretacdo dos resultados matematicos, uma vez que a determinacao
~ A . 7 aat 2
dos outros vetores rodados terdo um angulo associado multiplo de ?" consequentemente

as suas coordenadas cartesianas serdo facilmente obtidas a partir dos conhecimentos dos

estudantes sobre triangulos especiais com angulo agudo g e g No entanto, uma

desvantagem desse modelo tem a ver com os estudantes nao se questionarem sobre casos
mais complexos, conforme se observa na resposta de Xavier, quando o investigador Ihes
pergunta se o modelo inicialmente pensado sera afetado pela escolha de outro “vetor
principal”. Assim, evidencia-se uma certa dificuldade nestes estudantes na compreenséao
da tarefa, pois nenhum dos dois menciona com determinacdo que o modelo néo se iria

alterar perante essa escolha.

Na resolucdo escrita de Mateus e Xavier foi possivel observar que na construcéo do
seu modelo real (Figura 6.27) supdem a “‘arbitrariedade” do vetor a rodar no girassol

original, conforme se observa na seguinte figura:

Figura 6.27. Modelo real proposto por Mateus e Xavier.

O modelo real de Mateus e Xavier mostra a designacédo de varidveis v e w para se
referirem, respetivamente, a um vetor no girassol original e a0 mesmo vetor no girassol
quando rodado por um angulo 6. Assim, evidenciam-se competéncias por parte destes
estudantes para estruturar e simplificar a situagcdo problema em termos de vetores rodados

em IR?. Mateus e Xavier mencionam que “o vetor ¥ é arbitrario, pois pode encontrar-se
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em qualquer posicdo. O vetor w € o vetor originado pela rotagdo. Deve rodar ?” até chegar

ao vetor original”. A explicacdo destes estudantes evidencia que a discussao estabelecida
com o investigador e, possivelmente entre eles mesmos depois, ajudou-os a ultrapassar a
dificuldade sobre a posicdo do “vetor principal”. No entanto, Mateus e Xavier
fundamentam-se em observagdes visuais que referem caracteristicas gerais dos vetores,
mas sem explicar o porqué da formulacdo do modelo matematico a ser criado ndo ser
afetada pela escolha arbitraria de v. Tal como Mateus e Xavier, outros cinco grupos de
estudantes que utilizam modelos reais baseados em matrizes de rotacdo em coordenadas
cartesianas, parecem aceitar a arbitrariedade do vetor original sem justificar o porqué na
sua resolucdo escrita. As resolucdes dos estudantes ndo mostram evidéncia deles
reconhecerem esta arbitrariedade do vetor v, possivelmente por ndo sentirem a
necessidade de se questionarem sobre as condi¢des desse vetor, quer por terem assumido
que o vetor deve ser arbitrario, como o caso de Mateus e Xavier, ou por terem assumido
tal arbitrariedade como aspeto mencionado pelo professor em aulas anteriores durante a
construgdo do modelo de matriz de rotagéo.

Quanto aos restantes grupos de estudantes, os modelos reais propostos estdo baseados
em coordenadas polares, sendo que essa escolha € associada a conhecimentos prévios de
outras disciplinas como Célculo Il. Como exemplo, apresenta-se nas figuras 6.28a e 6.28b

0 modelo proposto por Edite e Tiago:

Bachilles ate
2
3

lc\ (\\ aJ (O ‘-)t
/ los este toron
& !

Pcsoy do
Ot
Figura 6.28a. Modelo real [Se se colocar a figura desta
proposto por Edite e Tiago. maneira]

Figura 6.28b. Desenho
concretizado do modelo real proposto
por Edite e Tiago.

Na figura 6.28a observa-se o tracado de trés vetores, nomeados de pos-graduacéo,
bacharelato e licenciatura, cada um representando uma das trés possiveis orientacées do

desenho do girassol, conforme a figura 6.28b. O facto de estes vetores terem sido
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desenhados pelos estudantes como raios de um circulo e com angulos associados, mostra
que querem enfatizar os vetores como parte de um sistema de coordenadas. Junto a cada
vetor estd sinalizado um angulo, o qual representa a coordenada angular do vetor no

sistema de coordenadas polares definido, e junto a um destes vetores a expressao ||g/||

para denotar a norma dos vetores. Neste sentido, interpreta-se que (||g|l,0), (Ilgll,z?”),

4 \ f - ;.
(|| gll,?”) correspondem as coordenadas dos vetores associados aos diferentes niveis

académicos que os estudantes tentam definir, modelo que satisfaz a condicdo do bordado

original e do bordado de pds-graduacao coincidirem.

O modelo baseado em coordenadas polares facilita a formulacdo do modelo
matematico e a interpretacdo dos dados, em relacdo ao modelo de rotacdo de matrizes
escolhido por Mateus e Xavier e pelos outros cinco grupos de estudantes. O modelo de
coordenadas polares ndo precisa que o estudante faca célculos robustos, mas s
aritméticos, e a interpretacdo dos resultados surge da mesma definicdo das coordenadas
polares, alias a coordenada angular permite interpretar a posicdo do vetor e a coordenada
radial a longitude do ponto escolhido. Por sua vez, a estrutura matematica do modelo de
rotagdo de matrizes, baseada em coordenadas cartesianas, obriga 0 estudante
primeiramente a fazer calculos de substituicdo na matriz de rotacdo para obter a posicao
cartesiana do vetor rodado.

Matematizacao e trabalho sobre o modelo matematico

Em relacdo aos modelos matematicos, a escolha de modelos baseados em matrizes
de rotacdo em coordenadas cartesianas e modelos baseados em coordenadas polares levou
ao desenvolvimento de trés tipos de modelos matematicos: os que utilizam uma Unica
matriz de rotacdo numeérica para obter o bordado dos trés niveis académicos; 0s que
utilizam uma matriz de rotacdo numérica diferente para cada grau; e 0s que utilizam
coordenadas polares para descrever o processo de formacao dos trés bordados. Por um
lado, os modelos matematicos construidos a partir de uma Unica matriz de rotacéo
resultam num maior trabalho matemaético por parte dos estudantes para obter a posicao
dos diferentes vetores rodados, em comparacdo com os modelos matematicos que
utilizam diferentes matrizes de rotacéo, cujo trabalho matematico se simplifica em termos
de multiplicagdo de matrizes. No entanto, este segundo modelo matematico requer que o
estudante calcule mais valores de razdes trigonométricas cos (6) e sen (8), em

comparagdo com o primeiro tipo de modelo, cujo célculo se reduz a saber os valores das
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razbes cos (?”) e sen (?”). Contudo, os modelos baseados em coordenadas polares

facilitam mais os célculos do que os dois modelos anteriores, 0 que se deve ao contexto

de rotacOes da tarefa facilitar a escrita da posicdo de vetores em coordenadas polares.

Trés grupos optam pela primeira categoria de modelos matematicos, entre estes o
grupo de Mateus e Xavier (Figura 6.29), cujo modelo matematico mostra a utilizacdo

correta das variaveis definidas no seu modelo real (Figura 6.27).

—

— (05 6, - %n 9, V-

sen O, oS €,

Figura 6.29. Modelo matemético de Mateus e Xavier.

Mateus e Xavier e 0s outros dois grupos utilizam o mesmo processo para trabalhar
no modelo matemético, nomeadamente obter os diferentes vetores associados aos
diferentes niveis académicos (bordado do girassol nas diferentes posi¢cdes) mediante
multiplicacBes sucessivas da matriz de rotacdo criada (Figura 6.29) com os vetores que

se vao originando apds efetuar cada multiplicacdo. Para isso, 0s trés grupos tomam 6; =
21 A ~
Y sendo este o angulo constante entre um vetor e 0 vetor que representa a rotacao

seguinte do girassol. Nas palavras do grupo de Marcelino e Estela:

Isto deve aplicar-se para cada um dos vetores que formam a imagem que se
deseja rodar, para a seguinte rotacdo basta voltar a multiplicar pela mesma
matriz. Isto funciona devido a rotacdo de um vetor ser dada por esta funcao.

A resposta de Marcelino e Estela faz referéncia a um processo matematico associado
a uma sucessdo definida recursivamente. Neste sentido, definido um vetor principal v,
no bordado de girassol original e a matriz de rotagdo M, os trés grupos fazem o produto

M1v, para obter o vetor rotado v,, correspondente ao bordado de girassol original ap6s

. ~ 2 . N BN .
aplicada uma rotacdo de ?” A sequir fazem Mwv, para obter o vetor v5, aplicando ao

. ~ 4 . N N s rar
bordado de girassol a rotacéo ?" Finalmente, fazem Mv4 para obter o vetor v,, este Gltimo

coincidindo com a posi¢éo original do bordado de girassol.

No que se refere aos grupos gque constroem um modelo matematico baseado em
diferentes matrizes de rotacdo encontramos quatro grupos de estudantes, entre estes
Fabricio e Mauricio, Unico grupo desta categoria que, para alem de propor o modelo com
as trés matrizes de rotagdo (Figura 6.30a), generaliza o seu modelo para n rotagdes do

bordado de girassol (Figura 6.30b).
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Figura 6.30a. Modelo matematico de Fabricio e Mauricio.
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[Matriz de rotacdo para n rotagdes]
Figura 6.30b. Modelo matematico de Fabricio e Mauricio.

Fabricio e Mauricio definem os vetores w, u, e ¥ como 0s vetores correspondentes
aos niveis académicos de bacharelato, licenciatura e pos-graduacdo, dependendo cada
resultado do vetor principal v associado ao bordado original e do angulo desejado para a
rotacdo do vetor v. A diferenca entre este modelo (Figura 6.30a) e o da primeira categoria
de modelos matematicos ja referida (Figura 6.29), é que esta segunda categoria revela de

forma explicita o &ngulo do vetor resultante da rotacdo, ndo tendo de ser o vetor resultante
. , las 2 -
necessariamente com argumento multiplo de ?” como acontece com a categoria de

modelos baseados numa Unica matriz de rotacdo. O aspeto anterior permite que Fabricio
e Mauricio possam construir o modelo matematico para n rotagdes consecutivas de um
vetor (Figura 6.30b), sendo 6,,6,, ...,0,, 0s valores dos angulos das n rotacGes nao

necessariamente todos mdaltiplos de 6, .

A formulacdo generalizada do modelo matematico de Fabricio e Mauricio (Figura
6.30b), para além de evidenciar competéncias para matematizar o modelo real a partir de
notacdes matematicas envolvendo sequéncias de angulos, matrizes e vetores, revelam
competéncia para estabelecer relacbes com situacdes de rotacdo semelhantes a situagédo
da tarefa, como a rotacdo de um vetor para n distintos angulos. No entanto, salienta-se
que a notacdo matematica utilizada do lado esquerdo da igualdade no modelo matematico
ndo é a mais adequada, pois a notacdo w na escrita formal refere-se a um vetor pertencente
a IR™, ndo a uma matriz, evidenciando dificuldades referentes a uma utilizagéo incorreta

da linguagem matematica.
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O modelo matematico utilizado pelos sete grupos em termos de matrizes de rotacao
evidencia uma mobilizacdo de aprendizagens referentes a vetores em IR?, incluindo a
realizacdo correta do produto entre matriz e vetor, e a localizacdo do vetor resultante a
partir do conceito de rotacdo. Para além disso, os sete grupos evidenciam competéncia
para trabalhar no modelo matematico, substituindo corretamente os valores do angulo de
rotacdo na matriz e realizando a respetiva multiplicacdo da matriz pelo vetor, uma vez
definido um vetor principal v particular. Evidéncia desse trabalho matematico é

observada na figura 6.31, extrato da resolucao escrita de Artur e Hugo.

4“(;:42);{_&" e JeM_a:c’{cameq'}e 'a’z

= ces( 120) ~5en(12®))(’<o> - xl) ~
(SE VL(L?O) cos (lEO) to (YL ’

vt C/e‘.‘ JG

X, = _Xe "_ﬁ“/’z_l_ = :_SH:— f)v/}_F -5

Z 2 z ————— = —_

i ) z &

Vo2 22« Z¥e 5/5 O | 5/3
7 2 - 2 .

[Trabalhar matematicamente o modelo]
Figura 6.31. Resultados matematicos obtidos por Artur e Hugo.

Artur e Hugo substituem o valor de 120° na matriz de rotagdo, obtendo o valor do
correspondente vetor rotacionado em termos de x, e y,, coordenadas do vetor principal
do bordado de girassol original. Depois substituem na expressao do vetor rodado, como
= 249)

caso particular, o vetor (5,0), obtendo corretamente o resultado matematico (7, >

correspondente ao vetor principal rodado 120°.

No que respeita aos restantes trés grupos de estudantes da turma com modelos
matematicos em termos de coordenadas polares, encontramos o caso de Edite e Tiago
(Figura 6.32a, Figura 6.32b) e Emiliana e Francela (Figura 6.33), modelos que se
diferenciam pela forma de escrita das coordenadas polares, respetivamente, como par
ordenado ou como coordenadas cartesianas parametrizadas em fungéo das coordenadas

polares.
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Figura 6.33. Modelo matematico de Emiliana e Francela.

No modelo de Edite e Tiago as coordenadas polares sdo utilizadas para localizar a
posicdo do bordado de girassol associado a cada grau académico, sendo feita a sua leitura
também em termos de coordenadas polares. Por seu lado, no modelo de Emiliana e Francela
e do outro grupo dos trés desta categoria, sao utilizadas as equacdes de transformacéo de
coordenadas polares em coordenadas cartesianas, devendo assim 0s resultados matematicos
ser interpretados em termos de coordenadas cartesianas. Ambos os modelos utilizam

coordenadas polares para trabalhar matematicamente, nomeadamente ||f|| e r representam o
. A G2
valor da coordenada que define a norma do vetor posicao, e Tﬂ e 8 representam o valor da

coordenada angular. No caso particular da coordenada angular do modelo de Edite e Tiago,
o valor fica definido em termos dos parametros G e n, sendo G um contador associado ao
grau académico requerido (Figura 6.32b) e n 0 nimero total de graus académicos ou rotacdes
gue se desejam numa volta completa. Neste sentido, Edite e Tiago constroem um modelo
matematico mais robusto e associado especificamente a situacdo problema da tarefa,
enquanto os outros modelos utilizam coordenadas polares de uma forma generalizada de
onde ndo se deduz por si s6 0 modelo matematico que resolve o problema. Portanto, o0s
estudantes desta categoria de modelos evidenciam competéncias para matematizar o modelo
real com coordenadas polares e trabalha-lo a partir da parametrizacao discreta (Edite e Tiago)
ou continua das coordenadas utilizadas (Emiliana e Francela, Martim e Fabiana).
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Interpretacdo e validacao de resultados matematicos

A turma no seu conjunto evidencia ser capaz de interpretar resultados matematicos,
mencionando o grau académico associado ao resultado matematico obtido, como por
exemplo Artur e Hugo que, referindo-se ao resultado matematico da Figura 6.31, mencionam
na sua resolugdo escrita: “Uma vez realizada a primeira rotacdo do vetor (referindo-se ao

.. , -5 —5v3 .-
vetor principal), 0 encontrariamos no ponto w = (TT) 0 qual indica que o vetor

original avangou 120° em relacdo a posicdo original, sendo o desenho para estudantes de
bacharelato”. Esta resposta de Artur e Hugo ¢é correta e pontual e os restantes estudantes da

turma seguem o mesmo raciocinio para cada um dos resultados obtidos.

No entanto, a validacdo de resultados é uma competéncia evidenciada s6 por Edite e
Tiago, que utilizam o GeoGebra para verificarem as posicdes dos vetores rodados gerados

pelo seu modelo matematico (Figura 6.34).

ﬂ 1p0° b
2

4 6 8

4 ] ]

Figura 6.34. Modelo computacional desenvolvido por Edite e Tiago.

Na Figura 6.34 é possivel observar seletores (r, N, G) criados no GeoGebra por Edite e
Tiago para verificarem o seu modelo, geometricamente, ao variarem o0s valores de G
(conforme a Figura 6.32b) e fixarem os valores de r (norma do vetor) e N (nimero total de
graus academicos ou posi¢des do bordado de girassol). O modelo computacional criado por
estes estudantes é coerente com o solicitado na situagdo problema e, embora ndo seja uma
verificagdo algébrica, constitui uma forma valida e criativa de validar o modelo matematico,

e evidencia competéncias suficientes para o trabalho na tarefa com o GeoGebra.
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6.3.3 Rotas de modelacao

As rotas de modelacdo nesta tarefa podem ser agrupadas em dois tipos: 1) rotas ndo
lineares que terminam no resto do mundo (G3, G10, G6); e 2) rotas lineares que terminam
no resto do mundo (G1, G2, G4, G5, G7, G8, G9). Na primeira categoria encontramos o
unico grupo que transita pelo mundo tecnolégico, utilizando o GeoGebra como ferramenta
para validar o seu modelo mateméatico. Em ambas as rotas evidencia-se a transi¢do dos
estudantes por todas as fases do ciclo de modelacédo, terminando na situacdo real com a
apresentacdo de resultados. Como exemplo, analisa-se uma rota ndo linear (G6) e uma rota
linear (G4), que se caraterizam e diferenciam, respetivamente, pela utilizacdo de tecnologia
e coordenadas polares no modelo matematico (G6) e pela ndo utilizacdo de tecnologia e uso

de coordenadas cartesianas no modelo matematico (G4).

O grupo de Edite e Tiago (G6), para além de ser o Unico a utilizar tecnologia, tem a
particularidade de ser o Unico a evidenciar competéncias para a validacdo dos resultados

obtidos. A rota de modelacao deste grupo é apresentada na figura 6.35 seguinte.
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Figura 6.35. Rota de modelacédo de Edite e Tiago.

A rota de modelacédo de Edite e Tiago comeca na situacao real, com a compreenséo do
problema em termos de rotacdo de um vetor pertencente a IR? (P1). A seguir, estes estudantes
estruturam a tarefa em termos de coordenadas cartesianas (P2), optando por utilizar o modelo
matematico da matriz de rotagéo (P3), utilizado pela maior parte dos estudantes da turma. No
entanto, Edite e Tiago terminam desistindo do modelo com a matriz de rotacdo (P4),
mencionando na discussdo coletiva, apds ser questionada a turma toda sobre os modelos

pensados e 0 porqué, o seguinte:
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Escolhemos usar coordenadas polares, pois oferecem uma maneira comoda e
simples de descrever a posicdo de um vetor, da sua rotagdo. Durante a discussao
sobre a resolucdo deste problema ficou claro que era necessario determinar um
modelo matemaético para determinar a rotacdo da figura. No principio pensou-se
utilizar coordenadas cartesianas com a matriz de rotacdo, mas como a figura roda
sobre um sO eixo consideramos que utilizar coordenadas polares era mais
apropriado.

A resposta dada por Tiago evidencia 0 seu pensamento sobre a natureza da tarefa,
nomeadamente que trabalhar com coordenadas polares é mais simples do que trabalhar com
coordenadas cartesianas quando se trata de estudar o traco de curvas associadas a rotagdes.
Assim, estes estudantes voltam ao modelo real, desta vez revelando competéncias para
representar graficamente a situacao problema em coordenadas polares e definir notagdes para
0s parametros envolvidos no modelo (Figura 6.28a), e procedem entdo para a construcéo do
modelo matematico em termos de coordenadas polares (P5), conforme observado nas figuras
6.32a-A e 6.32b.

Posteriormente, Edite e Tiago obtém os resultados matematicos (P6) e interpretam-nos
(P7), conforme evidencia a figura 6.36, onde se mostram 0s respetivos vetores associados a

cada grau académico do bordado de girassol.

Pu‘? 111¢QQ &kg\\\\\e\c.ﬁb Lie @,\L\c\\u\'a
(1gW,2m) Cigl,23)  (uqlt, Y1)

[Pés-graduacao ([|gll, 2m), Bacharelato (||g||,2?”), licenciatura (Ilgll,%”), )]

Figura 6.36. Resultados matematicos obtidos por Edite e Tiago.

Tendo obtido resultados reais, estes estudantes apoiam-se no GeoGebra para validar
resultados (P8), obtendo trés representacdes geométricas dos vetores associadas as diferentes

posicBes do bordado de girassol (P9), entre estas a representacdo geométrica associada ao
ponto com coordenadas (||g||,2?”) para g = 4 (figura 6.36). Finalmente, Edite e Tiago dao-

se por satisfeitos e respondem as perguntas solicitadas na tarefa (P10).

No que concerne as rotas lineares, o grupo de Henrique e Diogo (G4) fazem a mesma
rota de modelag@o que os restantes seis grupos que desenvolvem rotas lineares. A rota de

Henrique e Diogo é apresentada na figura 6.37.
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Figura 6.37. Rota de modelacéo de Henrigue e Diogo.

Henrique e Diogo comecam por compreender a situacdo problema, conforme o resto da
turma (P1), fazendo referéncia a vetores pertencentes a /R, mencionando na sua resolugéo

escrita;

A intencdo é fazer uma rotacdo de uma figura que implica o avango no grau
académico de cada estudante. Para isso, definiram-se trés vetores posicdo com a
mesma magnitude e um outro vetor que indica a posicao inicial. Este vetor deve ser
multiplicado por uma matriz de rotacdo A para gerar os trés vetores a partir dos
angulos associados.

Esta resposta deixa clara a intencdo de utilizar diferentes matrizes numéricas de rotacdo
para gerar cada vetor correspondente aos graus académicos e evidencia aprendizagens
associadas ao conceito de vetor em IR™, nomeadamente quando se referem ao termo “vetor
posi¢do”. Embora toda a turma evidencie conhecer o conceito de vetor em IR™, s estes
estudantes fazem referéncia ao termo vetor posicdo, 0 que estaria associado a terem

previamente conhecimento do significado fisico que se pode associar a um vetor em IR™.

Uma vez compreendido como trabalhar a tarefa, Henrique e Diogo realizam
simplificacGes sobre o modelo pensado (P2), designando o vetor inicial por v e 0s outros
vetores gerados pela rotacdo deste vetor inicial por w;,w,, w5, e definindo os valores
1209, 240°,360° para os angulos a serem utilizados na matriz de rotacéo A. Depois, fazem
a matematizacédo desse modelo real (P4), definindo o modelo por wy, = A - v . Neste modelo
pode interpretar-se que o vetor w, corresponde a algum dos vetores w,, w,, w;. Na figura

6.38 pode observar-se como estes estudantes trabalham matematicamente no modelo (P4),
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substituindo as diferentes medidas de angulos e o valor do vetor inicial ¥ para obter as

coordenadas cartesianas dos diferentes vetores resultantes da rotacéo.
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[Trabalhar matematicamente o modelo: bacharelato, licenciatura, pds-graduacao]
Figura 6.38. Rota de modelacéo de Henrigue e Diogo.

Da Figura 6.38 também é possivel observar a utilizacdo particular do vetor (5,0) como
vetor inicial associado ao girassol original e a interpretacdo de resultados feita pelos
estudantes atraveés da associacdo entre resultados matematicos e graus académicos (P5). O
seu processo de modelacao termina com a apresentacao de resultados no contexto da situacao

real (P6), mas sem previamente validarem os resultados reais.

Em geral, as rotas de modelacdo identificadas na resolucdo desta tarefa apresentam as

seguintes caracteristicas:

a) Rotas ndo lineares (G3, G6, G10): As rotas destes grupos terminam na situacao real

com a apresentacdo de resultados. Os trés grupos evidenciam rotas que atravessam a
formulagdo do modelo real e 0 modelo matematico em duas ocasifes, sendo o
segundo modelo matematico uma generalizacdo do primeiro modelo para n rotacoes.
Dois dos grupos formulam modelos matematicos baseados em matrizes de rotacdo
com coordenadas cartesianas (G3, G10), enquanto um grupo (G6), o unico da turma
a passar pelo mundo tecnoldgico, com recurso ao GeoGebra, formula um modelo
baseado em coordenadas polares. Este ultimo grupo € o unico que valida resultados
reais, embora os trés grupos interpretem resultados matematicos em termos dos
resultados reais, associados aos graus académicos do bordado de girassol. As
aprendizagens de conceitos mobilizadas tém a ver com: o conceito de vetor em IR?

como segmento orientado em coordenadas cartesianas e polares; a parametrizacao de
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coordenadas; o conceito de produto entre matriz e vetor em IR?; e a determinagdo de
representacdes geométricas de vetores em IR? por parte dos trés grupos para

esquematizar o modelo real.

b) Rotas lineares (G1, G2, G4, G5, G7, G8, G9): Estes estudantes transitam s6 uma vez
por cada fase, terminando com a apresentacdo de resultados na situacdo real. Cinco
grupos propdem modelos matematicos baseados em matrizes de rotacdo em
coordenadas cartesianas, enquanto dois propdem modelos matematicos baseados em
coordenadas polares. Todos os grupos evidenciam competéncias para obter resultados
matematicos e interpreta-los, mas ndo assim para validar os resultados. Estes grupos
ndo transitam pelo mundo tecnoldgico, pelo que as representacdes geométricas
obtidas (G5, G8) sdo elaboradas em papel. As aprendizagens de conceitos
mobilizadas referem-se as mesmas aprendizagens mobilizadas pelos grupos que

percorrem rotas nao lineares.

6.3.4 Sintese

Os resultados analisados na tarefa “bordado de girassol em camisolas académicas”
evidenciou um maior desenvolvimento de rotas de modelagéo lineares, observando-se que
todos os grupos terminam seu processo de modelacdo na situacdo real com a exposicdo de
resultados no contexto da tarefa. Tanto os estudantes que realizam rotas ndo lineares como
lineares evidenciam competéncias para compreender a tarefa em termos de vetores
rotacionados em IR?, identificando informagcéo relevante, como os angulos a serem utilizados
no modelo, e modelos possiveis, utilizando coordenadas cartesianas ou polares. A
matematizacdo do modelo matematico € também evidenciada em todos os grupos de
estudantes e em ambas rotas, através de modelos matematicos baseados em matrizes de
rotacdo com coordenadas cartesianas e modelos baseados na utilizagdo de coordenadas
polares. Os modelos diferenciam-se entre a formulacdo de modelos béasicos de rotacdo de
vetores (rotas lineares) ou modelos matematicos que vao mais além do modelo basico (rotas
ndo lineares). A utilizacdo dos modelos baseados em matrizes obedece a modelos ja
estudados em aulas anteriores, vendo os estudantes a oportunidade para os utilizar na tarefa.
Por seu lado, os modelos baseados em coordenadas polares surgem duma analise dos

estudantes mais focada na natureza da tarefa, ao reconhecerem que o célculo de coordenadas
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polares é uma maneira simples de tracar lugares geométricos equidistantes de um ponto em

comum, 0 eixo de rotacao.

Os grupos que desenvolvem rotas ndo lineares evidenciam matematizar o modelo
transitando pela fase do modelo real e pelo modelo mateméatico em duas ocasides, resultado
de optarem na sua segunda transicao por utilizar modelos mais robustos para generalizar o0s
seus modelos a situagcBes com mais rotacfes ou enfatizar no modelo matematico inicial as
rotacOes que se podem gerar a partir da utilizacdo de parametros. Por sua vez, 0s grupos de
estudantes com rotas lineares evidenciam matematizar o modelo a partir dos mesmos
modelos reais utilizados pelos estudantes com rotas nédo lineares, isto €, modelos matematicos
usando coordenadas cartesianas ou polares, mas sem ir além do modelo matematico base de

matriz de rotacdo e coordenadas polares.

Em ambos os tipos de rotas observa-se estudantes que evidenciam competéncias para
obter resultados matematicos, usando o conhecimento associado ao calculo de razdes
trigonomeétricas e multiplicacdo de matrizes para obter resultados matematicos a partir da
rotacdo de matrizes ou a partir de operagdes aritméticas no caso da utilizacdo de coordenadas
polares. Para além disso, estes resultados séo interpretados por todos os grupos, comunicando
o significado das coordenadas cartesianas ou polares obtidas para diferentes vetores rodados
no contexto da tarefa. No entanto, s6 num grupo, pertencente aos grupos de rotas ndo lineares,
é evidenciada a validacao de resultados, utilizando o GeoGebra para verificar que distintos
valores de um pardmetro geram os distintos vetores rodados associados aos distintos graus
académicos mencionados no contexto da tarefa. A falta de validacédo de resultados por parte
da maioria dos estudantes da turma est& associada a natureza do modelo escolhido, pois 0s
estudantes que utilizam um modelo de matrizes de rotacdo confiam em que este modelo esteja
bem construido, por ter sido facilitado pelo professor da turma em aulas anteriores. Por sua
vez, 0s estudantes que constroem modelos baseados em coordenadas polares ndo sentem a
necessidade de validar o modelo, porque seus resultados matematicos ja especificam o angulo

de rotacdo.

Em termos de aprendizagens, a turma toda evidencia aprendizagens referentes ao
conceito de vetor em IR? como segmento orientado em coordenadas cartesianas ou polares.

Aprendizagens referentes a operagdes entre vetor e matriz sdo mobilizadas pela maior parte
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da turma e as aprendizagens sobre coordenadas polares sdo evidentes nos restantes
estudantes. A utilizacdo de representacdes geométricas de vetores é mobilizada por metade
dos estudantes da turma para esquematizar o modelo real, sabendo localizar vetores
adequadamente para angulos especificos. No entanto, aprendizagens referentes a
determinacdo da medida do angulo entre dois vetores a partir das suas coordenadas
cartesianas ndo foram evidenciadas na tarefa de modelagéo, 0 que se repercutiu em que a
maior parte da turma ndo validasse resultados reais, mesmo sabendo como calcular o angulo.
Para além disso, os estudantes que mobilizam aprendizagens para trabalhar matrizes de
rotacdo nao refletem sobre a arbitrariedade do vetor v na equacdo w = Av, assumindo que
v pode ser qualquer vetor, mas sem dar justificacdes adequadas. Essa falta de reflexéo esta
associada a tomarem um modelo j& construido em aulas anteriores sem uma compreensao
total por parte do estudante das condi¢cbes consideradas na construcdo desse modelo. Para
além disso, um grupo evidencia dificuldades na escrita matematica, confundindo a notacéo
de vetor com a notacdo de uma matriz, possivelmente por ser a matriz referida como matriz

de rotacdo, a qual esta associada a vetores.

A tecnologia, que foi mobilizada s6 por um grupo, foi utilizada com uma funcionalidade
diferentemente das tarefas anteriores, nomeadamente para validar resultados reais e,
portanto, 0 modelo matematico construido. Embora o modelo matemaético utilizado por estes
estudantes seja simples e ndo seja necessario utilizar tecnologia para verificar a validade do
modelo matematico, os estudantes mobilizam a tecnologia mais como um meio de exploracéo
do software, para aprenderem a utilizar tecnologia para modelar. Portanto, nesta tarefa a
tecnologia teve uma funcionalidade mais formativa ligada ao desenvolvimento de
competéncias para modelar com software e ndo como ferramenta de ajuda para simplificar

calculos como nas tarefas anteriores.

No que se refere aos resultados da tarefa de antecipacdo em contraponto com 0s
resultados da tarefa de modelacdo, o facto de todos os estudantes terem mostrado
aprendizagens para calcular o angulo entre dois vetores em coordenadas cartesianas na tarefa
de antecipacdo, reforca a circunstancia de ndo terem validado resultados reais na tarefa de
modelacdo. Especificamente, sabem determinar o angulo entre dois vetores, mas ndo sentem
a necessidade de calcular angulos para validar resultados por confiarem num modelo que foi

proporcionado pelo professor.
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Por ultimo, o facto de todos os estudantes conseguirem evidenciar competéncias para
interpretar resultados matematicos e terminarem o seu processo de modelagdo com a
exposicdo desses resultados, mesmo sem serem validados em varios grupos, permite inferir
que nesta tarefa os estudantes evidenciam uma maior mobilizacdo de competéncias de
modelacdo em relacdo as tarefas anteriores. 1sso podera estar associado ao facto de terem
construido modelos matematicos que ndo requerem célculos dificeis, mas também a

experiéncia adquirida no processo de modelacao apds duas tarefas trabalhadas previamente.

6.4 Tarefa TM4: senhas de acesso bancario

6.4.1 Tarefa de antecipacéo

A quarta tarefa de antecipacdo (Anexo B4) pretendia que os estudantes trabalhassem
com vetores em IR5 dependentes de um parametro e com subespacos de matizes 2 X 2,
objetivando mobilizar os conceitos de conjunto gerador de um subespaco Vvetorial,
combinagdo linear, independéncia linear, e relagbes entre 0s conceitos anteriores para
identificar uma base do subespaco. A resolucédo da tarefa, conformada por uma questdo com
utilizacdo de tecnologia (Q1) e uma questdo sem utilizacdo desta (Q2), evidenciou a
capacidade de toda a turma para trabalhar apropriadamente com o Mathematica, utilizando-
0 para determinar vetores base de subespacos de IR™. A titulo de exemplo, apresenta-se um
extrato da resolucdo de Mateus e Xavier (Figura 6.39a, 6.39b), estudantes que, da mesma
forma que os restantes grupos, utilizam corretamente o Mathematica para encontrar 0s

valores do pardmetro k que definem uma base para o espaco coluna da matriz da tarefa.

k @ 10 1
2 k 2 -10
m = 8 1 1 0 k
-1 1 @8 1 2
1 -1k -21
Factor[Det[m] ]
k,®,1,@,1), (2,k, 2, -1,@), (@, 1,1,@, k), (-1,1,@,1,2}, /1, -1, k, -2, 1}]
-(1-k+i2) (-T42k+K?)

Figura 6.39a. Trabalho de antecipacdo de Mateus e Xavier na Q1.
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Figura 6.39b. Trabalho de antecipacdo de Mateus e Xavier na Q1.

Mateus e Xavier utilizam as ferramentas Det[ ] e Factor[ ] do Mathematica para calcular
0 determinante da matriz “m” e expressa-lo em forma fatorizada (Figura 6.39a),
simplificando sobretudo o célculo demorado do determinante da matriz. Posteriormente,
estes estudantes continuam seu trabalho sem utilizacdo de tecnologia (Figura 6.39b),
definindo a expressdo (k? — k + 1) (k? + 2k — 7) = 0 para encontrar os valores que anulam
o determinante, dando fim a sua resolucdo ap6s mencionarem acertadamente que “quando
k # +1+ 22, k # —1 — 2+/2 o conjunto C é uma base de IR>”. O facto de toda a turma
encontrar estes valores de k, que fazem das colunas da matriz m uma base de IR>, evidencia
dois aspetos: 1) os estudantes dominam propriedades que relacionam a independéncia linear
de vetores em IR™ com o determinante da matriz conformada pelos vetores em colunas, em
particular, det(A) = 0 implica dependéncia linear de vetores; e 2) os estudantes reconhecem
que cinco vetores linearmente independentes pertencentes a IR> formam uma base para IR®.
Neste sentido, identifica-se que todos os estudantes mobilizam conhecimentos associados a
propriedades ou teoremas da algebra linear que conectam conceitos da unidade de Espacos
Vetoriais com outras unidades, como a unidade de Determinantes, para determinar quando

um conjunto de vetores € uma base.

Em referéncia a segunda questdo, orientada para encontrar uma base de um subespaco
de matrizes 2x2, quatro grupos de estudantes sdo capazes de definir um conjunto gerador
para 0 subespaco de matrizes apresentado na tarefa; sete grupos sdo capazes de reconhecer
independéncia linear de matrizes; e oito grupos evidenciam reconhecer bases para o

subespaco de matrizes, referindo terem um conjunto gerador linearmente independente.
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Assim, a maioria de estudantes recorre novamente a teoremas de espacos vetoriais para
definir uma base de um subespacgo, embora se deduza dos dados anteriores que a maioria dos
estudantes ndo sabe definir conjuntos geradores para subespacos de matrizes. Tal é o caso de

Marcelino e Estela, cuja resolucdo é mostrada na figura 6.40.
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[Por igualdade de matrizesa = 0,b = 0,5a+ b =0,3a—2b =0
= 0 conjunto é linearmente independente]

Figura 6.40. Trabalho de antecipacdo de Marcelino e Estela na Q2.

Marcelino e Estela definem incorretamente a base candnica do espago vetorial
M (IR, 2x2) como sendo a base requerida para o subespaco de matrizes 2x2 apresentado na
tarefa, pois ndo apercebem de que as matrizes canodnicas do espaco M(IR,2x2) néo
satisfazem as condicdes ¢ = 5a + b, d = 3a — 2b definidas para o subespaco de matrizes
para 0 qual se quer encontrar uma base. Assim, evidencia-se uma dificuldade associada a
entidade matematica do conceito de conjunto gerador, em particular em reconhecer que 0s

elementos de um conjunto gerador devem pertencer ao subespaco vetorial gerado.

6.4.2 Competéncias de modelagédo e aprendizagens de conceitos

Compreensao e simplificacdo/estruturacdo da tarefa

A turma evidencia competéncias necessarias para compreender a tarefa (Anexo C4) em
termos de vetores em IR™, associando as componentes do vetor aos algarismos de senhas de
acesso bancario. Os estudantes mencionam o tipo de caracteres que poderiam ser utilizados
com a ajuda dos vetores, alguns incluindo so letras e nimeros, outros incluindo também
simbolos e mais ou menos caracteres, no modelo de senha bancéria. Neste sentido, a
consideragdo ou ndo das distintas estruturas escolhidas para o modelo real facilita ou
complica a criagdo do modelo matematico e a0 mesmo tempo modelos reais com mais

caracteres envolvem uma maior quantidade de combinagcbes entre os caracteres que
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conformam a senha bancéria. Logo envolvem a criacdo de senhas bancarias de maior

seguranca dentro do contexto da situagdo problema.

Dentro dos grupos que decidem formular modelos reais com distintos tipos de caracteres
esta o grupo de Fabricio e Mauricio, mencionando na sua resolucao da tarefa: “pensamos na
criagdo de um sistema de variaveis que contenha numeros, simbolos e letras (maiusculas,
minusculas) operados mediante vetores, dando como resultado uma senha diferente por
operacao”. Na resposta dada por esses estudantes na resolugdo escrita, identifica-se uma
associacdo feita entre senhas e vetores para armazenar, pelo menos, numeros e letras,
conforme solicitado na situacao problema. Fabricio e Mauricio mencionam “operar mediante
vetores” para se referirem a criagdo de algum tipo de modelo real que lhes permita obter
diferentes senhas mediante conceitos que envolvam vetores em IR™. Percebe-se que estes
estudantes pensam na mobilizagdo do conceito de combinagdo linear para adicionar
diferentes vetores e criar assim vetores novos a partir dos quais definirao as senhas. De facto,
a mobilizacéo do conceito de vetor veio em conjunto com o conceito de combinacéo linear e
conjunto gerador, conceitos que, de maneira implicita ou explicita, todos os grupos utilizam
para obter as diferentes senhas, a exce¢do do grupo de Martim e Fabiana, estudantes que se

limitam a usar 0 ao conceito de vetor, conforme mostra a figura 6.41.

. -
Se define un veror  cuyes entradwy  an de ta forna O - -

\-w £ e Wame®  Ledvio -

y ¢ ftpesentan (s ledeay ge  a-t  COA namerOs cel oo a7

[define-se um vetor cujas entradas sejam da forma a: _, _, _, _
e representam-se as letras de a até z com os numeros de 1 até 27]

Figura 6.41. Modelo real e matemaético de Martim e Fabiana.

Martim e Fabiana mobilizam vetores em IR* para guardar informagcao aleatdria, gerando
assim senhas com quatro caracteres, compostos por numeros e letras, nomeadamente fazendo
corresponder a primeira e terceira componente numérica do vetor com numeros aleatérios
entre 1 e 9, e a segunda e quarta componente numérica do vetor com nameros aleatérios entre
1 e 27, os quais posteriormente sdo codificados com letras do abecedario. Este modelo,
embora satisfazendo as condi¢cdes de senhas do problema, limita a mobilizacdo de

conhecimentos dos estudantes, pois conceitos vitais como o conceito de combinacéo linear e
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base de um subespaco vetorial ficam esquecidos, tornando a tarefa pobre em relacdo com o

que se esperava da sua resolucéo e que sim conseguiram fazer os outros estudantes.

Em geral, a compreensdo da situagdo problema foi uma atividade bem-sucedida em
pouco tempo pelos estudantes, evidenciando-se reconhecerem informacgdo relevante do
enunciado para fazer suposicGes sobre as componentes de um vetor associado ao seu modelo
real. Neste sentido, a compreensdo da situagdo problema nédo gerou dificuldade para os
estudantes, o que pode estar associado a Vvarios aspetos: 1) terem adquirido j& certa
maturidade no trabalho com tarefas de modelagédo ao chegar a quarta tarefa de modelacéo; 2)
ser solicitado no enunciado da tarefa utilizar vetores para a resolucdo da tarefa; 3) terem lido
e refletido sobre o enunciado da tarefa previamente ao trabalho de resolucdo na sala de aula;
e 4) ja terem vivido uma experiéncia semelhante com a segunda tarefa de modelacéo,

nomeadamente serem convidados a codificar.

Com excecdo de Martim e Fabiana, os estudantes estruturam a tarefa utilizando um
conjunto gerador de vetores, a maior parte (cinco grupos) recorrendo a bases candnicas dos
espacos vetoriais IR*, IR, IR® ou a bases ndo candnicas dos espacos IR?, IR3, IR®. Neste
sentido, a maior parte opta por modelos que os levam a formular senhas bancarias com maior
probabilidade de seguranca, dado que as bases correspondem, em geral, a espacos de maior
dimensao, logo as senhas geradas tém maior quantidade de algarismos, portanto, um maior

namero de combinagfes para a mesma variedade de caracteres utilizados.

O modelo de Fatima e Heitor faz parte da categoria de modelos reais que aludem a bases
canonicas de espacos vetoriais. Parte da configuracdo do modelo criado por estes estudantes
é observada através da resposta dada por eles na resolucédo escrita da tarefa, nomeadamente:
“as senhas gerar-se-40 mediante a combinagdo linear dos elementos da base candnica de IR®,
as primeiras trés entradas dos vetores do conjunto gerado como letras do abecedario
previamente definidas”. Na resposta de Fatima e Heitor identifica-se uma estrutura ja
definida sobre o modelo matematico que desejam, vetores gerados pela base canénica de IR®
e cuja codificacdo das componentes resulta em vetores senha constituidos por trés letras e
trés numeros. Para além disso, evidencia-se a mobilizacdo do conceito de combinag&o linear,
base de um subespaco vetorial e o conceito de subespaco gerado, os trés mencionados em

forma explicita, embora este Gltimo mencionado explicitamente sO por este grupo, pois 0s
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restantes estudantes utilizam linguagem coloquial para se referir ao subespaco gerado. No
modelo real de Fatima e Heitor os estudantes mencionam a utilizag&o de letras associadas as
primeiras trés entradas numéricas do vetor, sendo estas definidas conforme a correspondéncia

observada na figura 6.42.
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Figura 6.42. SimplificagGes sobre o modelo real,
propostas por Fatima e Heitor.

Interpreta-se da Figura 6.42 que parte das simplificacdes de Fatima e Heitor sobre seu
modelo real referem a utilizacdo de numeros reais para as primeiras trés componentes do
vetor, sendo posteriormente transformado o resultado numérico numa letra especifica do

alfabeto, segundo a correspondéncia definida entre letras e intervalos numéricos.

No que se refere aos grupos, o0s quais propdem bases ndo canonicas de espagos vetoriais,
encontramos o grupo de Mateus e Xavier, cuja base é a Gnica formada por vetores em IR3,
especificamente o conjunto B = {(1,-2,0),(1,1,0),(0,0,1)}. Mateus e Xavier, de forma
semelhante aos outros trés grupos que propdem bases ndo candnicas, fazem uma escolha da
base com certa intencdo de desenho do modelo real, conforme se pode deduzir do comentéario

de Mateus e Xavier na resolucéo escrita da tarefa:

Tem-se em consideracdo que ao realizar as somas dos vetores nao fiquem valores
como a + 4 , sendo a um carécter alfabético, pois isto seria um erro. Por isso a
ultima fila esta formada por dois zeros e um nimero um.

A explicacdo sobre a formacdo do modelo real por estes estudantes refere-se a escolha
especifica dos vetores da base proposta. A base B contém dois vetores cujas primeiras duas
componentes sdo diferentes de zero e a Ultima é zero, e um terceiro vetor cujas primeiras
duas componentes sdo zero e a ultima diferente de zero. A observagdo anterior permite
interpretar que Mateus e Xavier procuram no vetor (0,0,1) a codificago de letras do alfabeto
e nas combinacOes lineares dos vetores (1,—2,0) e (1,1,0) resultados numericos. Desta

forma, definida a combinagdo linear v = (1,—2,0) + y(1,1,0) + «(0,0,1), a terceira
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componente do vetor gerado sempre correspondera ao valor a, ndo havendo cruzamentos
entre letras e nimeros que compliquem a codificacdo das senhas, como por exemplo a
expressdo “a + 4”7, referida pelos estudantes. Os outros trés grupos também tiveram este
cuidado de definir apropriadamente o modelo, evidenciando-se assim competéncias por parte
dos quatro grupos que utilizam bases ndo candnicas para refletir sobre a validade do modelo

matematico no contexto real da tarefa.

Outro aspeto também identificado nos quatro grupos que formulam modelos com bases
ndo canonicas é a mobilizacdo de teoremas da algebra linear para identificar bases de
subespacos. Por exemplo, Mateus e Xavier mobilizam teoremas que relacionam a linearidade
dos vetores do conjunto B com o valor do determinante da matriz formada pelos vetores,
pois, referindo-se aos vetores desse conjunto, mencionam na sua resolucdo escrita que
“calculam seu determinante para determinar a independéncia linear”. Neste sentido,
interpreta-se que Mateus e Xavier calculam o determinante formado pelos vetores da base e
obtém um valor diferente de zero, permitindo-lhes identificar que o conjunto escolhido é
linearmente independente. Posteriormente, para afirmarem que o conjunto B é uma base de
IR3, deduz-se que os estudantes mobilizam aprendizagens sobre teoremas que ligam a
independéncia linear com o numero de elementos do conjunto, nomeadamente conjuntos de
vetores linearmente independentes com n elementos formam bases para IR™ e, em particular,

paran = 3 uma base de IR3.

No que corresponde a dificuldades evidenciadas na atividade de estruturacdo e
simplificacdo do modelo real, foi identificado inicialmente no grupo de Henrique e Diogo
uma utilizacdo informal do conceito de base, conforme pode inferir-se do dialogo

desenvolvido na discusséo grupal realizada entre eles e o investigador:

Henrique: O que fizemos foi um vetor base (sinalizando o primeiro vetor na
expressdo v A w), e este outro vetor w vai possuir os caracteres. Aqui pode ir
qualquer operacdo matematica (sinalizando o simbolo A), e aqui vai o0 conjunto de
senhas gerado (sinalizando o resultado da operacdo v A w ). Para obter caracteres
alfanumeéricos o que fazemos é que alguns nimeros vao ter letras atribuidas, entdo
na hora de realizar a operagdo matematica utilizamos os numeros em vez das letras.
Investigador: Vamos ver. O vetor v é uma base?

Henrique: Sim, é a base.

Investigador: Porque o consideras uma base?

Henrique: Se eu tomar um vetor e lhe realizar operagdes matematicas com outro
vetor, isso vai gerar-me o conjunto de senhas.
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Investigador: Entdo ndo estas referindo o facto de o vetor v ser uma base.
Henrique: Pois, ndo...ndo é uma base, ¢ s6 vetor base, um vetor fundamental que
vai ser operado com outro vetor para gerar as senhas.

Do dialogo anterior evidencia-se uma tentativa de Henrique utilizar o conceito de base
como um vetor que sob alguma operagdo permite gerar outros vetores, ndo tendo de ser a
construgdo com a operagéo escolhida uma combinagéo linear de vetores precisamente. Neste
sentido, o conceito de base de Henrique ndo é o conceito formal de base de um subespaco
vetorial, mas um conceito informal que evidencia o desenvolvimento de competéncias para
a construcdo de um modelo real, mas também algumas dificuldades ligadas a utilizacdo da

linguagem matematica de algebra linear.
Matematizacédo e trabalho sobre o modelo matematico

Todos os modelos matematicos que sdo formulados referem-se a vetores em IR™, sendo
o valor de n que faz a diferenca entre as distintas propostas de modelos matematicos,
conforme aos modelos reais ja referidos. A maior parte dos estudantes formulam modelos
matematicos com vetores de IR® e IR®, enquanto uma minoria utiliza vetores de IR?,
confirmando-se assim uma maior tendéncia dos estudantes a optarem por modelos

matematicos que fornecessem senhas bancarias com maior seguranca.

Excetuando o grupo de Marcelino e Estela, todos os estudantes trabalham o modelo
matematico utilizando tecnologia, nomeadamente a folha de Excel, conforme solicitado no
enunciado da tarefa. Esta indica¢do no enunciado da tarefa resultou num convite para que 0s
estudantes utilizassem ferramentas do Excel para calcular um nimero determinado de senhas
a partir do seu modelo matematico, evidenciando-se que isso fez com que os estudantes
simulassem diferentes combinac@es lineares a partir da base de vetores definida por eles, para
desta forma obter resultados matematicos e, no caso de quatro grupos, as senhas associadas

a tais resultados matematicos.

Olhando para os modelos matematicos propostos pela maior parte da turma encontramos
o0 grupo de Artur e Hugo (Figura 6.43), com vetores de IR®, enquanto que olhando para o
outro extremo encontramos o Gnico modelo construido com utilizacdo de vetores de IR?,

proposto pelo grupo de Emiliana e Francela (Figura 6.44).
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Figura 6.43. Modelo matemético de Artur e Hugo.
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Figura 6.44. Modelo matemético de Emiliana e Francela.

Nas Figuras 6.43 e 6.44 é possivel observar que 0os modelos de ambos os grupos utilizam
uma quantidade determinada de valores para os vetores coordenadas das respetivas bases,
isto é, quer Artur e Hugo quer Emiliana e Francela, restringem, respetivamente, os valores
dos vetores (aq, @y, a3) e (aq, a@y). Isso pode ser interpretado como uma tentativa de obter
resultados matematicos em forma de vetores com a mesma dimensao e sem repeticdo de
senhas para distintos vetores coordenadas.

No caso de Artur e Hugo, o modelo matematico considera as seguintes simplificacdes
mencionadas pelos estudantes na sua resolucao escrita:

Para o resultado de x, atribui-se uma letra mindscula do alfabeto de acordo com a
ordem; para y, uma letra maitscula do alfabeto de acordo com a ordem; para z, uma

letra minuscula do alfabeto de acordo com a ordem; para u, v, w, atribui-se o digito
no local das unidades.

Neste sentido, interpreta-se que as primeiras trés componentes do vetor gerado pelo
modelo matematico de Artur e Hugo sdo nimeros que posteriormente sdo codificados como
letras do abecedario, enquanto as Ultimas trés componentes correspondem a nimeros com
um algarismo. Ainda mais, observando a restri¢ao feita por Artur e Hugo sobre os valores do
vetor de coordenadas (Figura 6.43), é possivel deduzir que os valores numéricos minimos
das componentes do vetor gerado ocorrem quando a; = a, = a3 = 0, obtendo-se o vetor
(0,0,0,0,0,0), enquanto os valores numéricos méximos das componentes do vetor gerado

ocorrem quando a; = @, = a3z = 4, obtendo-se o vetor (24,16,16,20,28,28). Assim,
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considerando que os vetores da base sdo linearmente independentes, o alfabeto tem 26 letras,
e a primeira componente dos vetores gerados terdo valores entre 0 e 24, infere-se que distintos
valores de (aq,a, a3) geram distintos vetores senha. Neste sentido, Artur e Hugo
evidenciam o desenvolvimento de competéncias de matematizagdo para definir um modelo
matematico adequado ao contexto da situacdo problema que ndo repete senhas de acesso
bancério, consequentemente um modelo matematico que liga fortemente a matematica e a

realidade.

No que respeita a0 modelo matemético de Emiliana e Francela, fazendo uma anélise
similar com os valores minimos e maximos das componentes do vetor gerado, observa-se
que o minimo valor gerado pela combinacéo linear dos vetores da base € = {(1,6), (3,6)}
corresponde ao vetor (5,18) e 0 méximo valor corresponde ao vetor (36,96). Ora, a tabela
de codificacdo apresentada por Emiliana e Francela (Figura 6.44) foi desenhada para
codificar a primeira componente do vetor resultante como uma letra, mantendo a segunda
componente como o caracter numérico, pelo que caberia a possibilidade de que a primeira
componente do vetor gerado fosse um nimero inteiro no intervalo [28,36]. Nesta linha, a
tabela criada por Emiliana e Francela seria insuficiente para gerar senhas para todas as
combinac@es lineares, pois 0s valores inteiros do intervalo [28,36] ndo possuem letras
associadas na sua tabela de codificacdo. Assim, poderia interpretar-se que Emiliana e
Francela pensaram em recomecar a sequéncia do abecedario para os valores no intervalo
[28,36], ou eventualmente ndo analisaram todos os possiveis vetores que o seu modelo
matematico permitia criar, consequentemente ndo se apercebem da necessidade de

acrescentar correspondéncias entre nimeros e letras na sua tabela.

Embora a ndo codificacdo de certos valores numéricos em letras resulte numa limitagdo
do modelo de Emiliana e Francela, elas sdo capazes de mobilizar aprendizagens acerca da
independéncia linear de vetores para formar o conjunto C = {(1,6), (3,6)}. Efetivamente,
Emiliana e Francela variam a primeira componente dos vetores do conjunto C e fixam a
segunda componente, garantindo desta forma a independéncia entre os vetores do conjunto
C, os quais sendo dois vetores formam uma base para /R?. Para além disso, a escolha dos
valores do vetor de coordenadas (a4, a,), associados a base C ajudou a que a segunda

componente do vetor gerado ficasse formada por nimeros com dois algarismos, garantindo
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que os resultados reais, ou seja, as senhas, ficassem todas formadas por trés caracteres: uma

letra seguida de dois algarismos numéricos.

Os modelos matematicos de todos os estudantes consideraram alguma tabela propria
para codificar algumas das componentes dos vetores gerados, gerando assim as senhas
bancarias formadas, pelo menos, por nimeros e letras. Para gerar esses vetores, €, portanto,
trabalhar sobre 0 modelo matematico para obter resultados matematicos, a utilizagdo da folha
de Excel foi fundamental, permitindo aos estudantes desenvolver competéncias para
trabalhar com tecnologia na geracao de varias senhas. Nas figuras 6.45 e 6.46 pode observar-
se, respetivamente, os modelos computacionais desenhados pelo grupo de Artur e Hugo e

pelo grupo de Emiliana e Francela.

i he fe =SE(H1=0;"a";(SE(H1=1;"b";(SE(H1= 2;"c";(SE
(SE{H1=] ;(SE{H1=1 "
ABCDEF G H | J K L M
1 3 2 1 16 q 1 Letra por numero Passl bCb233
2 1 1 2 11 L Letra por numero Pass2 sKk468
3(312231 =10 k Letra por niimero Pass3  fHT21
4 2 1 2 14 4 Nimero por numero del 0al & Pass4 mGgz%1
g 1 3 3 18 8 Nimero por numero del 0al & Pass5  NI612
B 2 2 3 1% 9 Nimero por numero del 0al & Pass6  sIm287
7 Pass7  kHg912
3 Contraseiia qLk489 Pass8 eCelfd
g Pass9  hIh833
10 Passl0 983
11 Paszll shm3ill
12 Paszl? mEkEG3
13 Paszl3 R38R
14 Passl4 vPpiT6
15 PasslS [Ef768

Figura 6.45. Modelo matemaético de Artur e Hugo.

3 - fi =D1+D4

A B C D E F
1 1 8
2 8 6 48
3 14 |
4 3 i 60
5 2 6 12
6
7
8 1 18
9 18 6 108 24
10 120
" 3 i
12 2 6 12
13

Figura 6.46. Modelo matematico de Emiliana e Francela.
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O modelo computacional de Artur e Hugo mostra os vetores da base definida nas colunas B,
D, F da célula de Excel multiplicados pelas componentes do vetor de coordenadas associado
a base definida nas colunas A, C, E. As componentes do vetor de coordenadas sdo geradas
com a funcdo aleatoria de Excel, dando origem a um vetor numérico gerado pela combinacéo
linear (coluna H) e a0 mesmo tempo a uma senha associada ao vetor numerico gerado (coluna
). Os estudantes vao obtendo diferentes senhas ao mudarem os valores aleatorios do vetor
de coordenadas e copiam os valores das senhas obtidas na coluna M até criarem vinte senhas,
conforme solicitado na tarefa. Analogamente, 0 modelo de Emiliana e Francela utiliza a
funcdo aleatoria do Excel para obter os valores das componentes do vetor de coordenadas
(coluna A) na base definida (coluna B), embora, neste caso, gerando varios vetores numericos
simultaneamente (coluna F), ainda que sem gerar senhas no Excel. Desta forma, ambos
grupos evidenciam desenvolver modelos computacionais suficientemente eficientes para a
determinacéo rapida de varios vetores numéricos gerados pela combinacéo linear dos vetores
da base definida no seu modelo matematico (Figura 6.43, Figura 6.44). Observa-se certa
vantagem e limitagdo de um modelo sobre o outro em termos de resultados reais,
nomeadamente: calculo direto de senhas bancérias, mas ndo calculo simultaneo de mais duma
senha (Figura 6.45); calculo simultdneo de mais de um vetor numérico, mas nao céalculo

direto de senhas bancérias (Figura 6.46).

Em geral, dos nove grupos de estudantes que utilizam o Excel para obter resultados
matematicos, cinco grupos formulam modelos computacionais que fornecem
simultaneamente resultados reais, isto , senhas bancérias, evidenciando-se a mobilizacao de
ferramentas da folha de Excel por parte da maior parte dos estudantes para ir mais além de
simplificar o calculo de operacGes matematicas. Contudo, alguns dos grupos de estudantes
que utilizam tecnologia manifestam terem tido dificuldade inicialmente para trabalhar com a
folha de Excel; tal foi o caso de Fabricio e Mauricio, mencionando no relatério da sua
resolucdo que “a utilizagao do Excel foi uma dificuldade, pois ndo se tinha utilizado antes
durante a disciplina”. Neste sentido, o Excel foi visto como uma dificuldade por ndo saberem
que ferramentas do software mobilizar para a programacdo do modelo matematico. No final,
esta dificuldade foi ultrapassada por este grupo e pelos outros que também a manifestaram,

pois 0 conhecimento compartilhado entre os distintos membros dos grupos de trabalho sobre
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as ferramentas do Excel ajudaram a que estes grupos pudessem realmente programar 0s seus

modelos computacionais.
Interpretacéo e validagao de resultados

A interpretacdo de resultados matematicos foi uma competéncia evidenciada por todos
0S grupos, com excecao do grupo de Martim e Fabiana, Unico grupo que obtém resultados
computacionais através da folha de Excel (Figura 6.47), mas sem chegar a interpreta-los

como senhas bancarias.
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Figura 6.47. Modelo computacional desenvolvido por Martim e Fabiana.
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O modelo computacional de Martim e Fabiana utiliza a funcéo Aleatorioentre( ; ) para
calcular nimeros inteiros no intervalo [0,9] nas colunas B e D, e nimeros inteiros no
intervalo [1,27] nas colunas C e E, tendo que ser os numeros destas Gltimas colunas
codificados posteriormente como letras segundo o modelo matematico proposto (Figura
6.41), aspeto ndo realizado pelos estudantes. Assim, Martim e Fabiana terminam o seu
processo de modelacdo com a geracdo dos resultados computacionais, evitando uma
interpretacdo de resultados que, embora simples de seguir, ndo foi efetuada. Talvez a
“simplicidade” do modelo matematico seja a razdo pela qual Martim e Fabiana nao sentem a
necessidade de interpretar resultados computacionais em termos de senhas, sendo essa a
diferenga para com os restantes modelos matematicos que sdo criados a partir de

combinagdes lineares de vetores.

No que corresponde a validacdo de resultados reais, sO quatro grupos validam senhas
bancarias no contexto da situacdo problema, embora todos os modelos matematicos
construidos produzam senhas em concordancia com as condi¢cdes propostas na situacgao
problema. Esse facto ficou evidenciado nas resolugdes escritas dos estudantes e também

durante a discusséo coletiva da tarefa conduzida pelo investigador:
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Investigador: Observei que todos vocés definiram distintos modelos matematicos.
Acham que esses modelos poderiam servir se, por exemplo, fosse solicitado senhas
com a metade ou o dobro da quantidade de caracteres pedido nesta tarefa?

Tiago: Eu acho que sim, teriamos s6 de reduzir a quantidade de entradas dos vetores
da combinacdo linear se quiséssemos senhas com menos caracteres, ou aumentar a
quantidade de entradas se quiséssemos senhas com mais caracteres.

Emiliana: Sim, realmente é s6 adaptarmos os vetores da base como diz o
companheiro ou o range dos “alfas” (referindo-se ao vetor de coordenadas da base).

A resposta dada pelos estudantes evidencia estarem conscientes de que o modelo
matematico deve ser adaptado, quer modificando os vetores do conjunto gerador, quer
modificando o intervalo das componentes do vetor de coordenadas, referido por Emiliana
como “alfas”. Tiago faz parte dos grupos que ndo chegou a validar o seu modelo matematico,
embora a resposta mencionada por ele no didlogo mostra competéncias para validar o modelo
matematico proposto. Neste sentido, ele e os seus colegas que ndo validaram os resultados
reais ndo sentiram necessidade de confirmar de forma escrita as senhas obtidas no contexto

da tarefa, mas fazem uma validacdo do seu modelo a nivel interno ou conceptual.

6.4.3 Rotas de modelacao

As rotas de modelacao das resolucdes desta tarefa sdo agrupadas em trés classes: 1) rotas
n&o lineares que terminam no resto do mundo (G1, G3, G4, G6, G7, G8, G9, G10); 2) rotas
lineares que terminam no mundo da tecnologia (G5); e 3) rotas lineares que terminam no
resto do mundo (G2). Dentro da primeira categoria encontramos a maior parte dos grupos,
desenvolvendo rotas que transitam pela fase do modelo real e do modelo matematico duas
vezes e a passagem pelo mundo da tecnologia numa ocasido, terminando a rota na situagao
real. Na segunda categoria, encontramos s6 um grupo, o qual ndo mobiliza aprendizagens de
combinacg6es lineares de vetores no seu modelo matematico, transitando pelo mundo da
tecnologia com uso da folha de Excel, mas sem ir mais além da obtencdo de resultados
computacionais. Por ultimo, na categoria das rotas lineares que terminam no resto do mundo
encontramos o Unico grupo que ndo transita pelo mundo da tecnologia para trabalhar no seu
modelo, terminando a sua rota na fase dos resultados reais. Como exemplo, analisa-se uma
das rotas ndo lineares (G8) e uma rota linear (G5), sendo rotas que se caraterizam,
respetivamente, por transitar pelo mundo tecnolégico e validar resultados, e, contrariamente,

ndo transitar pelo mundo tecnolégico nem validar resultados.
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Artur e Hugo (G8) conformam um dos grupos com rotas de modelacdo nédo lineares,
sendo também um dos grupos que utiliza vetores que pertencem ao espaco vetorial com a

maior dimensdo, IR®. A rota de modelacgdo destes estudantes é mostrada na figura 6.48.
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Figura 6.48. Rota de modelacdo de Artur e Hugo.

O processo de modelacdo de Artur e Hugo comeca com a compreensao da situagédo de
criacdo de senhas bancérias (P1). Estes estudantes, na resolucdo escrita, mencionam uma
frase que evidencia a compreensédo da situagdo problema: “Nesta situac¢do, é necessario criar
um gerador de senhas a partir do conhecimento algébrico que temos. Essas senhas devem ter
pelo menos numeros e letras do alfabeto”. A frase referida evidencia que Artur e Hugo
identificam informacé&o relevante na situacdo problema, o que responde a competéncias para

compreender a tarefa.

A seguir, utilizando seu “conhecimento algébrico”, formulam um modelo real (P2),
pensando inicialmente em matrizes e nos vetores que a conformam para criar senhas,
conforme mencionado em seu relatorio escrito: “A partir do que possuimos, é possivel criar
uma matriz que, uma vez decomposta em seus vetores, e multiplicados estes por um escalar,
podem ser obtidos diferentes resultados associados a senhas”. Neste sentido, 0 modelo real
proposto por Artur e Hugo refere a utilizagdo de uma combinacéo linear dos vetores coluna
de uma matriz, sendo os resultados destas combinacdes lineares transformados em senhas,
pelo que existe uma mobilizacdo de conceitos de algebra linear para trabalhar a tarefa e
evidéncia de competéncias para simplificar e estruturar o modelo real. Em particular, como

parte das simplificagOes realizadas antes de matematizar o modelo, Artur e Hugo propdem
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utilizar vetores em IR® para gerar as distintas combinacdes lineares, sendo codificados os

vetores numéricos obtidos como senhas que respeitam a correspondéncia seguinte:

Primeiro caracter: 0 - a,1 - b,2 > ¢,3>d,4—->¢,5->f,..,25>5 2
Segundo caréacter: 0 - A,1 - B,2—->(C,3->D,4—->E5-F,..,25->Z
Terceiro caracter:0 - a,1 - b,2 >c¢c,3->d,4—-¢,5>f,.., 25>z
Quarto caracter: 0 - 0,1 - 1,...,9 > 9,u = 10 - umod (10)

Quinto caracter: 0 - 0,1 - 1,...,9 - 9,v > 10 - v mod (10)

Sexto caracter: 0 - 0,1 - 1,..,9 -9, w > 10 - w mod (10)

Nesta correspondéncia o termo v mod (10) Ié-se como fungéo resto em modulo 10, o
que significa que o modelo real de Artur e Hugo propfe que a quarta, quinta e sexta
componente dos vetores gerados sejam codificados como ndmeros com um algarismo: o resto

da divisdo dos nimeros u, v,w por dez.

Feitas as simplificagcdes anteriores, Artur e Hugo matematizam o seu modelo real (P3),
dando origem ao modelo matemético que foi apresentado na figura 6.43. Embora estes
estudantes ndo mencionem a independéncia linear, a maneira como utilizam arranjos dos
nameros 1, 2, 3 na matriz de vetores escolhida, sugere uma intencdo de procurar uma
independéncia linear dos vetores coluna. Antes de utilizarem a folha de Excel para programar
o0 seu modelo matematico, Artur e Hugo voltam ao modelo real para pensar em acrescentar
mais colunas ao modelo (P4), embora desistam desta possibilidade (P5), tal como ficou

evidenciado numa das discussdes em grupo:

Investigador: Pensaram alguma outra proposta de modelo?
Hugo: Sim, pensamos em acrescentar mais colunas, mas consideramos que isso
tornaria mais complexo resolver o problema.

Interpreta-se da resposta de Hugo que acrescentar colunas a matriz definida ocasionaria
mais calculos e, portanto, mais trabalho que preferem evitar, decidindo prosseguir e transitar
pelo mundo da tecnologia com base no seu modelo matematico inicial (Figura 6.43). Artur e
Hugo criam um modelo computacional na folha de Excel (Figura 6.45-) que evidencia esse
transitar pela tecnologia (P6), gerando diferentes nimeros aleatorios como parte do trabalho
que realizam com o modelo computacional (P7). Com cada terno de nimeros aleatérios, isto

é, cada vetor de coordenadas associado a base de vetores coluna, logram criar um vetor
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numérico (P8) e, simultaneamente, uma senha (P9), conseguindo criar varias senhas (coluna

M Figura 6.45) quando mudam os valores do vetor de coordenadas.

Garantido o trabalho de gerar senhas com o Excel, Artur e Hugo retornam ao modelo
matematico (P10), utilizando-o para exemplificar como se realiza a geracao de senhas obtidas

com a folha de Excel (Figura 6.49).
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Figura 6.49. Resultados matematicos e reais obtidos por Artur e Hugo.

Artur e Hugo trabalham matematicamente sobre o0 modelo (P11), com o caso particular
do vetor de coordenadas (0,1,2), obtendo o resultado matematico (4,5,4,5,9,8). Este
resultado é imediatamente interpretado (P12) a partir das correspondéncias de codificacao
salientadas atras, para assim obter a senha (eFe598). De modo anélogo, os estudantes obtém
a senha (mHi023) com outro vetor numérico, evidenciando também competéncias para
validar estes resultados reais quando mencionam na sua resolugdo escrita que “considerando
as etapas anteriores e o0 modelo proposto, pode-se dizer que o uso de vetores colunas
multiplicados por escalares cumpre o0 objetivo de encontrar possiveis vetores que podem ser
usados para gerar senhas diferentes”. Assim, Artur e Hugo refletem sobre o seu modelo
matematico, sendo capazes de construir um modelo consistente que permite gerar senhas de

acordo com os requisitos da situacdo problema.

No que respeita a rota linear de Martim e Fabiana, mostrada na figura 6.50, observa-se

um processo de modelacdo que termina no mundo da tecnologia.
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Figura 6.50. Resultados matematicos e reais obtidos por Martim e Fabiana.

O processo de modelacao destes estudantes comega com a compreensao da situacéo real:
compreendem o problema e interpretam-no em termos de vetores (P1); fazem simplificacfes
sobre as componentes do vetor que desejam utilizar (P2), neste caso vetores em IR* com
componentes geradas mediante numeros aleatdrios; e matematizam o modelo real (P3). O
modelo matematico construido por estes estudantes (Figura 6.41) é o Unico que ndo utiliza
combinacgOes lineares de vetores, pelo que as aprendizagens mobilizadas se reduzem ao
conhecimento do conceito de vetor em IR™. Martim e Fabiana chegam a programar o modelo
matematico no Excel (P4) e obter vinte vetores diferentes (P5), alguns destes mostrados na
figura 6.47, embora ndo interpretam estes vetores em termos de senhas bancérias, 0 que

podera estar associado a simplicidade do modelo matematico ja referida.

Em geral, os trés grupos de rotas de modelacédo identificados apresentam as seguintes

caracteristicas:

a) Rotas ndo lineares (G1, G3, G4, G6, G7, G8, G9, G10): As rotas destes estudantes

incluem duas transicGes pelo modelo real e pelo modelo matematico, o que é fruto de

0s estudantes pensarem em duas propostas de modelo matematicos com vetores em
IR?, IR3, IR*, IR® ou IR®. Todos estes grupos atravessam o mundo tecnoldgico
utilizando a folha de Excel para obter resultados matematicos e/ou resultados reais de
senhas bancarias, conforme solicitado na tarefa. Estas rotas de modelagédo terminam
na fase da situacdo real (G1, G3, G4, G8, 10), com a exposicao de resultados ou na
fase dos resultados reais (G6, G7, G9). As aprendizagens mobilizadas referem-se aos

conceitos de: vetor em IR™; combinacdo linear; base de um subespaco vetorial; e,
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associado ao conceito de base, o de independéncia linear. Todos estes grupos

evidenciam interpretar resultados matematicos, e quatro deles validam os resultados.

b) Rotas lineares (G2, G5): As duas rotas lineares identificadas evidenciam modelos
matematicos baseados em vetores de IR* (G5) ou IR> (G2). A rota de um dos grupos
(Gb) atravessa pelo mundo da tecnologia com a utilizagéo da folha de Excel, mas sem
ir mais além dos resultados computacionais; enquanto a rota do outro grupo (G2) nao
atravessa 0 mundo da tecnologia, mas termina na fase dos resultados reais. Em
qualquer caso, as rotas aludem a modelos baseados na utilizacdo de modelos
matematicos simples, nomeadamente utilizacdo de combinac6es lineares de vetores
canodnicos (G2) ou utilizagdo de vetores com componentes criadas de maneira
aleatoria (G5). As aprendizagens evidenciadas por estes grupos de estudantes
envolvem o conceito de vetor em IR™ (G2, G5) e 0s conceitos de combinacéo linear
de vetores e de base de um subespaco vetorial (G2). Um destes grupos chega a

interpretar resultados matematicos, embora ndo valide esses resultados.

6.4.4 Sintese

Os resultados analisados na tarefa “contrasefias de acceso bancario” mostraram um
maior desenvolvimento de rotas de modelacdo ndo lineares do que de rotas lineares. Estas
rotas ndo lineares séo caraterizadas pela transicao, de todos 0s grupos, por todas as fases do
processo de modelacdo, evidenciando-se a transicdo pelo modelo real e pelo modelo
matematico mais de uma vez, e a transi¢do pelo mundo tecnoldgico em algum momento do
processo de resolucdo da tarefa. As diferentes transicdes de ida e volta desenvolvidas pelos
grupos nestas rotas ndo lineares permitem evidenciar um maior desenvolvimento de
competéncias de modelacdo, entre as quais encontramos competéncias para: 1) procurar
informagdo disponivel e relevante da tarefa para associa-la com a utilizagéo de vetores em
IR™; 2) construir relagfes entre valores numéricos e letras do abecedario, desenhando tabelas
de codificacéo, para serem utilizadas na interpretacéo de resultados; 3) fazer suposi¢coes sobre
a quantidade de algarismos que deverdo ter as senhas a serem geradas para maximizar a
seguranca das senhas referidas na situacdo problema; 4) reduzir a complexidade da situacéo
problema definindo vetores base apropriados e limitando os vetores de coordenadas na base

escolhida a intervalos adequados de numeros; 5) matematizar o modelo real baseado em
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vetores utilizando notacGes matematicas adequadas e mobilizando conceitos de espacos
vetoriais; 6) obter resultados matematicos variando quantidades definidas para os vetores de
coordenadas, quer no papel, quer utilizando tecnologia, em particular a folha de Excel; 7)
interpretar os valores obtidos a partir do modelo matematico como senhas especificas a partir
das tabelas de codificacdo desenhadas. Para aléem disso, metade destes grupos evidenciam
desenvolver competéncias para validar resultados, refletindo criticamente sobre os valores
que devem ter as distintas entradas dos vetores base utilizados para que o resultado

matematico esteja bem definido como senha valida no contexto real da tarefa.

No que respeita aos grupos com rotas lineares, as competéncias de 1) a 7) sdo também
evidenciadas num dos dois grupos, embora sem evidéncia de competéncias para trabalhar
com tecnologia. O outro grupo evidencia competéncias para trabalhar com tecnologia, em
particular com o Excel, embora sé revele a mobilizacdo das competéncias listadas de 1) a 3).
Contudo, nenhum destes grupos de rotas lineares mostra competéncias claras nos processos
de validacdo dos resultados. Assim, considerando que todos 0s grupos da turma conseguem
construir modelos matematicos adequados ao contexto real da tarefa e baseados em vetores
pertencentesa IR™, n € {2,3,4,5,6}, para além de obter resultados matematicos, parece existir
um processo de validacdo interna ou mental desenvolvido por toda a turma, mesmo nao sendo

evidenciada a atividade de validacdo explicitamente pela maior parte dos estudantes.

Em questdo de aprendizagens evidenciadas, todos 0s grupos evidenciam conhecimento
sobre vetores em IR™, utilizando-os como objetos de codificacdo de senhas, uma vez
definidas tabelas de codificacdo alfanuméricas para fazer corresponder diferentes vetores
numeéricos com diferentes senhas bancérias. A maior parte da turma evidencia conhecimento
sobre o conceito de combinac&o linear e base de um subespaco vetorial, a excecdo de um dos
grupos que percorrem rotas lineares. A mobilizacdo dos conceitos anteriores envolve uma
maior quantidade de modelos matematicos utilizando bases canoénicas de subespagos de IR™,
com valores restringidos para os vetores de coordenadas, buscando a geragdo de um numero
finito e diferente de senhas bancérias. Os estudantes que propdem modelos matematicos com
bases ndo candnicas sdo de grupos que percorrem rotas ndo lineares, definindo conjuntos
geradores de vetores com independéncia linear e aplicando, para além dos conceitos
matematicos mobilizados pelos outros grupos, teoremas de algebra linear que relacionam a

independéncia linear e a dimensdo do conjunto gerador para decidir se constitui uma base.
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No que refere as dificuldades, um grupo evidencia encontrar obstaculos no conceito de base,
associando o termo “vetor base” a um conceito imperfeito de “vetor fundamental ou

principal” e ndo ao conceito formal de base de um subespaco vetorial.

No que respeita a tecnologia, embora vista como uma dificuldade por alguns grupos que
ndo conheciam bem o Excel, ndo foi um impedimento para avancarem no seu processo de
modelag&o, tornando-se por fim num meio de ajuda para obter resultados matematicos, alias
permitido criar varios vetores numéricos gerados por combinacdes lineares de vetores base.
Por sua vez, o Unico grupo que nao utiliza tecnologia consegue também obter resultados
matematicos, embora s6 um vetor numérico. Neste sentido, a folha de Excel constituiu um
recurso relevante para que os estudantes pudessem mobilizar mais conhecimentos de algebra
linear e pudessem obter mais senhas bancérias, consequéncia da facilidade de fazerem
calculos na folha de Excel uma vez criado o modelo computacional. Para além disso, a
utilizacdo do Excel permitiu que alguns dos grupos que desenvolveram rotas ndo lineares
mostrassem competéncias para obter resultados reais por meio do modelo computacional
programado, os quais foram gerados a par dos resultados mateméticos provenientes de

distintas combinaces lineares de vetores.

No que corresponde a tarefa de antecipacdo e a sua compara¢do com o0s resultados da
tarefa de modelagéo, verificou-se que o conceito de combinacdo linear e base de um
subespaco vetorial ndo foram mobilizados por um grupo de estudantes na tarefa de
modelacdo, embora isso sim tenha acontecido esta mobilizacdo na tarefa de antecipacéao.
Neste sentido, a maneira como os estudantes definem o modelo matematico com vetores
conformados por componentes de nimeros aleatérios ndo é consequéncia de carecerem de
aprendizagens de conceitos de algebra linear, mas de optarem por modelos mais simples. Por
outro lado, na tarefa de antecipacdo a maior parte da turma ndo foi capaz de determinar
conjuntos gerados para subespacos de matrizes 2 x 2, e dois grupos ndo mobilizaram
corretamente o conceito de combinacéo linear e base de um subespaco vetorial de matrizes
2 x 2. No entanto, estes grupos revelaram aprendizagens sobre conjuntos geradores,
combinacéo linear e base de subespacos de IR™, quer na tarefa de antecipacgdo quer na tarefa
de modelagéo, interpretando-se que a tarefa de modelagdo ajudou a consolidar essas

aprendizagens relativas a espacos vetoriais em IR™, ndo assim a espacos de matrizes.
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Por altimo, é de referir que esta foi a primeira tarefa onde se evidenciou maior niUmero
de rotas de modelacdo ndo lineares desenvolvidas e mesmo um reduzido nimero de rotas de
modelag&o lineares. A familiaridade com o contexto real de senhas bancérias apresentado na
tarefa, juntamente com o convite de utilizar da tecnologia para obter resultados matematicos,
fez com que os estudantes tivessem idas e vindas no processo de modelagédo, promovendo,
consequentemente, uma mobilizacdo de varios conceitos matematicos associados a unidade

de Espacos Vetoriais em quase toda a turma.

6.5 Tarefa TM5: Visita ao Big Ben

6.5.1 Tarefa de antecipacéo

Na quinta e Gltima tarefa de antecipacdo (Anexo B5) os estudantes trabalharam sobre o
conceito de transformacdo linear. A tarefa propunha quatro questdes referidas a uma
transformacdo T: IR? — IR*, tendo os estudantes de aplicar propriedades de linearidade que
definem a uma transformacéo linear para demonstrar a linearidade da transformacéo T,
mobilizar novamente o conceito de base para determinar uma base para o espago imagem de
T, e mobilizar os conceitos de transformacao injetiva, sobrejetiva e bijetiva para determinar
se a transformacdo T é invertivel. Nas resolucdes escritas dos estudantes foram evidenciadas

as aprendizagens anteriores, embora evidenciando-se dificuldades em algumas das questdes.

No que se refere a primeira questdo, todos os grupos de estudantes mobilizam
conhecimentos sobre as propriedades de linearidade que definem a uma transformacao linear,
nomeadamente verificando que T(0) = 0 e T(a¥ + W) = aT(¥) + T(W), & excegdo do
grupo de Edite e Tiago, que em vez de demonstrar a propriedade T(av + w) = aT(v) +
T (w) demonstram que qualquer imagem mediante a transformacdo T pode ser escrita como
uma combinacao linear de vetores base do espaco imagem de T, como confirma a resolucéo

do grupo mostrada na figura 6.51.
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Figura 6.51. Trabalho de antecipacédo de Edite e Tiago na Q1.

Edite e Tiago provam que T(0) = 0, e em vez de provarem que T'(a? + W) = aT (%) +
T(w), demonstram que T(v) = xv; + yv, = A* v, pelo que se interpreta que estes
estudantes mobilizam conhecimentos sobre teoremas ou propriedades de transformagdes
lineares para demonstrar a linearidade da transformagdo T, evitando assim um maior
trabalho, em comparagdo com os demais estudantes que demonstram a relagdo T (av + w) =
aT (v) + T(w).

No que respeita ao conceito de base, oito grupos de estudantes conseguem encontrar uma
base para o conjunto imagem da transformacéo T, evidenciando-se aprendizagens para obter
a base solicitada a partir dos vetores coluna da matriz associada a transformacao T na base
candnica. No caso dos grupos que evidenciam dificuldades, como o grupo de Henrique e
Diogo, determinam bem o conjunto base, mas respondem incorretamente, conforme se pode

inferir da figura 6.52.
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Figura 6.52. Trabalho de antecipacéo de Henrique e Diogo na Q2.
Henrique e Diogo comegam de forma igual aos outros estudantes da turma, tomando as
colunas da matriz associada a T nas bases canonicas para posteriormente concluir

apropriadamente que tais colunas formam um conjunto gerador de vetores para o conjunto
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imagem de T. No entanto, contrastando com 0s restantes grupos que logram encontrar uma
base, Henrique e Diogo concluem precipitadamente que o conjunto imagem de T é IR,
concluséo incorreta que evidencia dificuldades sobre o conceito de base de um subespago

vetorial, nomeadamente que uma base de IR* requer quatro vetores.

No que se refere a terceira questdo, cinco grupos demonstram ter feito aprendizagens
que lhes permitem identificar transformacdes injetivas e sobrejetivas, e cinco grupos
evidenciam dificuldades em algum destes dois conceitos. Entre os grupos que verificam que
T é uma transformacéo injetiva mas nao sobrejetiva, destaca-se o grupo de Henrique e Diogo,
unico grupo que utiliza a definicdo de funcéo injetiva para identificar que T é injetiva (Figura

6.53), isto é, demonstram que T é injetivase T(v) =T(w) > v =w
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Figura 6.53. Trabalho de antecipacdo de Henrigue e Diogo na Q3.

Os outros estudantes utilizam teoremas sobre dimensdes de subespacos para identificar
transformacdes injetivas e sobrejetivas. Entre os grupos que tém dificuldade para mostrar que
T é injetiva mas ndo sobrejetiva estd o grupo de Artur e Hugo, que ap6s calcularem
apropriadamente uma base para 0 conjunto imagem da transformacéo T, respondem na sua
resolucéo escrita:

N&o é sobrejetiva (referindo a transformacdo T), pois a dimensdo do espago de

partida ndo € igual a dimenséo do espaco de chegada, pelo que o conjunto imagem

Img(T) ndo gerard o espago de chegada. No € injetiva (referindo-se novamente a

transformacéo T), pois a transformacéo vai de IR? a IR*, o que ndo permite que se
tenha uma nulidade igual a zero.

Do relatério, pode observa-se que Artur e Hugo recorrem a propriedades ou teoremas de
algebra linear para identificar transformacdes injetivas e sobrejetivas a partir de dimensdes
de espacos vetoriais. Embora a afirmacdo mencionada pelos estudantes de que T é sobrejetiva

esteja correta, ndo € verdadeira a afirmacdo de que também é injetiva, pois pode verificar-se
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que a transformacdo T satisfaz que Kern(T) = {5} isto €, a nulidade ou nucleo de T fica
formado pelo vetor nulo. Interpreta-se que a resposta de Artur e Hugo, sobre uma
transformacdo de IR? a IR* ndo poder ter “nulidade igual a zero”, remete incorretamente
para a ideia de que ambos os espacos, de partida e chegada, tem de ter a mesma dimenséo

para que T seja injetiva.

Em relacdo a quarta e Ultima questdo da tarefa de antecipacéo, a turma toda evidencia
aprendizagens que lhes permitem determinar que a transformacdo T ndo € invertivel,
justificando com o facto de T ndo ser injetiva e sobrejetiva simultaneamente,
consequentemente aludindo a teoremas que relacionam o facto de uma transformacéo ser

bijetiva se e s6 se a transformacéo € invertivel.

6.5.2 Competéncias de modelagéo e aprendizagens de conceitos
Compreensao e simplificacéo/estruturacdo da tarefa

A tarefa de modelacao “visita ao Big Ben” (Anexo C5 ) foi bem compreendida por todos
os estudantes, identificando-se uma compreensdo da situacéo problema em trés vertentes: 1)
geometria de vetores paralelos (cinco grupos); 2) transformagdes lineares de escala (dois
grupos); 3) transformacdes lineares gerais de IR? — IR? (trés grupos). Estas formas de
compreender a tarefa trazem certas vantagens e desvantagens na fase de trabalhar sobre o
modelo matematico. Por um lado, o trabalho com vetores paralelos e transformacdes de
escala levou os estudantes a simplificarem bastante o trabalho matematico do modelo mas a
mobilizarem poucos conhecimentos de algebra linear. Por outro lado, o trabalho com
transformacGes lineares de IR? — IR?, por meio de um critério algébrico, levou os estudantes
a mobilizarem varios conhecimentos associados a unidade de Espacos Vetoriais, embora
tenha feito com que os estudantes investissem muito mais tempo no trabalho matematico

sobre 0 modelo.

A maior parte dos estudantes compreende a tarefa em termos de geometria vetorial em
IR?, nomeadamente como uma situacdo que envolve segmentos orientados (vetores em IR™)
cuja norma muda proporcionalmente para todos 0s segmentos associados a pontos de uma
mesma imagem. Entre estes grupos, encontramos o de Inés e Casimiro, estudantes que,
quando questionadas sobre os elementos necessarios para resolver a tarefa, mencionam na

sua resolucdo escrita: “€ necessario considerarmos o tamanho da imagem original, assim
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como também o fator que permite transformar a imagem original para a imagem de tamanho
desejado”. A resposta de Inés e Casimiro evidencia um conhecimento sobre o conceito de
escala, referido pelos estudantes como “fator”, conceito que posteriormente utilizam para
construir um modelo real juntamente com o conceito de vetores paralelos, procurando obter

a posicdo de qualquer vetor na imagem original quando esta imagem € ampliada ou reduzida.

No que concerne aos estudantes que compreendem a situacdo problema em termos de
transformacoes lineares gerais, isto €, sem referir-se matematicamente a algum tipo especial
de transformac&o, encontramos Mateus e Xavier, que mencionam na sua resolucao escrita:

Devem definir-se vetores que delimitem o espaco com que se estd a trabalhar.

Assim, deve pensar-se num método para que ao vetor aumentado se possa aplicar

uma operacdo que dé por resultado o vetor reduzido ou vice-versa; pelo que deve
recorrer-se a uma transformacéo linear.

A resposta de Mateus e Xavier evidencia uma mobilizacdo do conceito de transformacao
linear como objeto matematico que permite relacionar elementos entre dois conjuntos, “o
espaco com o que se estd a trabalhar”, isto ¢, vetores associados a pontos de uma imagem

original e vetores associados a pontos da imagem quando aumentada ou reduzida.

De modo semelhante, mas aludindo ao conceito de escala e transformacdo linear,
encontramos o grupo de Fatima e Heitor, estudantes que compreendem a tarefa em termos
de transformagdes de escala. Para Fatima e Heitor deve ser considerada “a relagdo entre as
distdncias dos pontos das imagens, neste caso aumento da escala, para o que se calcula a
expressdo analitica de uma transformagao linear”. Neste sentido, Fatima e Heitor evidenciam
compreender que a situacdo problema pressupde encontrar distancias entre dois pontos na
imagem original e posteriormente ver quanto aumenta ou diminui essa distancia quando a
imagem aumenta ou diminui de tamanho, podendo determinar-se uma constante de escala

associada as transformacGes com expressao analitica T (v) = av.

Entre os modelos reais baseados na geometria de vetores paralelos, encontramos o
modelo de Inés e Casimiro, estudantes que esquematizam o seu modelo através da
representacdo de um quadrado com uma parte a cor (imagem original), conforme observado

na figura 6.54.
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Figura 6.54. Modelo real e matematico, proposto por Inés e Casimiro.

Observando a Figura 6.54, interpreta-se que Inés e Casimiro definem um modelo real
para determinar as novas coordenadas dos pontos do quadrado DRJK apds ser diminuido seu
tamanho e ficar na posic¢do do quadrado DABC. Entre as simplificagdes do modelo real que
se observam por parte destes estudantes estd o facto de fixarem o vértice inferior esquerdo
das imagens como ponto origem para ambos 0s sistemas cartesianos dos quadrados e
representarem as imagens da situacdo real através desses dois quadrados, DRJK e DABC.
Inés e Casimiro e os restantes que produziram esta categoria de modelos mobilizam

aprendizagens referentes ao conceito de vetor em IR™ e ao conceito de vetores paralelos,
reconhecendo que vetores paralelos como DK e DC, definidos sobre as hipoteses aDK =

DC, 0 < a < 1, modificam o tamanho dos vetores originais, mas ndo o sentido ou a dire¢ao
do vetor. Os outros estudantes que criam este tipo de modelo real expressam algebricamente
como calcular o valor de a a partir dos comprimentos do vetor original e do vetor imagem

localizado na imagem amplificada/reduzida, expressando matematicamente a razdo de

imagem aumentada/reduzida

proporcionalidade como a =

imagem original

No que se refere aos modelos reais baseados em transformacdes lineares gerais, um dos
didlogos realizados durante a discussao entre o grupo de Mateus e Xavier e 0 investigador

descreve a construcdo do modelo real desenvolvido por este grupo:

Mateus: Estdvamos pensando nisto, queremos fazer zoom nesta parte do reldgio,
entdo esta vai ser nossa imagem original (Figura 6.55: vista reduzida), quer dizer,
aqui teremos um conjunto de vetores que, apos aplicada uma transformacédo, o que
acontece é aumentar a imagem original. Assim, estdvamos pensando em tomar estes
vetores (sinalizando vetores na imagem da figura 6.55: vista reduzida), que
poderiamos dizer que sdo nossas pré-imagens, e entdo aqui teriamos 0s vetores que
poderiamos dizer que sdo as imagens que a transformacdo vai dar (sinalizando
vetores na figura 6.55: vista ampliada). Assim, a nossa ideia é tomar estas pré-
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imagens como uma base, e como eu sei quais vao ser as imagens, logo se obtém
uma transformagao.

Investigador: Nesse caso, essa base de vetores que mencionas deve estar formada
por quantos vetores?

Mateus: Neste caso, como estamos a trabalhar num plano tem de ser de dimenséo
dois.

Vista reduzida reloje Bigben Vista ampliada reloje Bigben

Figura 6.55. Imagens do Big Ben proporcionadas na tarefa TM5.

A resposta de Mateus e Xavier refere um modelo real que mobiliza aprendizagens de
algebra linear para obter a expressdo analitica de uma transformac&o linear através de um
teorema de algebra linear, nomeadamente as imagens de vetores base determinam a
expressdo analitica duma transformacéo linear através da relacdo T(v) = aT(v,) + bT ().
Esta mesma estratégia fundamentada em teoremas de transformac@es lineares € utilizada
pelos outros dois grupos que adotam esta perspetiva de modelos reais, evidenciando-se serem
0s grupos que mobilizam mais aprendizagens de algebra linear, entre elas o conceito de
transformacéo linear como funcdo de IR™ — IR™, propriedades de linearidade e teoremas
associados a transformacdes lineares, o conceito de base de um subespaco vetorial e

operacdes elementares sobre matrizes.

No que se refere aos grupos com modelos reais baseados em transformaces de escala,
as simplificacdes dos estudantes incluem definir primeiramente o ponto inferior esquerdo da
imagem como a origem do referencial cartesiano, para posteriormente definir variaveis e
parametros para os segmentos orientados da imagem original e recorrer ao modelo
matematico T'(x,y) = a(x,y), modelo associado a transformacdes de escala. O valor de « é
comentado por grupos como Marcelino e Estela, aludindo a transformagdo geométrica que
sofre a imagem original: “a imagem aumentard ou diminuird de tamanho, dependendo de

0 < a <1 (diminuigdo) ou 1 < a (aumento)”. Assim, deduz-se que 0s modelos reais
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utilizados pelos grupos que mobilizam aprendizagens baseados em geometria de vetores e 0s
grupos que mobilizam aprendizagens baseadas em transformagdes de escala apresentam
basicamente a mesma estrutura, diferenciando-se sé pela forma conceptual como é formada

a nova imagem: sob o conceito de vetor paralelo ou o conceito de transformacao linear.
Matematizacdo do modelo e trabalho sobre o0 modelo matematico

Toda a turma revela competéncias para matematizar o seu modelo real, embora nem
todos cheguem a trabalhar sobre 0 modelo matematico. As resolugdes escritas evidenciam
que s6 um grupo de estudantes mostra competéncias para trabalhar matematicamente sobre
modelos matematicos da forma av; = v,, baseados na geometria de vetores; e s6 um grupo
de estudantes manifesta competéncias para trabalhar matematicamente sobre modelos
matematicos da forma T (x, y) = a(x, y), baseados em transformacdes lineares. Ambos tipos
de modelos sdo trabalhados utilizando o GeoGebra para encontrar o valor do parametro «a,

conforme evidenciado a partir das figuras 6.56a, 6.56b, 6.57.

-5

Figura 6.56a. Modelo computacional produzido no GeoGebra
por Henrique e Diogo.
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Figura 6.56b. Resultados matematicos obtidos por Henrique e Diogo.
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Figura 6.57. Resultados matematicos obtidos por Fatima e Heitor.

Na figura 6.56a pode observar-se parte do trabalho realizado por Henrique e Diogo no
GeoGebra, localizando os pontos A e B nos veértices superiores da figura na escala reduzida
(lado esquerdo), e os pontos homdélogos € e D da figura na escala aumentada (lado direito).
Henrique e Diogo, tal como Fatima e Heitor, aproveitam as ferramentas do GeoGebra para
determinar as distancias AB e CD entre pontos homdlogos para posteriormente calcularem
uma constante de proporcionalidade a que permita saber o aumento da imagem (Figura 6.55:
vista ampliada) em relacdo a imagem original (Figura 6.55: vista reduzida). No caso de
Henrique e Diogo as medidas obtidas com o GeoGebra para dois pontos fixos correspondem
a 14.9 unidades de medida na figura ampliada e 1.77 unidades de medida na figura reduzida,

conforme observado na figura 6.56b, resultando numa constante de proporcionalidade a =

14.9

o= 8.42. Desenvolvendo o mesmo raciocinio, Fatima e Heitor obtém uma constante de

. . 6.4 - .
proporcionalidade de a = e 8. Assim, observa-se que ambas as constantes obtidas por

diferentes grupos diferem no valor numérico, mas estao proximas do valor inteiro 8. De facto,
seria esperado que diferentes grupos obtivessem diferentes valores da razdo de semelhanga,
todas a volta do valor 8, pois as medicGes que os estudantes fazem com o GeoGebra
dependem da exatiddo com que marcam os pontos A, B, C, D nas imagens reduzida e
ampliada, e sobretudo na figura reduzida, onde existe maior possibilidade de erro devido ao

tamanho do relégio na imagem.

No que se refere aos modelos matematicos baseados em transformacdes lineares, usando
teoremas da algebra linear, os trés grupos que entram nesta categoria utilizam o modelo
matematico T(v) = aT (v,) + bT (v,), visando obter uma expressdo analitica que permita
encontrar a posicdo w de um segmento orientado na imagem modificada a partir do segmento

orientado homologo v da imagem original. Embora os trés grupos tenham proposto bases
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{v,, 7,} de IR?, s6 os dois grupos que utilizam o GeoGebra conseguiram trabalhar no modelo
matematico até obter resultados matematicos, utilizando-os para expressar T (¥) em termos
das componentes de v. Entre estes grupos estdo Mateus e Xavier, cujos resultados obtidos

com o GeoGebra e resultados matematicos finais s&o mostrados nas figuras 6.57a, 6.57b).
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Figura 6.58a. Resultados computacionais e trabalho matematico
produzido por Mateus e Xavier.
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Figura 6.58b. Resultados matematicos obtidos por Mateus e Xavier.

Mateus e Xavier, tal como o grupo de Artur e Hugo, utilizam o GeoGebra para importar
a figura 6.55 para a vista gréafica do GeoGebra, localizando posteriormente coordenadas de
vetores, visando utilizar estas coordenadas para obter a expressdo analitica de uma

transformacéo linear.

Da figura 6.58a é possivel observar que Mateus e Xavier localizam os vetores v; =
(0.72,0) e v, = (0,0.67) na imagem reduzida do Big Ben e os correspondentes vetores
homologos na imagem ampliada, alias os vetores T(v,) = (7.95,0) e T(v,) = (0,5.3).
Posteriormente formam uma matriz com os vetores v, e v,, reduzindo-a até obter a matriz

identidade e o vetor (O%é) é interpretado como o vetor de coordenadas de algum vetor

v pertencente ao subespaco de pontos da imagem reduzida na base B = {v,,v,}. Este
processo matematico evidencia que Mateus e Xavier escolhem os vetores v, e v, sabendo
que séo vetores paralelos aos vetores candnicos de IR?, e, portanto, vetores que formam uma

base para o subespaco de pontos da imagem reduzida. Mateus e Xavier obtém o vetor

(O%é) com a intengdo de expressar a relacdo matematica T(v) = aT (v,) + bT (v,) em

termos das componentes de v, 0 que se infere da expressdo analitica que obtém, mostrada na
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figura 6.58b, ou seja, deduz-se que (a, b) = (0%%) Assim, Mateus e Xavier recorrem a

um modelo matematico previamente construido, T(v) = aT(v,) + bT (v,), sendo capazes
de desenvolver competéncias que lhes permitissem trabalhar matematicamente sobre o

modelo para obter um modelo matematico especifico que se ajuste a situacdo problema.
Interpretacéo e validagéo de resultados

Os dois grupos de estudantes que desenvolvem modelos baseados em transformacoes
lineares a partir da relacdo T(v) = aT(v,) + bT(v,) evidenciam competéncias para
construir e trabalhar no modelo matematico, mobilizando maior quantidade de aprendizagens
que os restantes estudantes. No entanto, o tempo investido no trabalho matematico sobre
estes modelos podera ter comprometido o tempo que tiveram para interpretarem e validarem
resultados na situacdo real, pois ambos grupos de estudantes ndo evidenciam ter realizado

estes processos.

Na turma, nenhum grupo chegou a validar resultados reais e s6 o grupo de Henrique e

Diogo chegou a interpretar resultados matematicos quando mencionam que “a partir do valor

% ~ 8.41 deduz-se que AB cabe 8.41 vezes em CD*. A interpretagdo de resultados de

Henrique e Diogo considera os valores de 1490 e 177, medidas de distancias entre pontos
localizados na imagem original e na imagem transformada, evidenciando-se que 0s
estudantes sabem comunicar no contexto da tarefa o valor da razdo obtida a partir do

quociente destas distancias.

Henrique e Diogo tentam também validar o seu modelo, embora ndo apropriadamente,

conforme observado na Figura 6.59.
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[Validar: para obter resultados o zoom requer as magnitudes
de AB e CD. Para conseguir projetar as imagens desejadas]

Figura 6.59. Validagéo de resultados argumentada por Henrique e Diogo.

A argumentacéo de Henrique e Diogo nédo evidencia validagéo de resultados, mas uma

argumentacao de compreensao e estruturacédo da situacao problema. Por outro lado, a palavra
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“validar” que os estudantes escrevem antes da argumentacdo que apresentam indica que
foram o Unico grupo que tentou seguir a estrutura das fases do ciclo de modelagéo
matematica. Desta forma, para além da mobilizacdo de aprendizagens de conceitos
matematicos de algebra linear, Henrique e Diogo consolidam dentro das suas aprendizagens
a estrutura do processo “ideal” de modelagao matematica, aspeto que ilustra a importancia
formativa que o trabalho desenvolvido ao longo da experiéncia de ensino teve para estudantes
como Henrique e Diogo, ndo obstante as lacunas verificadas nesta tarefa em validar

resultados.

6.5.3 Rotas de modelacao

Esta ultima tarefa de modelacdo evidenciou a presenca de quatro categorias de rotas de
modelacdo: 1) rotas ndo lineares que terminam no mundo matematico (G8); 2) rotas nao
lineares que terminam no resto do mundo (G10); 3) rotas lineares que terminam no mundo
matematico (G3, G5, G6, G9); e 4) rotas lineares que terminam no resto do mundo (G1,
G2, G4, G7).

Como exemplo, analisa-se uma rota nédo linear (G8) e uma rota linear (G4), sendo rotas
que se assemelham por transitarem ambas pelo mundo da tecnologia e que se diferenciam
pelo tipo de modelo matematico utilizado e por terminarem em diferentes fases do ciclo de
modelacdo, nomeadamente: utilizacdo de modelos matematicos baseados em transformacdes
lineares cujos processos de modelagdo terminam no mundo matematico (G8); e utilizacdo de
modelos matematicos baseados em geometria de vetores cujo processo de modelagdo termina

no resto do mundo (G4).

Artur e Hugo constituem um dos grupos que constroem rotas ndo lineares e utilizam
transformac0es lineares e 0 Unico grupo cuja rota termina no mundo matematico com a

obtencéo de resultados. A rota de modelagéo de Artur e Hugo é mostrada na figura 6.60
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Figura 6.60. Rota de modelacdo desenvolvida por Artur e Hugo.

O processo de modelacdo de Artur e Hugo comeca com a compreensdo da tarefa no
mesmo sentido que o0s outros quatro grupos, isto é, os aumentos ou reducdes de tamanho de
uma imagem podem ser vistos como transformacdes lineares (P1). Todavia, 0 modelo real
de Artur e Hugo é diferente dos demais modelos baseados em transformacg6es lineares. Eles
definem vetores base ndo na direcdo dos vetores candnicos de IR?, mas na direcdo das
“diagonais definidas pelos vértices do reldgio da torre do Big Ben nas imagens fornecidas”
(P2), referindo-se as imagens reduzida e ampliada do relégio fornecidas na tarefa (Figura
6.57). A partir daqui, Artur e Hugo recorrem a relagdo matematica T(v) = aT(v,) +
bT (v,), aprendida em aulas anteriores (P3), optando por trabalhar nesse modelo com a ajuda
do GeoGebra para determinarem uma base {v,, 7,} € 0s respetivos vetores imagem T (v, ),
T (v,) (P4).

Artur e Hugo comegam o seu trabalho com tecnologia da mesma forma que o resto dos
grupos que utilizam o Geogebra, localizando dois segmentos orientados na imagem reduzida
e 0s respetivos segmentos orientados na imagem aumentada para assim identificar

coordenadas (P5), obtendo os resultados observados na figura 6.61a.
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Figura 6.61a. Resultados computacionais obtidos por Artur e Hugo.

Olhando para os segmentos orientados v,,v,, interpreta-se que v, corresponde a
diagonal do relogio que vai do Vvértice inferior esquerdo para o vértice superior direito,
enquanto v, representa a diagonal do rel6gio que vai do vértice inferior direito para o vértice
superior esquerdo. Dado que os vértices do reldégio formam um retangulo, as diagonais
deveriam ter o mesmo comprimento, mas calculando as normas de vy, v,, isto €, ||v4]| =
0.7574 e ||v,|| = 0.8235, obtém valores diferentes. O facto de estas normas de v,, v, ndo
serem iguais, ndo € um indicativo de que Artur e Hugo fizeram calculos errados, mas depende
da exatiddo com que marcam os pontos no GeoGebra, pois, obviamente, o valor de ||v,|| é

proximo de ||v,]|.

Uma vez obtidos resultados computacionais com o GeoGebra, Artur e Hugo voltam ao
modelo matematico T(v) = aT(v,) + bT(v,) (P6), visando obter agora os valores do vetor
de coordenadas (a, b) em termos das componentes de v = (x, y). Pretendem assim obter a
expressdo analitica da transformacdo linear associada a situacdo problema. O trabalho
matematico desenvolvido por Artur e Hugo para obter esta expressao analitica (P7), que

conduz a um modelo matematico especifico, € mostrado na figura 6.61b.
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Figura 6.61b. Trabalho matematico desenvolvido por Artur e Hugo.
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O trabalho matematico de Artur e Hugo estd baseado num conjunto de aprendizagens
que supde primeiramente determinar uma base de vetores para o espaco vetorial do dominio,
neste caso {v,, v,}, seguido de determinar os respetivos vetores imagem T'(v,), T(v,) do
contradominio, para posteriormente expressar qualquer vetor T(v) em termos das
componentes de v utilizando as propriedades de linearidade das transformacdes lineares, isto
év=av, + bv, = TW) =T(av, + bv,) = aT(v,) + bT(v,).

Artur e Hugo executam operacdes sobre linhas na matriz formada pelos vetores da base
{v,, v, } até poderem expressar o vetor de coordenadas (a, b) associado a dita base em termos
das componentes de v, este Gltimo representando um segmento orientado da imagem original.
Apbs substituirem os valores T'(v,) = (4.59,4.5), T(v,) = (—4.55,4.53) (Figura 6.61a) e

_ 204x+224y b= —248x+212y
247 - 247

(Figura 6.61b) na relacdo matematica T(v) = aT(v,) +

bT (v,), Artur e Hugo obtém a expressdo analitica da transformacédo linear procurada, como

se observa na seguinte figura:
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Figura 6.61c. Modelo e resultados matematicos obtidos por Artur e Hugo.

Os resultados matematicos obtidos por Artur e Hugo correspondem a um modelo
particular do modelo matematico T(v) = aT (v,) + bT (v,), nomeadamente um modelo que
se adapta a situacdo problema das imagens do Big Ben, para o qual mobilizaram vérias
aprendizagens de algebra linear ja referidas.

No que se refere as rotas lineares, o grupo de Henrigue e Diogo entram nesta categoria,
sendo o unico grupo de estudantes que interpretam resultados, conforme ja mencionado. A

rota de modelacéo deste grupo de estudantes € mostrada na figura 6.62.
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Figura 6.62. Rota de modelacdo desenvolvida por Diogo e Henrigue.

Inicialmente, Henrique e Diogo associam a situagdo problema com o aumento de
magnitude de um vetor (P1), mencionando na sua resolucdo escrita que: “o zoom € um jogo
de escalas, pelo que se pode determinar dois vetores, um que corresponda a imagem original
e outro que seja medido para o valor que deseja obter”. Neste sentido, Henrique e Diogo
compreendem que o valor associado ao “zoom” duma camara fotografica pode determinar-

se através da razao obtida entre as magnitudes de dois vetores. A partir daqui, 0s estudantes

tomam a decisdo de definir vetores AB e CD para medir a largura do Big Ben em ambas as

imagens (P2), criando assim um modelo real, conforme evidencia o diadlogo a seguir:

Investigador: Entdo, que tém feito por aqui?

Henrique: NOs estamos a pensar medir a distancia que existe daqui até aqui
(sinalizando dois pontos na imagem com menor escala, na Figura 6.55) e depois a
distancia daqui até aqui (sinalizando os pontos homologos na imagem com maior
escala, na Figura 6.55), entdo daqui podemos obter um fator de aumento.

Do diélogo interpreta-se que o modelo real de Henrique e Diogo estd baseado na
geometria de vetores. Para a constru¢cdo do modelo matematico (P3), Henrique e Diogo
fazem-se a si mesmos a pergunta “quantas vezes cabe AB em CD?”, respondendo com a
razéo a = %, 0 que da origem ao modelo matemaético CD = aAB. Para encontrar o valor
numérico de a e, portanto, resultados matematicos que lhes permitam saber a constante de
proporcionalidade entre as imagens, Henrique e Diogo utilizam o GeoGebra (P4),
localizando pontos A4, B, C, D sobre a imagem na vista grafica do GeoGebra (Figura 6.56a),

conforme o resto de grupos que também utilizam a tecnologia.
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Com ajuda do GeoGebra Henrique e Diogo obtém os valores AB = 1,77 e CD = 14,9

(P5), podendo assim calcular posteriormente o valor de @ = 8,41 (P6), correspondente a

razdo de proporcionalidade entre imagens do relogio. Para além disso, Henrigue e Diogo

. . . —_
revelam competéncias para interpretar esse valor matematico (P7), na sua frase “para que AB

tenha o tamanho de CD, o valor do zoom deveria ser 8,417, isto é, eles evidenciam obter

resultados reais que aludem a um fator de escala de aumento, conforme esperado. Finalmente,

Diogo e Henrique déao a sua resposta no contexto da situacao problema (P8), mas sem validar

0s seus resultados reais.

Em geral, os trés grupos de rotas de modelacdo identificadas apresentam as seguintes

caracteristicas:

a)

Rotas ndo lineares (G8, G10): Os modelos matematicos construidos pelos grupos com

este tipo de rota correspondem a modelos aprendidos previamente na disciplina de
Algebra Linear, nomeadamente modelos baseados na relacio matematica T(v) =
aT(v,) + bT (v,). As rotas terminam no mundo matematico com a obtencdo de
resultados matematicos (G8) ou na situacao real com a apresentacdo dos resultados
reais (G10). Ambas as rotas transitam pelo mundo tecnoldgico, utilizando o
GeoGebra para encontrar coordenadas de vetores que posteriormente séo utilizadas
para obter uma expressdo analitica de uma transformacdo linear. Assim, as rotas
destes estudantes percorrem a fase do modelo matematico em duas ocasides, uma
primeira vez na escrita da relacdo T (v) = aT (v,) + bT (v,) e uma segunda vez apés
obterem resultados computacionais, objetivando expressar T(v) em termos das
componentes de ¥ no contexto da situacdo problema. As rotas de ambos os grupos
sdo idénticas, diferenciando-se s6 por uma transicdo a mais desenvolvida por G8, a

transicdo dos resultados matematicos para a situacao real.

Rotas lineares (G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7, G9): Os grupos que desenvolvem rotas
lineares evidenciam modelos que estdo baseados em geometria de vetores (G1, G3,
G4, G6, G9), transformacGes lineares de escala (G2, G7), ou transformagdes lineares
recorrendo a relagdo T(v) = aT(v,) + bT(v,) (G5). As rotas destes estudantes
terminam no modelo matematico (G3, G5, G6, G9), ou na situacao real (G1, G2, G4,

G7), evidenciando-se que s dois grupos sdo capazes de obter resultados matematicos
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(G4, G7), aqueles cujas rotas transitam pelo mundo da tecnologia, utilizando o

GeoGebra para obter razGes de semelhanca.

6.5.4 Sintese

Os resultados desta ultima tarefa, chamada “visita al Big Ben” evidenciaram um maior
desenvolvimento de rotas lineares com apenas dois grupos a realizar rotas ndo lineares. Todos
0s estudantes evidenciam compreender a situagcdo problema da tarefa, reconhecendo que a
mudanca de escala em imagens pode ser tratada como um tipo de transformacdo geométrica
que sofrem os vetores associados a cada um dos pontos da imagem original. Os estudantes
que percorrem rotas ndo lineares evidenciam competéncias para simplificar a situacéo
problema em maior medida do que os estudantes que percorrem rotas lineares, pois 0S
modelos utilizados por estes Ultimos sdo baseados no conceito simples de razdo de
proporcionalidade. Em contrapartida, os estudantes com rotas ndo lineares optam por
construir o modelo matematico utilizando teoremas da algebra linear sobre transformacdes
lineares, nomeadamente a relagdo T(v) = aT(v,) + bT(v,), evidenciando identificar
variaveis-chave nesta relacdo para determinar a expressdo analitica da transformacdo que
descreve a mudanca de escala entre imagens. Na turma, s6 quatro grupos evidenciam
competéncias para trabalhar matematicamente no modelo matematico e obter resultados
matematicos: dois grupos que percorrem rotas lineares e dois grupos que percorrem rotas ndo
lineares. As rotas de modelacdo destes quatro grupos destacam-se por transitar pelo mundo
da tecnologia, utilizando 0 GeoGebra para obter coordenadas de vetores associados a pontos
da figura dada e/ou distancias entre estes pontos. Contudo, sé um grupo de estudantes chega
a interpretar resultados matematicos, comunicando apropriadamente o significado da razéo
obtida como o valor correspondente a uma ampliacdo da imagem original. A validacdo de
resultados revelou-se, uma vez mais, como uma das competéncias em que 0s estudantes
mostram lacunas, evidenciando-se tentativas incorretas de validagdo do modelo matematico,
o que reforca a dificuldade que os estudantes frequentemente tém no que diz respeito a esta

competéncia de modelacao.

No que toca as aprendizagens, evidencia-se que todos os estudantes chegam a mobilizar
0 conceito de vetor em IR? como segmento orientado e alguns o conceito de transformagéo

linear. Os grupos que evidenciam mobilizar mais aprendizagens de algebra linear
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correspondem aos estudantes que desenvolvem rotas néo lineares, cujo modelo matematico
esteve fundamentado na relacdo T(v) = aT(v,) + bT(v,), referente a teoremas de
transformacoes lineares aprendidos pelos estudantes anteriormente. Varias aprendizagens
foram mobilizadas por estes grupos com rotas ndo lineares a partir desse tipo de modelo,
nomeadamente: 1) utilizacdo do conceito de vetor em IR? para determinar a posicdo de
pontos na figura; 2) propriedades de transformagGes lineares para encontrar a expressao
analitica de um modelo matematico ajustado ao contexto da situacao problema da tarefa; 3)
0 conceito de vetor de coordenadas e base de um subespaco vetorial, como parametros de
construcdo do modelo matematicos; 4) operacdes elementares sobre matrizes, para obter
vetores de coordenadas em fung@o de componentes de um vetor posicao; e 5) teoremas sobre
transformacdes lineares, mediante os quais as imagens de vetores base determinam a

expressao analitica duma transformacao linear.

No que respeita aos grupos com rotas lineares, a maioria mobilizou conceitos de vetores
paralelos e transformacdes de escala, partindo do conceito de proporcionalidade para criar
modelos matematicos. Poucos destes estudantes chegam a transitar pela tecnologia, pelo que
a maior parte ndo consegue encontrar o valor da constante de proporcionalidade. Os dois
grupos que o fazem utilizam o GeoGebra para determinar a distancia entre dois pontos
localizados numa imagem e a distancia entre 0s correspondentes pontos na imagem
modificada noutra escala, realizando o quociente entre ambas para obter a razdo. O Unico
grupo que mobiliza a relagdo T'(v) = aT(v,) + bT(v,) evidencia reconhecer que essa
relacdo pode ser utilizada para encontrar a expressao analitica de uma transformacéo linear,
considerando a base candnica de IR? como base do subespaco vetorial associado ao conjunto
de pontos da imagem original. No entanto, este Gnico grupo de estudantes ndo chega a
calcular os valores T'(v,) e T(v,) nem a escrever o vetor (a, b) em termos das componentes
de v, pelo que, por contraponto as rotas ndo lineares, este grupo sé chega a mobilizar as
aprendizagens 1) e 3), dificuldade que pode estar associada a ndo terem utilizado tecnologia
para encontrar os valores T(v;) e T(v,), como fizeram os grupos de estudantes que

percorreram rotas néo lineares.

No que se refere a tecnologia, o desenvolvimento de competéncias para trabalhar o
modelo matematico com o GeoGebra foi indispensavel para que os estudantes pudessem ir

mais longe na construcdo de um modelo matematico e obter resultados matematicos, pelo
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que a tecnologia resultou numa necessidade mais que numa oportunidade para trabalhar no
modelo matematico. Varios estudantes foram capazes de explorar ferramentas do GeoGebra
autonomamente e perceberam no GeoGebra um meio para criar um sistema de coordenadas
cartesianas e determinar, a partir da importacdo da imagem para a janela grafica, as
coordenadas especificas de alguns pontos necessarios para obter resultados matematicos com

o0 modelo criado.

No que se refere a relacdo entre os resultados da tarefa de antecipacdo e esta Gltima tarefa
de modelacdo, foram identificados grupos de estudantes que na tarefa de antecipacédo
evidenciaram dificuldade com o conceito de base de um subespaco vetorial. Esses grupos
constroem modelos matematicos baseados em geometria de vetores, desenvolvendo de certa
forma modelos mais simples em relacdo aos modelos baseados em transformacdes lineares
com vetores base. Neste sentido, aqueles estudantes que evidenciam dificuldades com o
conceito de base parecem evitar construir modelos matematicos baseados em transformacdes
lineares, onde é necessario mobilizar o conceito de base de um subespaco vetorial. Portanto,
esta Ultima tarefa de modelagdo ndo levou a que os estudantes superassem as dificuldades
iniciais encontradas na tarefa de antecipacdo, mas o contexto foi ideal para que os estudantes
que conseguiram obter resultados matematicos reconhecessem a importancia do recurso
tecnoldgico no processo de modelagdo. Consequentemente a tarefa ajudou a que certos
estudantes desenvolvessem outras competéncias de modelacdo, em particular, a de trabalhar

no modelo matematico com recurso a tecnologia.
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CAPITULO 7

ANALISE DE CONTRIBUTOS DA EXPERIENCIA DE
ENSINO: PERSPETIVAS DOS ESTUDANTES

Neste capitulo sdo analisadas as respostas dos estudantes quando questionados sobre 0s
aspetos da experiéncia de ensino que valorizam e reconhecem como contributos para a sua
aprendizagem, e dificuldades que enfrentaram. Comeco por analisar os contributos e
dificuldades referentes aos conhecimentos de algebra linear trabalhados durante a
experiéncia de ensino, para a formag&do académica do estudante. Posteriormente, reflito sobre
os contributos das tarefas de modelacéo para trabalhar conceitos matematicos na disciplina
de Algebra Linear e dificuldades que os estudantes experienciaram neste trabalho. Finalizo,
referindo contributos do recurso a tecnologia para o trabalho sobre conceitos de algebra linear
em ambientes de modelacdo e dificuldades dos estudantes com os recursos tecnoldgicos

utilizados durante a experiéncia de ensino.

7.1 Contributos das aprendizagens de Algebra Linear para a formagcdo académica dos

estudantes

Trés contributos positivos ou vantagens sdao mencionados pelos estudantes no que diz
respeito a aprendizagem de conceitos de algebra linear lecionados durante a experiéncia de
ensino (QA) (Anexo D1): facilitar a resolucdo de problemas matematicos (44%); promover
0 pensamento ldgico-matematico (17%); e facilitar ferramentas matematicas para o curso do
estudante (56%). Como observado nas percentagens de resposta associadas a cada contributo
referido, a maior parte dos estudantes reconhece o beneficio da aprendizagem da algebra
linear para o seu curso de formacg&o. A maior parte destes estudantes da exemplos especificos
de como 0s conhecimentos adquiridos 0s ajudam nos seus cursos, mencionando respostas
como: “€ util para resolver problemas relacionados com quimica analitica, cinética quimica,
entre outros” (E16, QA); “é util para calcular erros geodésicos” (E14, QA); “a compreensao
de temas como geometria vetorial ¢ fundamental na hora de entender fisica classica” (E13,

QA). Os restantes estudantes afirmam que o conhecimento adquirido em Algebra Linear ira
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ajuda-los no curso, ainda que ndo saibam como, dando respostas como a seguinte: “ainda nao

sei muito do meu curso, mas sei que terd grandes utilidades” (E18, QA).

A partir das respostas anteriores evidencia-se que independentemente da experiéncia dos
estudantes com conceitos de algebra linear, prévia a sua frequéncia da disciplina MA1004,
apos a experiéncia de ensino eles reconhecem que as aprendizagens de algebra linear serdo
Uteis para 0s seus respetivos cursos de formacao. No entanto, aqueles que estdo nos primeiros
anos dos cursos e ndo tiveram contacto com algebra linear antes da experiéncia de ensino,
ndo tém ainda uma ideia de como podem utilizar 0 que aprenderam nos seus respetivos
cursos. O facto de serem mais o0s estudantes que conseguem dar exemplos de como aplicar a
algebra linear nos seus cursos, parece resultar do trabalho realizado com as tarefas de
modelacdo. Efetivamente, as respostas ao questionario (QF) (Anexo D2) mostram que antes
da experiéncia de ensino s6 6% dos estudantes sabiam relacionar conhecimentos de algebra
linear com situacOes da vida quotidiana, possivelmente estudantes repetentes na disciplina
ou aqueles que tiveram um primeiro contacto com algebra linear no ensino secundario. Apés
a experiéncia de ensino, 56% dos estudantes responderam saber relacionar conhecimentos de
algebra linear com situacdes da vida quotidiana (QF), evidenciando-se, pois, 0 papel dos

problemas em contextos reais proporcionado pelas tarefas de modelacéo.

No que se refere a facilitar a resolucéo de problemas matematicos, respostas como “criar
uma analise ou maneira de resolver os problemas mais eficiente” (E17, QA) e “ajuda a
resolver conflitos de maneira mais simples e eficaz” (E3, QA), mostram que para estes
estudantes os problemas matematicos sdo resolvidos com maior facilidade utilizando os

conhecimentos de algebra linear aprendidos durante a experiéncia de ensino.

Outras respostas, como por exemplo, “ajuda no desenvolvimento da visualizacao
espacial e na logica-matemaética, dois aspetos essenciais em Fisica” (E13, QA), evidenciam
que o trabalho envolvendo o formalismo e a abstracéo associado a certos conceitos de algebra
linear permite que alguns estudantes desenvolvam competéncias matematicas que lhes
facilita o pensamento logico-matematico requerido noutras areas dos seus cursos de
formacao, permitindo superar esta frequente dificuldade. No entanto, conforme observado, é

baixa a percentagem de estudantes que referem este aspeto 16gico-matematico como uma
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vantagem para a sua formacédo académica, o que parece ndo deixar de ser uma dificuldade

para a maioria dos estudantes da turma.

De facto, a maior parte dos estudantes afirma que a Algebra Linear é uma disciplina
dificil, referindo trés dificuldades associadas a aprendizagem de conhecimentos de algebra
linear: a abstracdo dos conceitos matematicos (83%); a quantidade excessiva de conteudos
matematicos que constituem o programa da disciplina (12%); e a necessidade que sentem de
conhecimentos prévios de outras disciplinas antes de trabalhar conceitos de algebra linear
(6%). Como se observa nas frequéncias associadas a cada dificuldade referida, a abstracdo
dos conceitos matematicos € a dificuldade que a maior parte dos estudantes enfrenta,
mencionando nas suas respostas: “Algebra Linear tem topicos muito abstratos, e ao principio
¢ dificil compreender” (E8, QA); “tive dificuldades para imaginar e ligar os conceitos” (ES,
QA). Destas respostas interpreta-se que a abstracdo ndo é uma dificuldade associada a todos
os topicos de Algebra Linear, mas sobretudo aqueles que tém repercussio no estabelecimento
de relacBes entre os diferentes tdpicos que o estudante vai aprendendo ao longo da

experiéncia de ensino e, consequentemente, na disciplina.

As unidades tematicas lecionadas no decorrer da experiéncia de ensino que estes
estudantes referem no questionario (QA) como de maior dificuldade de aprendizagem séo:
tratamento de matrizes com parametros (6%); geometria de vetores (39%); espagos vetoriais
(39%); e transformacdes lineares (67%). Como se pode observar, a aprendizagem de topicos
relacionados a unidade de transformac®es lineares resultou ser a de maior dificuldade, mesmo
guando no secundario trabalham conceitos associados a funcdes, em particular o conceito de
funcdo linear. Parece que os estudantes ndo reconhecem que os tdpicos tratados na unidade
de transformacbes lineares da disciplina de Algebra Linear sdo, na verdade, uma
generalizacdo de topicos de funcbes aprendidas no secundario, o que pode dever-se a que 0
tratamento de tais topicos na disciplina de Algebra Linear ndo considere comumente a
representacdo visual dos objetos, como é feito com as funces reais de variavel real no ensino

secundario, em que é feita a sua representacdo grafica em sistemas cartesianos.

Em referéncia & quantidade de contetidos do programa de Algebra Linear, alguns
estudantes consideram que a cada unidade tematica “tem de se lhe dedicar muito tempo”

(E10, QA), o que parece indicar que sentem necessidade de dedicar mais tempo a alguns
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topicos, em particular aqueles que consideram de maior abstracdo. Possivelmente, 0s
estudantes tém dificuldade em consolidar o conhecimento relativo a grande quantidade de
propriedades ou teoremas associados as unidades de Espacos Vetoriais e Transformacdes
lineares, por serem unidades com muitos conceitos introduzidos, o que implica também
muitas propriedades e teoremas que 0s envolvem e relacdes entre estes conceitos com outros
de unidades teméticas anteriormente lecionadas. Assim, acumula-se um grande nimero de
conceitos e propriedades cujo conhecimento o estudante precisa adquirir para poder seguir
sequencialmente as aprendizagens nas sucessivas unidades tematicas e também para
mobilizar nas distintas avaliacBes. Na entrevista, alguns estudantes também se referem a
quantidade de conteudos, tal como Edite e Estela quando questionadas pelo investigador
sobre adaptagdes que fariam no programa da disciplina de Algebra Linear:

Edite: Eu dedicaria mais tempo as tarefas de modelacdo, mas € complicado porque

apenas é possivel se sair teoria [do programa].

Estela: Sim, eu concordo, deve analisar-se que teoria € necessaria para outras

disciplinas, para ver se é possivel tirar parte da teoria da disciplina de Algebra

Linear, porque se ndo se tira teoria isso vai significar mais tempo de trabalho em
sala de aula e em casa para nos.

Para Edite e Estela, o programa da disciplina de Algebra Linear deveria considerar o
tratamento de conteudos que sdo necessarios para utilizar noutras disciplinas do seu curso,
abrindo espaco no programa para dedicar tempo ao trabalho com tarefas de modelacéo, o que

sugere tratar mais contelidos matematicos em contextos reais.

Por fim, também é de mencionar a dificuldade que um dos estudantes salienta relativa
a insuficiéncia de conhecimentos prévios para realizar com sucesso aprendizagens de algebra
linear. Para este estudante, “as dificuldades sdo varias por ndo trazer uma boa preparagido do
secundario” (E18, QA), o que permite inferir que a falta de conhecimentos prévios da origem
a outras dificuldades ja referidas, como a abstracdo dos conceitos matematicos, e também
afeta o trabalho procedimental com expressdes algébricas envolvendo o0s conceitos

matematicos de algebra linear.
7.2 Contributos das tarefas de modelacédo para a aprendizagem da algebra linear

Antes de referir as perspetivas dos estudantes referentes aos contributos das tarefas de

modelacdo para aprendizagem da algebra linear, é importante salientar que o questionario
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(QF) evidenciou que a maior parte dos estudantes prefere uma metodologia expositiva por
parte do professor, em vez de metodologias fundamentadas em trabalho em grupo, auto-
aprendizagem ou trabalho individual supervisionado pelo professor. Inclusive, a maior parte
dos estudantes considera que a metodologia utilizada na disciplina, nomeadamente o
tratamento formal de teoremas e propriedades que precisam de ser demonstradas, ndo é um
obstaculo para a aprendizagem de conhecimentos de algebra linear. No entanto, limitar o
ensino a metodologias tradicionais torna-se um obstaculo para os estudantes aplicarem
apropriadamente os conhecimentos adquiridos na resolucéo, pela primeira vez, de tarefas em

contextos reais, conforme os resultados evidenciados no capitulo 6.

Algumas respostas da entrevista permitem perceber que as dificuldades dos estudantes
para mobilizar aprendizagens de conceitos em contextos reais e a sua Opg¢do por uma
abordagem expositiva mais tradicional, estd associada as metodologias de ensino usadas nas

disciplinas de Matematica do seu plano de estudos, como se observa no seguinte dialogo:

Investigador: Encontram algum contributo ao trabalhar tarefas de modelagéo na
disciplina de Algebra Linear para a vossa aprendizagem?

Edite: Eu quero dizer que ndo ajudam para os testes, mas posso dizer que é
consequéncia do proprio sistema. As aulas de teoria sdo muito fixes e tudo, mas ha
que pensar que quando formos sair daqui ndo podemos estar limitados a teoria,
porque temos de aplica-la na nossa area. Ai as tarefas de modelacéo ajudam muito,
e em engenharia, em geral, eu sinto que tratar problemas de diferentes areas, ajuda-
te a ter uma perspetiva mais geral e, de alguma maneira, isso ajuda a aplica-lo na
tua area. Entdo, vale a pena perguntar se é necessario dar mais prioridade a parte
tedrica ou a parte aplicada?

Estela: Eu opino como ela, eu acho que aplicar as coisas que a gente aprende vai
ajudar mais, sé que falando objetivamente, neste momento, as tarefas ndo se
relacionam com os tipos de problemas que tém os testes. Entéo, estabelecendo uma
balanca de prioridades para poder aprovar na disciplina, eu sinto que ndo vale a pena
tdo pouca percentagem [na avaliacdo] atribuida as tarefas de modelacéo.

Com base nas respostas de Edite e Estela, pode-se inferir que a realizacdo de tarefas de
modelacdo na sala de aula é valorizada e reconhecida pelos estudantes como importante para
0s preparar para o que podem encontrar no futuro campo profissional. No entanto, o peso da
avaliacdo na disciplina, que segue a metodologia de ensino fundamentada no trabalho em
torno de exercicios em contexto da matematica pura, leva os estudantes a mencionarem uma
preferéncia por metodologias de ensino tradicional em relagdo a metodologias de trabalho

com tarefas em contextos reais, dando prioridade ao que vao encontrar na avaliacao.

223



Perguntas fechadas (sim/nédo) do questionario, onde foi perguntado aos estudantes se o
trabalho de criar modelos matemaéticos envolvendo situac@es reais no inicio da experiéncia
de ensino é visto como complicado (QF#20) e se ao longo da experiéncia de ensino foi sendo
facilitado (QF#21), permitiram evidenciar que a totalidade da turma manifesta sentir
dificuldades no inicio da experiéncia de ensino para mobilizar conhecimentos matematicos
quando o contexto ndo é de matematica pura, mas do mundo real. No entanto, essas
dificuldades foram diminuindo ao longo da experiéncia de ensino, identificando-se nas
respostas dadas em QF#21 que a percentagem de estudantes que manifesta ainda ter
dificuldade para trabalhar com modelos matematicos de algebra linear em contextos reais
diminuiu de 100% para 39%.

Em relacdo aos contributos do trabalho com tarefas de modelagdo na disciplina de
Algebra Linear, os estudantes referem cinco especificos: facilitar a aprendizagem de
conceitos matematicos (22%); promover a aplicabilidade dos conceitos (94%); promover
competéncias e o processo de modelacdo (17%); promover dindmicas de trabalho em grupo
(6%); e motivar o estudante (12%). Como se pode observar, o aspeto que mais destacam € a
aplicabilidade dos conceitos na resolucédo das tarefas de modelacdo, caracteristica que esta
bastante associada a motivacdo do estudante e a facilitar a aprendizagem dos conceitos.
Alguns estudantes referem-se a esta aplicabilidade referindo que as tarefas de modelacéo
“ajudam a adaptar a matematica a situagdes quotidianas” (E2, QA), resposta que reflete as
necessidade que sentem de ver a matematica aplicada a contexto reais, 0 que que liga a
aprendizagem de conceitos de lgebra linear ao ajudar o estudante a “ter um conhecimento
menos abstrato dos conceitos matematicos” (E14, QA). Dentro dos contributos das tarefas
de modelacdo para promover competéncias e processos de modelacdo, os estudantes
destacam o nivel exigente das tarefas como aspeto positivo para “enfrentar casos que se
podem encontrar num ambiente laboral, melhorar a leitura de dados, tomada de decisdes e
modelos eficientes e rapidos” (E15, QA). Neste sentido, ¢ destacado o papel das tarefas de
modelacdo para promover competéncias pouco trabalhadas em sala de aula, nomeadamente
a interpretacdo de dados e a validacdo de resultados. Para além disso, um dos estudantes
salienta o papel das tarefas para aprender algo sobre o processo de modelag¢do, mencionando

que “na verdade, em cursos como as engenharias parece bastante util, pois pode ser que

224



enfrentem (os estudantes da turma) problemas desse tipo na sua futura profissdo. Gostei de

saber o que ¢ modelacao matematica” (E11, QA).

Em termos de dindmicas de trabalho, um dos estudantes menciona o contributo das
tarefas de modelacdo para promover discussdes em grupos de trabalho, respondendo:
“agradou-me a realizacdo das tarefas em grupos, pois isto pode proporcionar varios pontos
de vista para resolver um problema” (E13, QA). Este estudante, tal como a maioria dos
estudantes da turma (72%), reconhece a dindmica do trabalho de grupo como um ambiente
propicio a discusséo e partilha de ideias, que facilita o trabalho nas tarefas de modelacéo
(QF). Outras vantagens do trabalho em grupo foram evidenciadas na entrevista:

Investigador: Sentem que o trabalho em grupo em algum ponto lhes facilitou o

trabalho da tarefa?

Casimiro: Sim.

Estela: Sim, embora a gente ndo esteja acostumada.

Edite: Eu também sinto que sim, acho que ajuda muito a simplificar os modelos e

ter varias possibilidades para construir o modelo, eu tinha uma ideia, outro tinha

outra ideia. Por exemplo, no meu grupo utilizava-se ao principio fungdes por partes

para definir um critério, mas como eu ao principio ndo tinha muita visao para ver o

que eles viam, entdo conversava com 0S meus companheiros, ajudando-me a

compreender bastante.

Estela: E é realista, porque no futuro, quando vocé chegar a aplicar em problemas
VOCé ndo vai estar sozinho.

Do dialogo anterior interpreta-se que o trabalho em grupo se torna um ambiente que
facilita certas atividades do processo de modelacdo quando desenvolvidas discussdes entre

os estudantes.

As dificuldades relativas ao trabalhno com tarefas de modelacdo também sdo
mencionadas pelos estudantes, com trés focos (QA): o tempo requerido para o trabalho na
tarefa (56%); a dificuldade em desenvolver certos subprocessos de modelagédo (72%); e a
necessidade de conhecimentos prévios de outras disciplinas para trabalhar com tarefas de
modelacdo (6%). A falta de tempo € uma dificuldade que grande parte dos estudantes da
turma menciona, justificando que “o tempo que requerem para serem trabalhadas (as tarefas
de modelagdo) ¢é bastante” (E1, QA), o que se repercute a0 mesmo tempo em “nado
desenvolver suficientes capacidades para resolver problemas no tempo dado” (E10, QA).

Estas respostas evidenciam que a exigéncia que as tarefas de modelacdo impdem,
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comparadas com outras tarefas, é vista como uma desvantagem pelos estudantes que néo
estédo familiarizados com o trabalho neste tipo de tarefa, conforme refere Estela na entrevista:
Investigador: Em geral, qual foi a maior dificuldade que tiveram ao trabalharem as
tarefas de modelacdo?
Casimiro: O tempo.
Xavier: Sim, porque néo € facil quando se passa do tedrico ao pratico.
Estela: E o normal, ndo estamos acostumados. Igual, o tempo que estamos
dedicando a trabalhar nas tarefas em sala de aula ndo é o que se deveria, acho pouco.
Edite: A ddvida aqui é se seria necessério acrescentar mais créditos a disciplina,
porque agregar mais tempo a disciplina para trabalhar tarefas de modelagéo
implicaria ndo mexer no tempo da teoria, mas no tempo dedicado por aula a
disciplina. E pensando bem, todas as disciplinas dos nossos cursos deveriam ser

assim, porque muitas pessoas saem formadas e ndo tém nenhuma experiéncia
porque tudo foi mais tedrico.

Os quatro estudantes concordam que o tempo € uma dificuldade, que parece ser mais
uma limitacéo para terminarem o seu trabalho na tarefa de modelacéao, o que para Edite pode
ser facilitado alargando a carga horaria da disciplina e, por conseguinte, a necessidade de

modificar o programa para que o trabalho com tarefas em contextos reais seja uma exigéncia.

Quanto ao desenvolvimento de certos subprocessos e, portanto, competéncias de
modelacdo, a principal dificuldade que os estudantes mencionam é em estabelecer conexdes
entre a realidade e a matematica que conhecem, o que a nivel das atividades de modelacédo
esta associado com a compreensdo da tarefa e a construcdo do modelo real. Por ultimo, a
insuficiéncia de conhecimentos prévios é um aspeto que um estudante referiu como uma
dificuldade para a aprendizagem de conhecimentos de algebra linear e também para o
trabalho nas tarefas de modelacdo, como ja era esperado. Das palavras do estudante, “o facto
de ndo poder resolver alguns sistemas devido as minhas bases de conhecimento” (E18, QA),
interpreta-se que reconhece a falta de conhecimentos prévios para trabalhar na tarefa de
modelacdo TM1, que envolvia a resolucdo de SEL. Esta foi uma das tarefas em que os
estudantes apresentaram mais dificuldades, tal como refere o grupo de Emiliana e Francela,
apos especificarem o processo de modelacao utilizado, no relatorio de resolucéo da tarefa
entregue: “sendo um tipo de avaliagdo nova para a turma, tivemos problemas, quer para
compreender a tarefa quer para resolvé-la, somando-se a isso 0 pouco tempo que havia para
resolvé-la, que dificultou muito mais”. E possivel constatar que Emiliana e Francela sentiram

dificuldades para compreender a tarefa, conforme também manifestado pela maior parte dos
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estudantes da turma, associando esta dificuldade ao facto de a tarefa de modelagao ser “um
novo tipo de avaliacdo”, isto €, ndo estarem habituadas a exercitar competéncias que lhes

permitam utilizar conceitos de algebra linear em contextos reais.

Outras respostas encontradas na entrevista revelam que outra causa desta dificuldade da
tarefa TM1 esta associada ao facto de, nessa altura, ainda ndo terem tido suficiente contacto
e pratica dos conhecimentos de algebra linear lecionados.

Investigador: Em referéncia a primeira tarefa, sentem que tiveram mais dificuldade

com ela do que em relacéo as tarefas seguintes?

Estela: Sim, mas na minha opinido a causa é também por ser a primeira vez que nos

estdvamos a familiarizar com o que é algebra linear. Ja para a tarefa do girassol, por

exemplo, a gente dizia ‘ok, aqui posso utilizar isto ou aquilo para trabalhar o

problema’, entdo a gente estava mais familiarizada com a matéria. Acho que

comecdmos a trabalhar na segunda semana de aulas, entdo ainda ndo estavamos
familiarizados.

Para Estela parece que a compreensédo da situacdo problema da tarefa ndo é a principal
dificuldade, mas sim as suas aprendizagens de conceitos matematicos antes do trabalho na
tarefa, 0 que permite interpretar que a falta de familiarizacdo com os conceitos da disciplina

constituiu outra limitante para o trabalho com as tarefas de modelagéo.
7.3 Contributos da tecnologia para a aprendizagem da algebra linear

Em referéncia a tecnologia, a maior parte dos estudantes afirma gostar e sentir-se
confortavel com programas destinados a trabalhar conceitos de algebra linear, para além de
os utilizarem para estudar em contexto extra-letivo. No questionario, os estudantes referem
trés tipos de contributos do trabalho com tecnologia na experiéncia de ensino: facilitar
processos de calculo matematico (28%); facilitar a representacdo visual de conceitos (33%);
e facilitar o processo de modelacédo (22%). Como se deduz das diferentes percentagens, 0s
estudantes destacam a visualizacdo de conceitos como um importante contributo da
tecnologia, dando respostas como: “com tecnologia os conceitos matematicos podem ser
observados de uma maneira melhor” (E14, QA), e “isso ajuda para que Sejam menos
abstratos” (E8, QA). Neste sentido, os programas utilizados durante a experiéncia de ensino,
como o Mathematica, GeoGebra e Excel, foram relevantes para os estudantes, diminuindo
um pouco o caracter abstrato que associam aos conceitos matematicos e facilitando-lhes a

resolucéo de alguns problemas, como é o caso de identificar o nimero de solucbes de um
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SEL a partir da representacdo grafica das equacdes que o constituem ou usar medidas de
vetores em diferentes escalas para a formulacdo de um modelo matematico, como foi

observado, respetivamente, nas tarefas TA1 e TM5.

Como meio util e facilitador de processos de calculo matematico, alguns estudantes
referem a importancia da tecnologia para “eliminar os processos extensos” (E17, QA), o que
significa que o estudante acha viavel utilizar tecnologia para otimizar o tempo de resolugéo
da tarefa. No que se refere aos processos de modelacdo, um estudante menciona a
importancia de “aprender a utilizar software para modelar” (E4, QA), comentario que pode
estar associado a necessidade da tecnologia para trabalhar tarefas como a TM5, conforme ja
referido nas vantagens relativas a visualiza¢do de conceitos. Outras respostas observadas na
entrevista sdo mais especificas, mas referindo as mesmas vantagens dos programas
tecnoldgicos utilizados na experiéncia de ensino para o trabalho nas tarefas de modelacéo.
Por exemplo:

Investigador: Qual a sua opinido sobre a utilizacdo da tecnologia? Ajudou-vos no

trabalho das tarefas de modelacdo? Se sim, como?

Estela: Sim, como seja para fazer os célculos mais rapidamente. Como eram

aproximadamente 50 minutos, vocé ndo ia fazer uma reducdo de Gauss-Jordan a

mé&o ou alguma outra simplificacdo. Entdo ajudam sim, como para isso.

Edite: Eu gostei muito da utilizacdo do Excel, porque muitas pessoas ndo sabem

utilizar Excel, sendo em disciplinas de anos mais a frente onde se utiliza, entdo a

aproximacdo a esse tipo de ferramentas pela primeira vez pode chegar a ser muito

atil. Na tarefa das senhas (referindo-se a tarefa TM4), foi significativo utilizar Excel

desse modo. Entdo foi motivador para mim, nunca tinha imaginado que se pudesse

utilizar algebra linear nesse tipo de situacdo. A utilizacdo de Mathematica e
GeoGebra ndo achei muito Gtil, apenas para fazer célculos rapidos.

Das respostas do dialogo anterior pode identificar-se que alguns estudantes, como Estela,
inclinam-se mais para utilizar programas como Mathematica e GeoGebra para simplificar
processos matematicos. Outros estudantes, como Edite, preferem as tecnologias que possam
continuar a utilizar em outras disciplinas e no seu quotidiano, como é o caso do Excel,
achando motivador a maneira como a folha de Excel pode ser utilizada para trabalhar com
algebra linear na tarefa TM4, quando solicitado a utilizar o modelo matematico para gerar

varias senhas.

Em relacdo as dificuldades associadas a utilizagdo da tecnologia, os estudantes

mencionam dificuldades relativas a utilizacdo da folha de Excel (6%); utilizacdo de
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plataformas virtuais (6%); e memorizacdo de comandos de software matematico,
nomeadamente comandos input utilizados no Mathematica e no GeoGebra (12%). Como se
observa, as percentagens das dificuldades referidas séo baixas, o que significa que nem todos

0s participantes declaram ter tido dificuldades com a utilizacéo de tecnologia.

No que se refere a utilizacdo do Excel, ja observamos que estudantes como Edite
reconhecem no Excel uma ferramenta tecnoldgica que traz vantagens para a disciplina de
Algebra Linear com tarefas de modelagdo. No entanto, esta perspetiva ndo é comum a todos
0s estudantes, pois Emiliana e Francela, por exemplo, manifestam na tarefa TM4 que “a
maior dificuldade foi a utilizacdo do Excel, por ndo conhecer muito sobre como aplicar suas
ferramentas”. Possivelmente, Emiliana e Francela formam parte dos 50% de estudantes que
dizem ndo estar acostumados a utilizar com frequéncia a folha de Excel (QF). Assim, nem
todos os estudantes tinham conhecimento das ferramentas basicas do Excel, sendo uma
dificuldade inevitavel considerando que o Unico momento em gue os estudantes chegaram a

trabalhar com esse recurso foi na tarefa TM4.

A utilizagdo de plataformas virtuais na experiéncia de ensino, como a “Mediacion
Virtual”, ¢ manifestada por um dos estudantes como uma dificuldade que, embora nao limite
o trabalho de resolucdo das tarefas, limita 0 acesso aos enunciados das tarefas e outros
materiais de leitura utilizados durante a experiéncia de ensino. Também no que diz respeito
aos comandos input utilizados no Mathematica e no GeoGebra, “ndo saber os comandos a
serem programados” (E8, QA) é referido por um dos estudantes como uma dificuldade para
avancar na resolucdo das tarefas. Assim, pode inferir-se que estes dois aspetos, em vez de
serem dificuldades associadas a incapacidade de aceder a um conhecimento tecnoldgico,
constituiram aspetos que o0s poucos estudantes que as referem poderiam evitar, consultando

as suas notas de aula, pelo que podem ser consideradas limitacdes criadas pelo estudante.
7.4 Sintese

Vaérios contributos referentes a experiéncia de ensino foram referidos pelos estudantes,
dando opinides com respeito a trés aspetos: aprendizagem da Algebra Linear, trabalho com

tarefas de modelacdo, e trabalho com tecnologia.
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Em referéncia & aprendizagem da Algebra Linear, o maior contributo que os estudantes
reconhecem e facilitar a aprendizagem de conhecimentos matematicos para o seu curso de
formacao, referindo exemplos especificos de como poderiam utilizar esses conhecimentos
nas suas areas de estudo. Outras vantagens como facilitar a resolucdo de problemas
matematicos e promover o pensamento ldgico-matematico sdo também mencionadas em
menor percentagem. A primeira, referindo a potencialidade de procedimentos de algebra
linear para trabalhar certos problemas de maneira mais simples, em comparagdo com outros
procedimentos aprendidos em outras disciplinas de Matematica. A segunda, referindo o
incentivo da algebra linear para o estudante aprender a lidar algebricamente com conceitos
matematicos considerados abstratos, sobretudo quando é confrontado com o tratamento
formal do conceito.

A abstracdo dos conceitos matematicos € a principal dificuldade que os estudantes
sentem, referindo particularmente a unidade de transformacGes lineares como aquela de
maior dificuldade de aprendizagem. Outras dificuldades mencionadas fazem referéncia ao
curriculo, especificamente a quantidade de contetdos que sdo tratados, e a sensacdo do
estudante de ndo ter suficientes conhecimentos prévios para lidar com os distintos contetdos

de algebra linear trabalhados.

Em referéncia as tarefas de modelacdo, o que os estudantes valorizam principalmente é
a aplicabilidade dos conceitos de algebra linear trabalhados, referindo a importancia da
contextualizacdo dos conceitos para reduzir a abstracdo que associam a conceitos ligados a
geometria vetorial, espagos vetoriais e transformacées lineares. Outros contributos, como
facilitar a aprendizagem de conceitos matematicos, promover competéncias e saber executar
0 processo de modelacéo, promover dindmicas de trabalho em grupo, e motivar o estudante,
sdo também mencionadas, embora em menor percentagem. A motivacao, a aprendizagem de
conceitos e o0 exercitamento de competéncias de modelacdo sdo referidos como vantagens
ligadas a contextualizacdo dos conceitos, enquanto as dinamicas de trabalho em grupo como
um aspeto que se promove ao trabalhar tarefas de modelagdo e como um aspeto que facilita

0 processo de modelag&o através das discussdes em sala de aula.

As dificuldades associadas ao trabalho com tarefas de modelagéo apontam, na sua maior

parte, para a grande necessidade de tempo que requerem em sala de aula, em comparacgao
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com outro tipo de tarefas matematicas com que o estudante costuma trabalhar. Outras
dificuldades dizem respeito a certos subprocessos do ciclo de modelacdo, nomeadamente
dificuldades para compreender o problema real, interpretar resultados matematicos e validar
resultados reais. Para além disso, a necessidade de conhecimentos prévios para trabalhar
conceitos de algebra linear é também referida pelos mesmos estudantes como uma limitacéo

para trabalhar com tarefas de modelacéo.

Em referéncia a tecnologia, a principal vantagem que os estudantes mencionam é
facilitar a representacdo visual de conceitos, ajudando-lhes a diminuir a abstracdo que
associam aos conceitos matematicos. Outras vantagens dizem respeito a facilitar processos
de célculo matematico e o processo de modelagdo. Quanto aos processos de calculo, os
estudantes consideram que 0s programas como o Mathematica ou o GeoGebra ajudam a
evitar procedimentos extensos, permitindo poupar tempo para outros aspetos das tarefas
trabalhadas na experiéncia de ensino. Quanto aos processos de modelacdo, enfatizam a
importancia da tecnologia para modelar, nomeadamente para a construcdo ou tratamento do

modelo matematico.

Finalmente, no que diz respeito as dificuldades associadas ao trabalho com tecnologia
na experiéncia de ensino, uma minoria da turma refere ter tido dificuldades, nomeadamente
para: trabalhar com a folha de Excel; utilizar a plataforma virtual “Mediacion Virtual”; e
memorizar comandos para programar no Mathematica ou no GeoGebra. Quanto a folha de
Excel manifesta-se o desconhecimento de ferramentas basicas do software para trabalhar o
modelo matematico, o que evidencia a existéncia de estudantes que nao estdo habituados a
trabalhar com o Excel. No que respeita a utilizacdo da plataforma e a sintaxe para introduzir
comandos, a lecionagdo das aulas teoricas inclui o ensino de utilizagdo da plataforma virtual
nas primeiras aulas e dos diferentes comandos a serem utilizados, isto é, a sua funcdo e
exemplificacdo no Mathematica ou 0 GeoGebra, & medida que se avanca na experiéncia de
ensino. Assim, estas duas dificuldades dizem respeito a aspetos que alguns estudantes

provavelmente descuraram durante a lecionacdo das aulas tedricas.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

Neste capitulo comeco por fazer uma sintese do estudo. Depois apresento as principais
conclusdes do estudo, no que se refere a conhecimentos de algebra linear e competéncias de
modelacdo mobilizados no trabalho realizado pelos estudantes na experiéncia de ensino, e
implicagOes desta experiéncia para as suas aprendizagens. Concluo com algumas reflexdes
referentes a contributos deste estudo para a minha pratica profissional e investigativa, e sobre
a experiéncia de ensino desenvolvida, de onde emergem algumas recomendacGes sobre

aspetos a considerar em futuras propostas didaticas e estudos neste dominio.
8.1 Sintese do estudo

A disciplina de Algebra Linear constitui umas das areas da Matematica pelas quais o
interesse da investigagdo tem vindo a crescer (Plaxco & Wawro, 2015), devido as
dificuldades que os estudantes de ensino superior frequentemente evidenciam nesta
disciplina (Costa & Rossignolli, 2017; Dogan-Dunlap, 2010). Estas dificuldades,
maioritariamente associadas a natureza abstrata dos conceitos matematicos que sao foco de
aprendizagem e as competéncias necessarias para utilizar modelos matematicos e conectar
ideias que envolvem esses conceitos, emergem devido a contextos tradicionais de ensino e
aprendizagem, sob enfoque formal da Matematica pura, onde também tenho desenvolvido a
minha pratica letiva. A modelacdo matematica permite uma abordagem diferente na
disciplina de Algebra Linear, onde o estudante é encorajado a mobilizar conhecimentos
prévios e a criar novas construcdes conceptuais que o ajudem no tratamento de conceitos
abstratos (Trigueros & Possani, 2013) e no desenvolvimento dessas e outras competéncias
associadas ao trabalho com problemas que partem de contextos reais (Blum & Borromeo
Ferri, 2009). Tornou-se assim pertinente e motivadora a realizacdo do presente estudo, cujo
objetivo é compreender as aprendizagens de conceitos de algebra linear e as competéncias
de modelagdo postas em pratica por estudantes universitarios da Costa Rica, no contexto de

uma experiéncia de ensino apoiada na realizacéo de tarefas de modelacdo matematica com
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recurso a tecnologia, em que se adota o trabalho em pequenos grupos e a realizacdo de

discussdes finais na turma.

Atendendo ao objetivo proposto, procuro responder a trés questfes de investigacdo: 1)
Que conhecimentos de algebra linear sdo mobilizados pelos estudantes na resolucdo das
tarefas de modelacdo matematica propostas ao longo da experiéncia de ensino? Como estes
conhecimentos se relacionam com as caracteristicas das rotas de modelacéo que percorrem
na resolucéo das tarefas? Que dificuldades revelam na resolucéo das tarefas envolvendo esses
conhecimentos?; 2) Quais as competéncias de modelacdo que os estudantes evidenciam na
resolucdo das tarefas de modelacdo? Como estas competéncias se relacionam com as
caracteristicas das rotas de modelagdo que percorrem na resolucdo das tarefas? Que
dificuldades revelam na resolucgéo das tarefas, no que concerne a competéncias de modelacao
requeridas?; e 3) Quais 0s aspetos da experiéncia de ensino que os estudantes valorizam e

reconhecem como contributos para a sua aprendizagem?

A fundamentacdo tedrica foca-se em temas essenciais para a realizacdo do estudo,
nomeadamente o ensino e a aprendizagem da algebra linear e a modelagdo matemaética. Em
cada um dos temas sdo abordados estudos referentes ao ensino e aprendizagem no ensino

superior, incluindo dificuldades associadas a aprendizagem e ao trabalho com tecnologia.

Atendendo ao objetivo definido, neste estudo utilizou-se uma metodologia de
investigacdo qualitativa e interpretativa, tendo por base uma experiéncia de ensino, realizada
durante o 2.° semestre do ano letivo de 2018/19, na qual participaram 20 estudantes
Costarriquenhos de uma turma da disciplina de Algebra Linear da Universidade da Costa
Rica. A recolha de dados incluiu: observacdo participante das aulas da experiéncia de ensino;
recolha documental das resolucdes escritas dos estudantes e dos ficheiros digitais por eles
criados nas tarefas de modelacdo propostas; questionario aplicado aos participantes; e

entrevista semi-estruturada com registo audio realizada com estudantes.

As conclusbes principais do estudo sdo apresentadas nas proximas subseccgdes,
organizadas tendo em conta as questdes de investigagdo. A primeira foca-se nos
conhecimentos de algebra linear dos estudantes, a segunda nas suas competéncias de

modelacdo, e a Ultima considera os aspetos da experiéncia de ensino que o0s estudantes
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valorizam e reconhecem como contributos para a sua aprendizagem, bem como as

dificuldades que experienciaram.

8.2 Conclusdes

8.2.1 Conhecimentos de algebra linear: Aprendizagens e dificuldades

O trabalho com tarefas de modelacdo permitiu a mobilizagdo da maior parte dos
conceitos e procedimentos algébricos trabalhados na disciplina, embora em diferentes niveis.
Enquanto alguns estudantes mobilizaram, em determinadas tarefas, todos os conhecimentos
de algebra linear que se esperavam ser adequados e relevantes na resolucdo do problema
proposto (por exemplo, tarefa 4.1), outros mobilizaram apenas alguns desses conhecimentos
que complementaram com conhecimentos adquiridos noutras disciplinas matematicas. Em
geral, os estudantes demonstraram uma mobilizacdo mais ampla e pertinente de
conhecimentos de algebra linear incluidos nas unidades referentes a OperacGes com Matrizes
e Espacos Vetoriais, e também uma mobilizacdo significativa de conhecimentos de algebra
linear incluidos nas unidades de Sistemas de Equacgdes Lineares, Geometria Vetorial e

Transformacdes Lineares.

A mobilizacdo destes conhecimentos esteve associada a diferentes fatores. Nas tarefas
onde se observou uma mobilizagdo mais intensa dos conhecimentos esperados, conclui-se
que 0s contextos reais propostos contribuiram para que todos os estudantes fossem capazes
de mobilizar os conceitos matematicos adequados. Estes contextos, particularmente a
codificacdo de mensagens e de senhas de acesso bancério, mostraram ter caracteristicas
comuns, nomeadamente por serem contextos associados a uma organizacdo de informacéo
formada por caracteres alfabéticos ou alfanuméricos, sendo que a experiéncia anterior de
alguns estudantes com contextos de criptografia ajudou-o0s na mobilizacao rapida do conceito
de matriz para codificar mensagens. A experiéncia vivida com a tarefa na codificacdo de
mensagens também ajudou a que os estudantes conectassem rapidamente o contexto de
senhas bancarias com a situacdo da codificagdo de mensagens, surgindo, nesta ocasido, o
conceito de vetor como uma parte da estrutura de uma matriz. Assim, conclui-se que, para
além do conhecimento matematico dos estudantes, a sua experiéncia com contextos
anteriores de organizagéo de dados facilitou ndo s6 a mobiliza¢do do conceito de matriz e as

operacgdes com matrizes, como também a mobilizacdo do conceito de vetor e outros conceitos
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da unidade de espacos vetoriais, como os de combinacéo linear, conjunto gerador, subespaco
gerado e base de um subespaco vetorial. Estes Ultimos conceitos sdo revelados como
geradores de dificuldades e de caracter abstrato em alguns estudos (Costa & Rossignoli,
2017; Stewart & Thomas, 2010; Trigueros & Possani, 2013), sendo que este estudo permite
concluir que as dificuldades associadas a aprendizagem de conceitos relativos ao topico de
Espacgos Vetoriais podem ser ultrapassadas com o trabalho em tarefas de modelagdo que
proponham problemas e contextos adequados, nomeadamente contextos familiares e

relevantes para o estudante.

Nas tarefas onde ndo houve uma total mobilizacdo dos conhecimentos esperados foi
observada uma certa integracdo adequada de conhecimentos estudados noutras disciplinas de
Matematica ou conhecimentos de algebra linear utilizados em tarefas anteriores, e no¢Ges
informais de certos conceitos de algebra linear, embora ndo adequadamente. Nestas tarefas,
0s conhecimentos mobilizados estdo novamente associados ao contexto real e também ao
conhecimento matematico que o estudante tinha no momento de as resolver. Assim, por
exemplo, o contexto real permitiu que alguns estudantes optassem por seguir um processo de
tentativa e erro para resolver um sistema de equacdes linear, embora esse conhecimento ndo
tenha sido utilizado corretamente na tarefa. O facto de esses estudantes terem revelado
dificuldades para determinar analiticamente o conjunto solucdo de um sistema de equagdes
(na tarefa de antecipacéo respetiva) permite concluir que o conhecimento mobilizado para
resolver a tarefa, no contexto do transito automavel, foi mais uma opcéao baseada no tipo de
processo matematico que acharam ser capazes de mobilizar e ndo tanto no contexto real da
tarefa. Analogamente, os estudantes que evidenciam ter dificuldades para determinar bases
de subespacos vetoriais (na tarefa de antecipacdo respetiva) mobilizam corretamente
aprendizagens baseadas em conhecimentos de segmentos orientados e proporcionalidade
direta e ndo em conhecimentos que envolvem propriedades ou teoremas estudados na

unidade de Transformacdes Lineares.

Contrariamente aos estudantes anteriores, outros estudantes evidenciaram ter o
conhecimento matematico de algebra linear que era esperado, mas, devido ao contexto real
da situacdo problema, optaram por mobilizar conhecimentos matematicos que tinham
aprendido noutras disciplinas, como é o caso daqueles que recorreram a coordenadas polares

para abordar o problema da rotacdo do bordado de um girassol. Portanto, a ndo mobilizagéo
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de conhecimentos matematicos de algebra linear esperados resultou ser uma escolha entre o
conhecimento matematico do estudante no momento da realizacdo da tarefa e os caminhos
que facilitavam ou complicavam os célculos matematicos. Para além disso, estes estudantes
qgue mobilizaram conhecimentos de outras disciplinas, ja tinham trabalhado em tarefas de
modelacdo anteriormente, pelo que se conclui que alguns foram evoluindo ao longo da
experiéncia de ensino, adquirindo certa maturidade para distinguir entre trabalhar
corretamente a situago real utilizando conhecimentos de Algebra Linear ou conhecimentos

de outras disciplinas para facilitar o seu processo de modelagéo.

Pode também concluir-se que os poucos conceitos e procedimentos de algebra linear que
o0 estudante tinha aprendido na leciona¢do das aulas tedricas no principio da experiéncia de
ensino e o trabalho restrito a exercicios matematicos com procedimentos de resolucdo
predefinidos, resultou em maiores dificuldades dos estudantes para mobilizar conhecimentos
de algebra linear na primeira tarefa de modelacdo comparativamente com o que aconteceu
nas restantes tarefas. O facto de todos os estudantes ja terem assistido a lecionacéo da unidade
de Sistema de EquacOes Lineares, mas a maior parte ndo ter conseguido mobilizar
apropriadamente o conceito de conjunto solucdo na primeira tarefa de modelacédo evidencia
que precisariam de ter desenvolvido uma maior compreensdo do significado de conjunto

solugéo de um sistema e dos processos para a sua obtencéo.

Das conclus6es referidas até aqui cabe pensar em dois aspetos. Por um lado, a forma
mais algoritmica e mecanica de resposta que pode dominar a aprendizagem do conhecimento
matematico no ensino secundario, em particular de sistemas de equacdes com solucdes
infinitas, é reproduzido na disciplina de Algebra Linear. Por isso, 0 estudante mostra
dificuldades para refletir sobre o conjunto solucdo de um sistema quando este deve ser
interpretado num contexto real. Por outro lado, o facto de os estudantes terem maior
facilidade na mobilizagdo adequada de conhecimentos matematicos nas tarefas de modelacéo
seguintes mostra que os estudantes séo capazes de utilizar conhecimentos de algebra linear
em tarefas envolvendo contextos reais, mesmo néo tendo grande experiéncia na resolugédo
deste tipo de tarefas. Assim, podera ser necessario integrar mais as tarefas de modela¢do com
o tratamento formal dos contetidos de Algebra Linear. Por exemplo, durante a lecionagio da
teoria, o0 professor pode ir dando exemplos praticos de aplicacdo em contextos reais,

relativamente simples, onde o foco seja que estudante comece a interpretar o significado dos
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conceitos em diversos contextos. No caso desta disciplina, onde a unidade de Sistemas de
Equacdes Lineares é uma das primeiras a ser lecionada, também serd importante pensar em
acompanhar os processos algébricos de resolucdo de sistemas de equagGes com processos
geométricos, procurando facilitar a compreensdo do conceito de conjunto solucdo pelo
estudante. Em particular, e concordando com Bagly e Rabin (2010), antes de comecar a
resolver a tarefa, seria Util incentivar o estudante a fazer previsfes sobre o conjunto solucéo
do sistema de equaces, pois, ao ter de considerar dados huméricos e o contexto real para a

sua previsdo, o estudante vai querer envolver-se no contexto da tarefa.

De todos os conhecimentos de algebra linear, que se esperava que 0s estudantes
mobilizassem nas tarefas de modelacdo, o Unico ndo evidenciado foi a utilizacdo de
propriedades de vetores em IR™ para o calculo de &ngulos entre vetores. A ndao mobilizacdo
do conhecimento referido ndo resultou de uma dificuldade que se evidenciasse nos
estudantes, mas de uma escolha do modelo matematico utilizado, revelando que o caracter
aberto das tarefas de modelagédo faz com que nem sempre a forma como o estudante trabalha
na tarefa seja coincidente com a forma esperada pelo investigador. Para além disso, a forma
a como é trabalhada a rotacdo de vetores pelos estudantes em coordenadas cartesianas
permite concluir que para promover a mobilizacdo das aprendizagens resulta mais eficaz que
o0s estudantes trabalhem numa determinada situacdo recorrendo a modelos criados por eles,
e ndo a construgdes previamente fornecidas pelo professor (Ponte, 2005), pois quando o
estudante constréi seu proprio modelo matematico, € obrigado a mobilizar mais

conhecimentos matematicos.

Os resultados revelam também que os grupos que desenvolvem rotas ndo lineares
mobilizam mais conhecimentos formais da disciplina de Algebra Linear e mais adequados
ao contexto real da tarefa, o que esta associado ao facto de estes estudantes transitarem pela
fase do modelo real e do modelo matematico pelo menos duas vezes para considerarem
diferentes conceitos matematicos no trabalho sobre a situacdo real ou diferentes
procedimentos de resolucdo para trabalhar sobre o modelo matematico, recorrendo ao mesmo

conceito matematico.

Assim, conclui-se que as rotas lineares envolvem menos mobilizagdo de conhecimentos

de algebra linear, em comparacdo com as rotas ndo lineares, sendo estas ultimas resultado de
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decisbes tomadas pelos estudantes para melhorar o modelo matematico, facilitar o calculo de
resultados matematicos ou verificar resultados matematicos. Estas decisfes, conforme
mencionado por Borromeo Ferri (2007, 2018), ddo origem a avangos e retrocessos no
processo de modelacdo, influenciados neste estudo pela experiéncia/conhecimento extra-
matematico do estudante ou pelas competéncias matematicas de que dispGe no momento de

resolucéo da tarefa para trabalhar com determinado conceito matemaético.

8.2.2 Competéncias e subcompeténcias de modelacgédo: progressos e dificuldades

Diferentes competéncias de modelacdo foram evidenciadas ao longo da experiéncia de
ensino por parte dos estudantes, sendo também evidenciadas por um ou mais grupos de
estudantes, em diferentes momentos, as subcompeténcias associadas ao ciclo de modelacéo,
segundo a perspetiva cognitiva adotada (MaaR, 2006). Em geral, nem todas as competéncias
de modelacdo evidenciadas pelos grupos ao trabalhar numa determinada tarefa foram
evidenciadas igualmente nas restantes tarefas, mas houve uma base de competéncias que
todos os grupos mobilizaram em todas as tarefas, nomeadamente, compreender e
estruturar/simplificar a tarefa e matematizar um modelo real. Este aspeto permite observar
que as tarefas de modelagéo tiveram um nivel de exigéncia que permitiu aos estudantes, pelo
menos, compreenderem o que tinham de fazer para criar um modelo matematico, mesmo nao
tendo trabalhado antes com tarefas envolvendo contextos reais, evidenciando que o trabalho
de tarefas de modelag&o torna-se viavel na disciplina de Algebra Linear.

Esta evidéncia também permite concluir que os estudantes sdo capazes de adquirir
competéncias associadas ao deslocamento do resto do mundo para 0 mundo matematico, ndo
obstante algumas vezes ndo chegarem a ser evidenciadas competéncias suficientes para
trabalhar matematicamente sobre o modelo criado, resultado da falta de mobilizacdo de
processos matematicos ou de competéncias para trabalhar com o recurso tecnoldgico
utilizado. Para além disso, as competéncias associadas ao deslocamento do mundo
matematico para o resto do mundo, como sdo as competéncias associadas a interpretacao de
resultados matematicos e a validacdo de resultados reais, ndo foram competéncias
evidenciadas pelos estudantes em todas as tarefas. Esta dificuldade, que seria de esperar que
ocorresse no inicio da experiéncia de ensino, considerando que os estudantes ndo estavam

familiarizados com o trabalho de tarefas em contextos reais (Oliveira, 2001; Sokolowski,
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2015), persistiu até ao seu final. Conclui-se assim que as tarefas baseadas em exercicios
matematicos que o estudante habitualmente executava previamente a experiéncia de ensino
na disciplina de Algebra Linear e outras disciplinas anteriores, capacitam o estudante para
usar certo conhecimento em certos contextos muito restritos e ndo preparam o estudante para
interpretar e dar sentido aos resultados matematicos como respostas a uma questdo do mundo
real. Para além disso, o facto de todos os estudantes terem evidenciado as competéncias base
referidas, em todas as tarefas, ndo implica que ndo tivessem tido dificuldades para as
mobilizar no inicio da experiéncia de ensino. Efetivamente, os resultados deste estudo
evidenciam que todos os estudantes tiveram dificuldade para compreender e
estruturar/simplificar a situacdo problema na primeira tarefa de modelacéo, pelo que nédo era
uma competéncia que tivessem, mas uma competéncia que conseguiram desenvolver com a
atividade de modelacéo. A falta de familiarizacdo com o processo de modelacdo matematica
fez com que os estudantes investissem a maior parte do seu tempo de trabalho tentando
compreender a tarefa, pelo que, concordando com Blum (2015), posso afirmar que estas
competéncias resultam ser umas das mais dificeis de desenvolver pelo estudante quando se
confronta pela primeira vez com este tipo de atividade de aprendizagem. No entanto, o0s
resultados mostram que a partir da segunda tarefa a dificuldade associada a compreenséo da
tarefa foi ultrapassada, enquanto as dificuldades para estruturar/simplificar a situacéo
problema também foram diminuindo ao longo da experiéncia de ensino, como resultado da
experiéncia que os estudantes foram adquirindo no trabalho com tarefas em contextos reais

fornecido pelas tarefas de modelacéo.

Para além da experiéncia do estudante, uma reestruturacdo na dinamica de trabalho a
partir da segunda tarefa contribuiu para que os estudantes pudessem mobilizar mais
competéncias de modelacdo nas seguintes tarefas. Esta reestruturacdo determinou que se
disponibilizasse o enunciado da tarefa ao estudante antes de ser trabalhada na sala de aula,
procurando que a compreensao da tarefa se iniciasse antes da aula para reduzir o tempo gasto
na sala de aula nesse subprocesso. Esta op¢do funcionou, evidenciando-se um progresso nos
processos de modelacdo dos estudantes nas restantes tarefas quando, para além da formulacéo
de um modelo matematico evidenciaram competéncias para interpretar e validar resultados
matematicos e para trabalhar com recursos tecnoldgicos como o Mathematica, 0 GeoGebra

e 0 Excel. Tendo em conta o anterior, saliento a importancia das decisGes que o professor
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deve tomar quando opta por propostas de sala de aula que envolvem tarefas de modelacéo,
concluindo que uma répida constatagdo das dificuldades que os estudantes apresentam na
resolucéo deste tipo de tarefas pode ajudar o professor a tomar iniciativas a tempo de ajudar

a promover um maior nimero de competéncias de modelacéo no estudante.

A partir da segunda tarefa observou-se também que os estudantes evidenciaram
competéncias para trabalhar no modelo matematico criado, realizando conexdes entre
conhecimentos de varios topicos de algebra linear, ao explorarem matematicamente 0s seus
modelos matematicos. Este aspeto permite salientar a importancia do conhecimento
matematico que o estudante tem disponivel para ter ferramentas que Ihe permitam trabalhar
no modelo matematico de diferentes maneiras e a importancia do contexto real para que o
estudante possa escolher entre diferentes modelos reais que se adaptem aos seus
conhecimentos prévios e, consequentemente, as ferramentas que possui para trabalhar o

modelo matematico.

A competéncia para trabalhar com tecnologia tornou-se fundamental para ndo limitar
outros processos/competéncias de modelagao que evidenciou o estudante apos utilizar alguns
dos recursos tecnolégicos. E possivel concluir que o uso da tecnologia no processo de
modelacdo, além de permitir a mobilizacdo do conhecimento matematico e o trabalho sobre
0 modelo matematico (Siller & Greefrath, 2010), revela-se como um recurso que pode ser
utilizado pelo estudante para dar respostas que constituem resultados reais e concretos na
situacdo real da tarefa de modelacdo. No entanto, é importante pensar qual o papel do
software, para que a sua escolha seja adequada e permita que tenha um papel ativo no
processo de modelacdo, semelhante ao Excel e a0 GeoGebra usados neste estudo. O recurso
tecnoldgico deve ser reconhecido pelo estudante ndo como mais uma possibilidade, mas
como uma necessidade para avancar no seu processo de modelacdo, conforme referido por
Greefrath et al. (2018). Portanto, considero que a tecnologia na disciplina de Algebra Linear
deve ajudar o estudante a realizar calculos que ndo possam ser feitos mediante procedimentos
analiticos (Lesh, 2012), mas também e, principalmente, utilizar o recurso para promover a
interpretacdo dos resultados matematicos obtidos (Carlson et al., 1993), o que requer que 0

estudante tenha de mobilizar o conceito matematico.
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A partir da segunda tarefa de modelacéo e até a ultima, alguns grupos de estudantes
mostraram interpretar corretamente resultados matematicos. Enquanto que na segunda tarefa
esta competéncia foi evidenciada numa pequena parte dos estudantes, nas seguintes existe
uma melhoria notavel no desenvolvimento de competéncias para interpretar resultados
matematicos, chegando todos os estudantes a interpretar adequadamente os seus resultados
em ambos 0s contextos de rotacao de bordados de girassol e criacdo de senhas bancérias. No
entanto, a mobilizag8o dessas competéncias vé-se limitada novamente na ultima tarefa, como
consequéncia da maior parte dos estudantes ndo serem capazes de obter resultados
matematicos devido a dificuldades em trabalhar no modelo matematico com o recurso
tecnoldgico. Portanto, conclui-se que no final da experiéncia de ensino os estudantes chegam
a apropriar-se da cultura de interpretar resultados matematicos quando sdo capazes de 0s

obter.

As competéncias para validar resultados reais estiveram condicionadas aos estudantes
que chegaram a interpretar resultados matematicos, mas nem todos chegam a valida-los. As
dificuldades para validar resultados sdo evidentes em estudantes que: acham estarem a
validar quando apenas mencionam pedacos da sua atividade de simplificacdo/estruturacao de
resultados; ndo sentem a necessidade de validar os seus resultados pela confianca que tém no
modelo matematico que utilizam, quer pela “simplicidade” do seu modelo, quer por
utilizarem modelos ja construidos pelo professor na lecionacdo dos conceitos. Assim,
concordando com Blum (2015), conclui-se que validar resultados tende a ser a
subcompeténcia de modelacdo que a maior parte de estudantes tem dificuldade em pér em
pratica. Uma das razdes pelas quais ndo validam os seus resultados é que os estudantes fazem
uma validagéo interna (Borromeo Ferri, 2006), resultante, como se viu neste estudo, de
trabalharem com modelos matematicos mais “‘simples” ou aceitarem que modelos
construidos mediante autoridades da sala de aula, como o professor, séo modelos que ndo
precisam ser validados. Neste sentido, € importante dar continuidade ao trabalho de tarefas
de modelacdo até que o estudante se aproprie de uma cultura em que faca, ndo s6 a
interpretacdo mas também a validagdo dos resultados matematicos, procurando que estas
competéncias possam ser desenvolvidas pelo estudante na disciplina de Algebra Linear

guando trabalha em qualquer tipo de exercicio matematico.
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Quanto a relacao das competéncias matematicas mobilizadas com as rotas de modelacao
percorridas pelos estudantes, é de recordar que as rotas de modelagao funcionam como mapas
que explicitam ndo s6 as fases que o estudante percorre, mas as subcompeténcias de
modelacdo que tem de mobilizar para transitar entre essas fases, sendo tais rotas reconstruidas
a partir dos enunciados verbais ou representaces externas do estudante (Borromeo Ferri,
2018). Em geral, os estudantes que desenvolvem rotas ndo lineares evidenciam uma maior
mobilizacdo de competéncias de modelagdo em comparagdo com aqueles que desenvolvem
rotas lineares. No caso das rotas lineares, cada competéncia evidenciada é mobilizada sé
numa ocasido, embora nem todas as rotas sigam a sequéncia ideal do ciclo de modelacéo.
Assim, por exemplo, evidenciam-se algumas rotas lineares que comegam e terminam no resto
do mundo, mas mobilizando competéncias limitadas a compreender a tarefa,
simplificar/estruturar a situacdo problema e matematizar o modelo, apds o qual o estudante
volta ao resto do mundo para apresentar o relatorio de resultados. Neste sentido, o facto de
estudantes com rotas lineares terem reportado resultados no contexto da situagéo problema,
saltando fases do ciclo de modelacao, evidencia dificuldades que tém para desenvolver certas
competéncias de modelacdo associadas as fases ndo transitadas. No caso das rotas nédo
lineares, os estudantes transitam pela fase do modelo real e do modelo matematico pelo
menos duas vezes, considerando diferentes estratégias para trabalhar a situacao problema, o
que evidencia que competéncias como simplificar/estruturar a situacdo problema e
matematizar o modelo sdo mobilizadas mais de uma vez, existindo retornos e avancos do
mundo matematico para o resto do mundo, do mundo matematico para 0 mundo tecnoldgico,

e algumas vezes, ainda que em menor nimero, do mundo tecnol6gico para o resto mundo.

Portanto, os resultados permitem concluir que a existéncia de rotas de modelacdo que
ligam o mundo tecnoldgico com os outros dois mundos sustenta a perspetiva segundo a qual
0 mundo tecnoldgico amplia o processo de modelacéo, pelo que seria melhor representa-lo
como um mundo intermédio entre o resto do mundo e 0 mundo matematico, ndo seguindo
necessariamente a proposta de Siller e Greefrath (2010), nomeadamente um mundo que se
relaciona s6 com o mundo matematico. Consequentemente, as rotas de modelagéo, para além
de ajudarem no diagnostico de subcompeténcias de modelacdo que os estudantes evidenciam
e a identificar dificuldades associadas aos processos de modelagéo (Borromeo Ferri, 2018),

permitem olhar para possiveis maneiras como 0 estudante pode tender a mobilizar essas
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competéncias em tarefas posteriores com contextos semelhantes, incluindo o caminho que

segue ao mobilizar competéncias para trabalhar com tecnologia.

8.2.3 Contributos da experiéncia de ensino: potencialidades e limitacGes das suas

componentes essenciais

Os contributos da experiéncia de ensino para a aprendizagem, referidas pelos estudantes,
focaram-se em trés componentes: a aprendizagem de conhecimentos de algebra linear; a

aprendizagem com tarefas de modelagéo; e a aprendizagem com tecnologia.

Os resultados permitem inferir que a Algebra Linear é reconhecida pelos estudantes
como uma disciplina de utilidade que os ajuda no estudo de conceitos a serem aprendidos em
outras disciplinas de curso e no treino de competéncias que se distanciam de um trabalho
considerado de caracter abstrato. Essa utilidade da algebra linear é influenciada pelo trabalho
realizado na experiéncia de ensino com tarefas de modelacdo, sendo que os estudantes
referem estas tarefas como elementos que ajudam no desenvolvimento de competéncias que
ndo costumam mobilizar e a ver os conceitos matematicos aplicados em contextos reais.
Assim, os objetivos “pragmatico” e “formativo” referidos por Blum (2015) s&o identificados,
nos resultados deste estudo, como contributos da experiéncia de ensino apoiada em tarefas
de modelagdo, sendo também identificado o objetivo “psicoldgico” associado ao papel
motivador das tarefas, embora em muito menor nimero de estudantes, o que admito ser
consequéncia de alguns estudantes se sentirem mais seguros na resolucdo de exercicios
matematicos devido a exigéncia cognitiva que as tarefas de modelacdo acarretam e que 0s

estudantes associam a maior necessidade de tempo para as resolver.

Portanto, é de considerar que a disciplina de Algebra Linear incorpore no programa
curricular uma das recomendacgdes mencionadas por Carlson et al. (1993) para o ensino e
aprendizagem da algebra linear, nomeadamente que o programa e a metodologia
desenvolvida em sala de aula considerem exemplos de aplicagdes em contextos reais que
cubram a maior parte das areas de estudo da formacéo académica dos estudantes. Trata-se
entdo de promover os propositos formativo e pragmatico, mas também de motivar o estudante
a aprender neste tipo de ambientes em que podem encontrar aplicabilidade da algebra linear
especificamente para o seu curso de formacéo profissional. Para além disso, o caracter formal

da disciplina MA1004 é um aspeto relevante na lecionagdo dos conceitos porque se pretende
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que o estudante desenvolva competéncias para o tratamento formal dos conceitos,
nomeadamente a sua estrutura e linguagem simbdlica, mas a0 mesmo tempo esse ensino
formal deve ser complementado com exemplos de aplicacdo dos conceitos e com outras
metodologias que permitam superar as dificuldades associadas a abstragdo. Em particular,
deve-se articular a aprendizagem formal dos conceitos com o recurso a representacdes
geomeétricas, as quais ndo devem tomar o lugar do tratamento algébrico mas enriquecer e
promover a base de conhecimento para a posterior manipulacdo algébrica do conceito

matematico (Sandoval & Possani, 2016).

No que se refere a tecnologia, conclui-se que a experiéncia do estudante com certo
recurso tecnoldgico e a sua utilizacdo na sala de aula para a aprendizagem de conceitos de
algebra linear condiciona a visdo que o estudante pode vir a ter em relacdo ao uso desse
recurso tecnolégico, nomeadamente para: facilitar processos de calculo matematico; facilitar
a representacdo visual de conceitos; ou facilitar o processo de modelacédo. Considerando que
0s estudantes evidenciam ser capazes de explorar e tirar mais partido de recursos como o
GeoGebra e do Excel nas tarefas de modelacéo, posso concluir que as melhores ferramentas
tecnoldgicas para apoiar o processo de modelacdo do estudante, do ponto de vista didatico,
podem ser as ferramentas mais amigaveis em termos da sintaxe e da especializacdo exigida

ao utilizador na tarefa.
8.3 Reflexdes finais

A realizacdo deste estudo nasceu como parte de um desejo que temos muitos de nos,
professores, de melhorar a nossa pratica letiva através de metodologias inovadoras que
ajudem a promover a aprendizagem dos estudantes. Foi através da minha experiéncia como
professor da disciplina de Algebra Linear no ensino superior e dos estudos investigativos
analisados que surgiram uma série de questfes, marcando o antes e 0 depois deste desafio

complexo, mas maravilhoso, que é a investigacao.

O processo desenvolvido ao longo desta investigacdo ajudou-me a crescer como
investigador e professor. Como investigador, foi uma constante aprendizagem em cada uma
das etapas que constituem o processo investigativo, desde o inicio com a formulagdo das
questBes de investigacdo e até o final com o que implica refletir sobre as conclus@es que
emergiram do estudo. Sem duvida, considero que fazer investigacéo é um desafio pessoal no
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qual a perseverancga, a vontade de querer aprender com outros e o desejo de adquirir
conhecimento para a préatica profissional tém de estar integrados. Como professor, tive a
oportunidade de aprender sobre ambientes de ensino e aprendizagem nunca antes utilizados,
como a modelacdo matematica de um ponto de vista educacional, pondo em préatica as minhas
proprias habilidades para criar tarefas em contextos reais na disciplina de Algebra Linear e
lidar com tudo o que implica uma gestdo de aula alicer¢ada em tarefas de modelagéo. Tive
também algumas limitacbes nas diferentes intervencdes da experiéncia de ensino,
nomeadamente o facto de o trabalho com tarefas de modelacdo ter funcionado como um
complemento ao trabalho de sala de aula que era comum desenvolver-se na disciplina e em
que eu ndo era o professor da turma. Assim, 0 meu papel de professor ficou restringido aos
periodos de trabalho com as tarefas de modelagdo. Neste sentido, tive de me ajustar ao tempo
disponivel para realizar cada intervencdo da experiéncia de ensino para nao afetar a
lecionacdo formal dos conceitos desenvolvidos pelo professor da turma. Esta limitacdo teve
implicagdes, nomeadamente condicionando o tempo de trabalho com os estudantes e ver-me
impossibilitado de me alargar nas discusses realizadas nos diferentes grupos e
coletivamente, investindo mais tempo na partilha das propostas de resolucédo da tarefa com a

turma.

Apesar de os estudantes estarem acostumados a trabalhar de forma independente, 0s
resultados obtidos nas resolucgdes das tarefas de modelacdo e nos contributos mencionados
pelos estudantes evidenciaram a importancia desta pratica social para promover um processo
reflexivo e coletivo de aprendizagem. Neste sentido, considero que futuras intervencGes com
tarefas de modelacdo matematica deverdo dar um papel mais participativo ao estudante nestas
discussdes coletivas. Uma forma de o fazer é ajustar a natureza das discussdes coletivas
durante a resolucdo da tarefa, de forma a que cada grupo tenha um momento para explicar
como pensaram 0 seu processo de modelagdo, e a partir dai o professor/investigador pode

criar momentos de discussao com toda a turma.

Para alem disso, considerando que o atual programa de Matematica do secundario da
Costa Rica (MEP, 2012) promove a aprendizagem da geometria desde um ponto de vista
analitico em complemento com as representacdes geométricas das diferentes figuras no plano
cartesiano, deveria considerar-se que este tipo de ensino da Matematica que articula a

representacdo algebrica e a representacdo geométrica dos conceitos matematicos também se
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mantenha no ensino superior nas disciplinas onde é possivel, como a Algebra Linear. Neste
sentido, as tarefas de antecipacdo tornam-se elementos importantes para a pratica de
exercicios matematicos que ajudem a promover conversdes entre diferentes tipos de
representacdes associadas ao conceito, e em complemento com o trabalho em tarefas de
modelacdo. Essas tarefas de antecipacao resultam em espacos para que o estudante tenha em
mente diferentes formas de trabalhar o modelo matematico, pelo que considero Gtil manter a

sua incorporacdo em futuras intervencoes.

A partir dos contributos referidos pelos estudantes evidenciou-se que o caracter
desafiante da tarefa de modelacéo néo é a principal dificuldade que eles apresentam, mas sim
as aprendizagens de conceitos matematicos que tém de p6r em acdo no momento da sua
realizacdo. Assim, para além do trabalho com tarefas de antecipacéo, a aplicacdo de tarefas
de modelagéo tem de ser iniciada a pouco e pouco na disciplina de Algebra Linear, sendo
que alguns estudantes precisam alcancar uma certa maturidade com o0s conceitos
matematicos e com a maneira de os tratar no ambito da Algebra Linear. Ainda assim, a
exigéncia cognitiva que é para os estudantes trabalhar em tarefas de modelagdo, sobretudo
no principio, também é um aspeto a considerar em futuras intervencdes, pelo que considero
duas alternativas para aproveitar ao maximo o tempo destinado em sala de aula: 1)
disponibilizar ao estudante o enunciado da tarefa antes da sua implementacao, para que este
tente compreender a tarefa por si proprio com tempo adequado, como foi feito na experiéncia
de ensino deste estudo a partir da segunda tarefa, e encorajando o estudante a construir um
modelo matematico para a situa¢do problema; 2) dividir o trabalho de resolucdo de cada
tarefa em dois momentos, um destinado a criacdo do modelo matemaético, e o outro para o
trabalhar, de forma que neste segundo momento a maior parte do tempo dedicado em sala de
aula seja para refletir sobre o(s) modelo(s) matematico(s) proposto(s), promovendo
sobretudo competéncias de interpretacdo e validacdo de resultados no estudante, as quais

permitam questionar-se sobre a necessidade de comegar ou ndo um novo ciclo de modelacéo.

Por sua vez, a tecnologia, fundamental na atual sociedade em que vivemos e numa
proposta de tarefas de modela¢do com acesso a aulas em laboratério de computador, permite-
me questionar até que ponto a tecnologia é prontamente um apoio para 0 processo de
modelacdo do estudante, sendo que considero, ap0s realizada esta investigacdo, que

primeiramente deve criar-se a cultura de trabalhar com tecnologia em sala de aula, e
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posteriormente incentivar o estudante a utilizar da tecnologia nas suas primeiras tarefas de
modelag&o, enquanto nas Ultimas tarefas isso se pode deixar-se a sua escolha, ainda que o0s

problemas sejam tais que justifiguem a vantagem de utilizar o recurso tecnoldgico.

Finalmente, gostaria de mencionar novas questfes que emergiram deste estudo para a
investigacdo futura. Primeiramente, em relacdo as aprendizagens de conhecimentos de
algebra linear com tarefas de modelagdo, surge a necessidade de investigar se o estudante é
capaz de mobilizar o mesmo modelo matematico utilizado na resolugdo de uma tarefa de
modelacdo em outros contextos reais que avaliem 0s mesmos conceitos matematicos. Em
segundo lugar, em relacdo as competéncias de modelacdo, este estudo evidenciou uma maior
mobilizacdo de competéncias para ir do resto do mundo ao mundo matematico e mostrou,
consequentemente, que a maior parte dos estudantes teve dificuldade para interpretar e
validar resultados. Parece-me pertinente saber que tipo de conexBes sdo capazes de
estabelecer os estudantes com as suas experiéncias quotidianas, conhecimentos prévios de
outras disciplinas, entre outras, para mobilizar um modelo mateméatico num contexto real, e
como estas conexdes ajudam a mobilizar suas competéncias no trabalho das tarefas de

modelacao.

Todos os aspetos aqui referidos e as consideracfes feitas ao longo desta tese, embora
sejam fruto do trabalho feito num contexto educativo especifico, nomeadamente o trabalho
com estudantes Costarriquenhos de uma disciplina de Algebra Linear, podem servir como
apoio para outros estudos com caracteristicas semelhantes que desejem aprofundar a
investigacdo da algebra linear no ensino superior. Desta forma, sei que este estudo néo sera
0 Unico a ser desenvolvido na linha de pesquisa em modelagdo matematica com algebra linear
no meu pais, mas acredito que seja 0 comego de um conjunto de estudos elaborados por
investigadores que se interessam por esta area da Matematica, na qual certamente continuarei

a investigar.

248



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AERA (2011). Code of Ethics. American Educational Research Association. Approved by the
AERA Council, February 2011. Educational Researcher, 40(3), 145-156.
https://doi.org/10.3102/0013189X11410403

Anderson, G., & Arsenault, N. (1998). Fundamentals of educational research (2nd ed.). London,
UK: Routledge Falmer.

Arce, C., Castillo, W., & Gonzalez, J. (2014). Algebra lineal. San José: Editorial UCR.

Bagley, S., & Rabin, J. (2010). Students’ use of computational thinking in Linear Algebra.
International Journal of Research in Undergraduate Mathematics Education, 2, 83-104.
https://doi.org/10.1007/s40753-015-0022-x

Bagley, S., Rasmussen, C., & Zandieh, M. (2015). Inverse, composition, and identity: The case of
function and linear transformation. Journal of mathematical behavior, 37, 36-47.
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmathb.2014.11.003

Barbosa, J. C. (2006). Mathematical modelling in classroom: A socio-critical and discursive
perspective. ZDM Mathematics Education, 38(3), 293-301.
https://doi.org/10.1007/BF02652812

Belei, R. A., Gimeniz-Paschoal, S. R., Nascimento, E. N., & Matsumoto, P. H. V. R. (2008). O uso
de entrevista, observacao e videogravacdo em pesquisa qualitativa. Cadernos de educacao,
30(1), 187-199. https://periodicos.ufpel.edu.br/ojs2/index.php/caduc/article/view/1770

Bianchini, B. L., de Lima, G. L., & Gomes, E. (2019). Linear algebra in engineering: an analysis of
Latin  American studies. ZDM Mathematics Education, 51 (7), 1097-1110.
https://doi.org/10.1007/s11858-019-01081-5

Biggs, J., & Tagg, C. (2011). Teaching for quality learning at the university (4th ed.). London, UK:
Mc Graw-Hill.

Blum, W. (2015). Quality teaching of mathematical modelling: What do we know, what can we do?.
In S. J. Cho (Ed.), Proceedings of the 12th International Congress on Mathematical
Education - Intellectual and attitudinal challenges (pp. 73-96). New York, NY: Springer.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-12688-3 9

Blum, W., & Borromeo Ferri, R. (2009). Mathematical modelling: Can it be taught and learnt?.
Journal of Mathematical Modelling and Application, 1(1), 45-58.

Blum, W., & LeiR, D. (2007). How do students and teachers deal with modelling problems?. In C.
Haines, P. L. Galbraith, W. Blum, & S. Khan (Eds.), Mathematical Modelling. Education,
Engineering and Economics - ICTMA 12 (pp. 222-231). Chichester, UK: Horwood.
https://doi.org/10.1533/9780857099419.5.221

Blomhgj, M., & Jensen, T. H. (2003). Developing mathematical modelling competence: Conceptual
clarification and educational planning. Teaching Mathematics and its Applications: An
International Journal of the IMA, 22(3), 123-139. https://doi.org/10.1093/teamat/22.3.123

249


https://doi.org/10.3102/0013189X11410403
https://doi.org/10.1007/BF02652812
https://doi.org/10.1007/s11858-019-01081-5
https://doi.org/10.1533/9780857099419.5.221
https://doi.org/10.1093/teamat/22.3.123

Blomhgj M., & Jensen T. H. (2007). What’s all the fuss about competencies?. Experiences with
using a competence perspective on mathematics education to develop the teaching of
mathematical modelling. In W. Blum, P. L. Galbraith, H. W. Henn &, M. Niss (Eds.),
Modelling and Applications in Mathematics Education (pp.45-56). New York, NY: Springer.

Bogdan, R., & Biklen, S. (1994). Investigacdo qualitativa em educa¢do: Uma introducéo a teoria e
aos métodos. Porto: Porto Editora.

Borasi, R. (1992). Learning mathematics through inquiry. Portsmouth, NH: Heinemann.

Borromeo Ferri, R. (2006). Theoretical and empirical differentiations of phases in the modeling
process. ZDM Mathematics Education, 38(2), 86-95. https://doi.org/10.1007/BF02655883

Borromeo Ferri, R. (2007). Personal experiences and extra-mathematical knowledge as an influence
factor on modelling routes of pupils. In D. Pitta-Pantazi & G. Philippou (Eds.), Proceedings
of the 5th Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CERME 5) (pp. 2080-2089). Larnaca: University of Cyprus and ERME.

Borromeo Ferri, R. (2010). Estabelecendo conexdes com a vida real na pratica da aula de
Matematica. Educacdo e Matematica, 110, 19-25.

Borromeo Ferri, R. (2018). Learning how to teach mathematical modelling in school and teacher
education. Picassoplatz, Switzerland: Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-319-68072-9

Cai, J., Cirillo, M., Pelesko, J., Borromeo Ferri, R., Borba, M., Geiger, V., Stillman, G., English, L.,
Wake, G., Kaiser, G., & Kwo, O. (2014). Mathematical modelling in school education:
Mathematical, cognitive, curricular, instructional and teacher education perspectives. In P.
Liljedahl, C. Nicol, S. Oesterle, & D. Allan (Eds.), Proceedings of the 38th Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education and the 36th
Conference of the North American Chapter of the Psychology of Mathematics Education
(Vol.1, pp.145-172). Vancouver: PME.

Campbell, S. (2001). Enacting possible worlds: Making sense of (human) nature. In J. F. Matos, W.
Blum, S. K. Houston, & S. P. Carreira (Eds.), Modelling and mathematics education
Applications in science and technology (pp. 3-14). Chichester, UK: Horwood.

Céarcamo, A., Gomez, J., & Fortuny, J. (2016). Mathematical modelling in engineering: A proposal
to introduce linear algebra concepts. Journal of Technology and Science Education, 6(1), 62—
70. http://dx.doi.org/10.3926/jotse.177

Céarcamo, A., Gomez, J., & Fortuny, J. (2017). Mathematical modelling and the learning trajectory:
Tools to support the teaching of linear algebra. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 48(3), 338-352.
https://doi.org/10.1080/0020739X.2016.1241436

Carlson, D., Johnson, C., Lay, D., & Porter, A. (1993). The Linear Algebra curriculum study group
recommendations for the first course in Linear Algebra. The College Mathematics Journal,
24(1), 41-46. https://www.jstor.org/stable/i326560

Carreira, S., Barquero, B., Kaiser, G., Lingefjard, T., & Wake, G. (2015). Introduction to the papers
of TWGO06: Applications and modelling. In K. Krainer & N. VVondrova (Eds.), Proceedings
of the 9th Congress of the European Society for Research in Mathematics Education

250


https://doi.org/10.1007/BF02655883
https://doi.org/
http://dx.doi.org/10.3926/jotse.177
https://doi.org/10.1080/0020739X.2016.1241436
https://www.jstor.org/stable/i326560

(CERME 9) (pp.790-793). Prague, Czech Republic: Charles University in Prague, Faculty of
Education and ERME.

Chaamwe, N., & Shumba, L. (2016). Spreadsheets: A tool for e-learning - a case of matrices in
Microsoft Excel. International Journal of Information and Education Technology, 6(7), 570-
575. http://dx.doi.org/10.7763/1JIET.2016.V6.753

Chang, J. M. (2011). A practical approach to inquiry-based learning in linear algebra. International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 42(2), 245-259.
https://doi.org/10.1080/0020739X.2010.519795

Chinnappan, M. (2010). Cognitive load and modelling of an algebra problem. Mathematics
Education Research Journal, 22(2), 8-23. https://doi.org/10.1007/BF03217563

Cohen, L., Manion, L., & Mohinson, K. (2011). Research methods in education (7th ed.). London,
UK: Routledge.

Coutinho, C. P. (2011). Metodologia de investigacdo em ciéncias sociais e humanas. Teoria e
pratica. Coimbra: Coimbra Almedina.

Costa, V. (2013). Aspectos destacados de las teorias cognitivas del aprendizaje, como estrategias
didacticas para la ensefianza y aprendizaje de conceptos del calculo vectorial. In R. Flores
(Ed.), Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (pp. 513-521). México, D.F.: Comité
Latinoamericano de Matematica Educativa.

Costa, V. A., & Rossignoli, R. (2017). Ensefianza del algebra lineal en una facultad de ingenieria:
Aspectos metodologicos y didacticos. Revista Educacion en Ingenieria, 12(23), 49-55.
https://doi.org/10.26507/rei.v12n23.734

Czocher, J. (2018). How does validating activity contribute to the modelling process?. Educational
Studies in Mathematics, 99, 137-159. https://doi.org/10.1007/s10649-018-9833-4

Denscombe, M. (2003). The good research guide: For small-scale social research projects (2nd
ed.). Philadelphia, PA: McGraw Hill.

Dogan-Dunlap, H. (2010). Linear algebra students’ modes of reasoning: Geometric representations.
Linear algebra and its applications, 432(8), 2141-2159.
https://doi.org/10.1016/j.1aa.2009.08.037

Domingos, A. (2003). Compreensdo de conceitos matematicos avancados- a matematica no inicio
superior. Tese de doutoramento, Universidade Nova de Lisboa, Portugal.

Dominguez-Garcia, S., Garcia-Planas, M. |., & Taberna, J. (2016). Mathematical modelling in
engineering: An alternative way to teach Linear Algebra. International Journal of
Mathematical Education in  Science and Technology, 47(7), 1076-1086.
https://doi.org/10.1080/0020739X.2016.1153736

Dorier, J., & Sierspinska, A. (2001). Research into the teaching and learning of Linear Algebra. In
D. Holton, M. Artigue, U. Kirchgraber, J. Hillel, M. Niss, & A. Schoenfeld (Eds.), The
Teaching and Learning of Mathematics at University Level. New ICMI Study Series (Vol.7,
255-273). Dordrecht, The Netherlands: Springer. https://doi.org/10.1007/0-306-47231-7 24

251


http://dx.doi.org/10.7763/IJIET.2016.V6.753
https://doi.org/10.1080/0020739X.2010.519795
https://doi.org/10.1007/BF03217563
https://doi.org/10.26507/rei.v12n23.734
https://doi.org/10.1007/s10649-018-9833-4
https://doi.org/10.1016/j.laa.2009.08.037
https://doi.org/10.1080/0020739X.2016.1153736
https://doi.org/10.1007/0-306-47231-7_24

Duarte, T. (2009). A possibilidade da investigacéo a 3: reflexdes sobre triangulacdo (metodoldgica).
CIES e-Working Papers, 60. Disponivel em http://hdl.handle.net/10071/1319

Duval, R. (2006). A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of mathematics.
Educational Studies in Mathematics, 61, 103-131. https://doi.org/10.1007/s10649-006-
0400-z

Ellis, J., Henderson, F., Rasmussen, C., & Zandieh, M. (2012). Students reasoning about linear
transformations. In S. Brown, S. Larsen, K. Marrongelle, & M. Oehrtman (Eds.),
Proceedings of the 15th Annual Conference on Research in Undergraduate Mathematics
Education (pp.174-186). Portland, OR: SIGMAA/RUME.

Ferndndez, R. (2001). La entrevista en la investigacion cualitativa. Revista pensamiento actual, 2(3),
14-21.

Fléres, C. A., & Yemail, C. A. (2017). Modelacion y simulacién con Geogebra: Una experiencia en
el estudio de situaciones con medidas de area y volumen. Tesis de maestria, Universidad
Pontifica Bolivariana, Colombia.

Galbraith, P., & Stillman, G. (2006). A framework for identifying student blockages during
transitions in the modelling process. ZDM Mathematics Education, 38(2), 143-162.
https://doi.org/10.1007/BF02655886

Gehrig, R., Palacios Ramirez, J., Blesa Aledo, B., Cobo de Guzman, F., Garcia Jiménez, M., Mufioz
Sanchez, P., & Redes Garcia, J. (2014). Guia de criterios basicos de calidad en la
investigacion cualitativa. Murcia: UCAM.

Geiger, V. (2017). Designing for mathematical applications and modelling tasks in technology rich
environments. In A. Leung, & A. Baccaglini-Frank (Eds.), Digital technologies in designing
Mathematics Education tasks—potential and pitfalls (pp. 285-301). Cham, Switzerland:
Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-319-43423-0_14

Gil, A. C. (1999). Métodos e técnicas de pesquisa social (5th ed.). Sdo Paulo: Atlas.

Gonzélez, J. J. (1998). Experimentos en &lgebra lineal en Mathematica. Suma. Revista sobre la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, 27, 97-102.

Gravemeijer, K. (2007). Emergent modelling as a precursor to mathematical modelling. In W. Blum,
P. L. Galbraith, H. W. Henn, & M. Niss (Eds.), Modelling and applications in mathematics
education. The 14th ICMI Study (pp. 137-144). New York, NY: Springer.
https://doi.org/10.1007/978-0-387-29822-1

Greefrath, G. (2011). Using technologies: New possibilities of teaching and learning modelling -
Overview. In G. Kaiser, W. Blum, R. Borromeo Ferri, & G. Stillman (Eds.), Trends in
teaching and learning of mathematical modelling, ICTMA 14 (pp. 301-304). Dordrecht, The
Netherlands: Springer. https://doi.org/10.1007/978-94-007-0910-2_30

Greefrath, G., Hertleif, C., & Siller, H. (2018). Mathematical modelling with digital tools - A
guantitative study on mathematising with dynamic geometry software. ZDM Mathematics
Education, 50, 233-244. https://doi.org/10.1007/s11858-018-0924-6

252


http://hdl.handle.net/10071/1319
https://doi.org/10.1007/s10649-006-0400-z
https://doi.org/10.1007/s10649-006-0400-z
https://doi.org/10.1007/BF02655886
https://doi.org/
https://doi.org/10.1007/978-94-007-0910-2_30
https://doi.org/10.1007/s11858-018-0924-6

Guerreiro, A., Ferreira, T. R., Menezes, L., & Martinho, M. H. (2015). Comunicacao na sala de aula:
A perspetiva do ensino exploratdrio da matematica. Zetetiké, 23(2), 279-295.

Guest, G., Namey, E., & Mitchell, M. (2013). Collecting qualitative data: A field manual for applied
research. London, UK: SAGE Publications. https://dx.doi.org/10.4135/9781506374680

Gueudet-Chartier, G. (2006). Using Geometry to teach and learn Linear Algebra. Research in
Collegiate Mathematics Education, 6, 171-195.

Han, X. (2008). Teaching elementary linear algebra using Matlab: An initial investigation. The
Scholarship of Teaching and Learning at EMU, 2.
https://commons.emich.edu/sotl/vol2/iss1/9

Havelkova, V. (2013). GeoGebra in teaching linear algebra. In M. Ciussi & M. Augier (Eds.),
Proceedings of the 12th European Conference On E-Learning (pp. 581-589). Sophia
Antipolis, France: Academic Conferences and Publishing International.

Heuvel-Panhuizen, M. (2003). The didactical use of models in realistic mathematics education: An
example from a longitudinal trajectory on percentage. Educational Studies in Mathematics,
54, 9-35. Dordrecht, The Netherlands: Kluwer  Academic  Publishers.
https://doi.org/10.1023/B:EDUC.0000005212.03219.dc

Hillel, J. (2000). Modes of description and the problem of representation in linear algebra. In J. L.
Dorier (Ed.), On the teaching of linear algebra (pp. 191-207). Dordrecht, The Netherlands:
Kluwer Academic Publishers.

IEUL (2016). Carta €tica para a investigacdo em educacao e formacao do Instituto de Educacéo da
Universidade de Lisboa. Diario da Republica, 2.2 série - N.° 52 — 15, de marco de 2016.
http://www.ie.ulisboa.pt/download/carta-etica-e-regulamento-da-comissao-de-etica

Ikeda, T., & Stephens, M. (2001). The effects of students’ discussion in mathematical modelling. In
J. F. Matos, W. Blum, S. K. Houston, & S. P. Carreira (Eds.), Modelling and mathematics
education (ICTMA 9): Applications in science and technology (pp.381-390). Chichester:
Horwood.

Jensen, T. H. (2007). Assessing mathematical modelling competency. In C. Haines, P. Galbraith, W.
Blum, & S. Khan (Eds), Mathematical Modelling (ICTMA 12): Education, Engineering and
Economics (pp. 141-148). Chichester, UK: Horwood.
https://doi.org/10.1533/9780857099419.3.141

Johnson, D. W., Johnson, R. T., & Smith, K. (1991). Cooperative learning: Increasing college
faculty instructional productivity. ASHE-ERIC Higher Education Report No. 4. Washington,
DC: School of Education and Human Development, The George Washington University.

Kaiser, G., & Sriraman, B. (2006). A global survey of international perspectives on modelling in
mathematics  education. ZDM  Mathematics Education, 38 (3), 302-310.
https://doi.org/10.1007/BF02652813

Klymchuk, S., & Zverkova, T. (2001). Role of mathematical modelling and applications in university
mathematics service courses: An across countries study. In J. F. Matos, W. Blum, S. K.
Houston, & S. P. Carreira (Eds.), Modelling and mathematics education (ICTMA 9):
Applications in science and technology (pp. 227-234). Chichester: Horwood.

253


https://dx.doi.org/10.4135/9781506374680
https://doi.org/10.1023/B:EDUC.0000005212.03219.dc
https://doi.org/10.1533/9780857099419.3.141
https://doi.org/10.1007/BF02652813

Kripka, R., Kripka, M., Pandolfo, P., Pereira, L., Viali, L., & Lahm, R. (2017). Aprendizagem de
Algebra Linear: Explorando recursos do GeoGebra no célculo de esforgos em estruturas.
Acta Scientiae, 19(4), 544-562.

Lesh, R. (2012). Research on models and modeling and implication for common core state
curriculum standards. In L. H. Mayes (Ed.), Quantitative reasoning and mathematical
modeling: A driver for STEM integrated education and teaching in context (pp. 169-179).
Laramie, WY: Wyoming Institute for the Study of Mathematics Education.

Lesh, R., & Lehrer, R. (2003). Models and modelling perspectives on the development of students
and teachers. Mathematical thinking and learning, 5(2-3), 109-129.

Maap, K. (2006). What are modelling competencies?. ZDM Mathematics Education, 38(2), 113—
142. https://doi.org/10.1007/BF02655885

Mallet, D. G. (2007) Multiple representations for systems of linear equations via the computer
algebra system Maple. International Electronic Journal of Mathematics Education, 2(1), 16—
32.

Martin, M. (2004). Disefio y validacion de cuestionarios. Matronas Profesion, 5(17), 23-29.

Mason, J. (2000) Asking mathematical questions mathematically. International Journal of
Mathematical  Education in  Science and  Technology, 31(1), 97-111.
https://doi.org/10.1080/002073900287426

Matos, J. F. (1995). Modelagédo matematica. Lisboa: Universidade Aberta.

Ministerio de Educacion Publica (2012). Programas de Estudio de Matemética. San José, Costa
Rica: autor. http://www.mep.go.cr

Molina, M., Castro, E., Molina, J. L., & Castro, E. (2011). Un acercamiento a la investigacién de
disefio a través de los experimentos de ensefianza. Ensefianza de las Ciencias, 29(1), 75-88.

Nardi, E., Bizal, I., Gonzalez-Martin, A.S., Gueudet, G., lannone P., Viirman, O., & Winslgw, C.
(2015). In Krainer, K. & Vondrova, N. (Eds.), Proceedings of the 9th Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education (CERME 9) (pp. 2048-2051).
Prague, Czech Republic: Charles University in Prague, Faculty of Education and ERME.

National Council of Teachers of Mathematics. (2014). Principles to actions: Ensuring mathematical
success for all. Reston, VA: Author.

Niss, M. (2001). Issues and problems of research on the teaching and learning of applications and
modelling. In J. F. Matos, W. Blum, S. K. Houston, & S. P. Carreira (Eds.), Modelling and
mathematics education (ICTMA 9): Applications in science and technology (pp.72-88).
Chichester, UK: Horwood. https://doi.org/10.1533/9780857099655.1.72

Niss, M. A. (2003). Mathematical competencies and the learning of mathematics: The Danish KOM
project. In A. Gagatsis, & S. Papastavridis (Eds.), Proceedings of the 3rd Mediterranean
Conference on Mathematical Education (pp. 116-124). Athens: Hellenic Mathematical
Society.

254


https://doi.org/10.1007/BF02655885
https://doi.org/10.1080/002073900287426
https://doi.org/10.1080/002073900287426
https://doi.org/10.1533/9780857099655.1.72

Niss, M., Blum, W., & Galbraith, P. (2007). Introduction. In W. Blum, P. Galbraith, H. W. Henn, &
M. Niss (Eds.), Modelling and applications in mathematics education: The 14th ICMI study
(pp. 3-32). New York, NY: Springer.

Oktacg, A. (2018). Understanding and visualizing linear transformations. In G. Kaiser et al. (Eds.),
Invited lectures from the 13th International Congress on Mathematical Education (pp. 463—
481). Cham: Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-319-72170-5 26

Oliveira, R. H. (2001). A mathematics curriculum for undergraduate courses based on mathematical
modelling and computer science. In J. F. Matos, W. Blum, S. K. Houston, & S. P. Carreira
(Eds.), Modelling and mathematics education (ICTMA 9): Applications in science and
technology (pp. 235-250). Chichester, UK: Horwood.

Plaxco, D., & Wawro, M. (2015). Analyzing student understanding in linear algebra through
mathematical  activity. Journal of Mathematical Behavior, 38, 87-100.
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2015.03.002

Ponte, J. P. (2005). Gestdo curricular em Matematica. In GT1 (Ed.), O professor e o desenvolvimento
curricular (pp. 11-34). Lisboa: APM.

Ponte, J. P. (2017). Discussdes coletivas no ensino-aprendizagem da Matemaética. In GTI (Ed.), A
pratica dos professores: Planificacdo e discussdo coletiva na sala de aula (pp. 33-56).
Lisboa: APM.

Ponte, J. P., Mata-Pereira, J., & Quaresma, M. (2013). Acdes do professor na conducéo de discussoes
matematicas. Quadrante, 22(2), 55-81.

Possani, E., Trigueros, M., Preciado, J., & Lozano, M. D. (2010). Use of models in the teaching of
linear algebra. Linear Algebra and its Applications, 432(8), 2125-2140.
https://doi.org/10.1016/j.1aa.2009.05.004

Pujolas, P., Riera, G., Pedragosa, O., & Soldevila, J. (2005). Aprender juntos alunos diferentes (1)
El “qué” y el “como” del aprendizaje cooperativo en el aula. Espafia: Octaedro

Rach, S., & Heinze, A. (2017). The transition from school to university in Mathematics: Which
influence do school-related variables have?. International Journal of Science and
Mathematics Education, 15(7), 1343-1363. https://doi.org/10.1007/s10763-016-9744-8

Robinson, R., & Savenye, W. (2001). Qualitative research issues and methods: An introduction for
educational technologists. In D. Jonassen, & D. Jonassen (Eds.), Handbook of research for
educational communications and technology (pp. 1171-1195). New Jersey, NJ: Lawrence
Erlbaum Associates.

Rodriguez, C. (2011). Diagndstico de las dificultades de la ensefianza-aprendizaje en un curso de
Algebra Lineal. Bogota: Universidad de los Andes.

Rosa, M., & Orey, D. (2012). A modelagem como um ambiente de aprendizagem para a conversdo
do conhecimento matemaético. Bolema, 26(42A), 261-290.

Sampieri, R., Fernandez, C., & Baptista Pilar. (2010). Metodologia de la Investigacion (5th ed.).
México, DF: MC Graw Hill.

255


https://doi.org/10.1007/978-3-319-72170-5_26
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2015.03.002
https://doi.org/10.1016/j.laa.2009.05.004
https://doi.org/10.1007/s10763-016-9744-8

Sanchez, A. M. (2007). El uso de las nuevas tecnologias en el profesorado universitario. Pixel-Bit.
Revista de Medios y Educacién, 30, 61-72.

Sanchez, J. (2018). Carta al estudiante de curso MA1004. | semestre. Universidad de Costa Rica.

Sandoval, I. & Possani, E. (2016). An analysis of different representations for vectors and planes in
IR3: Learning challenges. Educational Studies in Mathematics, 92(1), 109-127.
https://doi.org/10.1007/s10649-015-9675-2

Safiudo, L. (2006). La ética de la investigacion educativa. Hallazgos, 3(6), 83-98.

Scherrer, J., & Stein, M. K. (2013). Effect of a coding intervention on what teachers learn to notice
during whole-group discussion. Journal of Mathematics Teacher Education, 16(2), 105-124.

Siller, H-S., & Greefrath, G. (2010). Mathematical modelling in class regarding to technology. In V.
Durand-Guerrier, S. Soury-Lavergne & F. Arzarello (Eds.), Proceedings of the 6th Congress
of the European Society for Research in Mathematics Education (CERME 6) (pp. 2136-
2145). Lyon, France: Institut National de Recherche Pédagogique and ERME.

Simon, M. A. (1995). Reconstructing mathematics pedagogy from a constructivist perspective.
Journal for Research in Mathematics Education, 26, 114-145.

Skemp, R. R. (1976). Relational understanding instrumental understanding. Mathematics teaching,
77(1), 20-26.

Sofroniou, A., & Poutos, K. (2016). Investigating the effectiveness of group work in Mathematics.
Education science, 6(30), 1-15.

Sokolowski, A. (2015). The Effects of mathematical modelling on students’ achievement-meta-
analysis of research. The IAFOR Journal of Education, 3(1), 93-104.

Stewart, S., & Thomas, M. O. J. (2010). Student learning of basis, span and linear independence in
linear algebra. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
41(2), 173-188. https://doi.org/10.1080/00207390903399620

Tall, D. O. (2004). Building theories: The three worlds of mathematics. For the Learning of
Mathematics, 24(1), 29-32.

Taylor, S. J., & Bogdan, R. (1987). Introduccion a los métodos cualitativos de investigacion.
Barcelona: Paidés.

Thomas, M. O. J., Druck, I., Huillet, D., Ju, M., Nardi, E., Rasmussen, C., & Xie, J. (2015). Key
mathematical concepts in the transition from secondary school to university. In S. J. Cho
(Ed.), The Proceedings of the 12th International Congress on Mathematical Education
(ICME 12): Intellectual and Attitudinal Challenges (pp. 265-284). Cham: Springer.

Thomas, M. O. J., & Stewart, S. (2011). Eigenvalues and eigenvectors: Embodied, symbolic and
formal thinking. Mathematics Education Research Journal, 23(3), 275-296.

Trigueros, M. (2009). El uso de la modelacion en la ensefianza de las matematicas. Innovacion
Educativa, 9(46), 75-87.

256


https://doi.org/10.1007/s10649-015-9675-2
https://doi.org/10.1080/00207390903399620

Trigueros, M., & Possani, E. (2013). Using an economics model for teaching linear algebra. Linear
Algebra and its Applications, 438(4), 1779-1792. https://doi.org/10.1016/].1aa.2011.04.009

Trigueros, M., Maturana, 1., Parraguez, M., & Rodriguez, M. (2015). Construcciones y mecanismos
mentales para el aprendizaje del teorema de la matriz asociada a una transformacion lineal.
Educacion Matemética, 27(2), 95-124.

Trigueros, M., & Bianchini, B. L. (2016). Learning linear transformations using models. In E. Nardi,
C. Winslgw, & T. Hausberger (Eds.), Proceedings of the 1st Conference of the International
Network for Didactic Research in University Mathematics (pp. 326-336). Montpellier, FR:
University of Montpellier and INDRUM.

Uhlig, F. (2002). The Role of proof in comprehending and teaching elementary linear algebra.
Educational Studies in Mathematics, 50(3), 335-46.
https://doi.org/10.1023/A:1021245213997

Villa-Ochoa, J. A., & Ruiz, H. M. (2009). Modelacion en educacion matematica: Una mirada desde
los lineamientos y estandares curriculares colombianos. Revista Virtual Universidad
Catolica del Norte, 27, 1-21.

Viseu, F., & Menezes, L. (2014). Desenvolvimento do conhecimento didatico de uma futura
professora de matematica do 3.° ciclo: O confronto com a sala de aula na preparacéo e analise
de tarefas de modelacdo matematica. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa, 17(3), 347-375. https://dx.doi.org/10.12802/relime.13.1734

Wawro, M., Rasmussen, C., Zandieh, M., Sweeney, G. F., & Larson, C. (2012). An inquiry-oriented
approach to span and linear independence: The case of the magic carpet ride sequence.
PRIMUS, 22(8), 577-599.

Wolcott, H. (2009). Writing up qualitative research (3rd ed.). Oaks, CA: SAGE.

257


https://doi.org/10.1016/j.laa.2011.04.009
https://doi.org/10.1023/A:1021245213997
https://dx.doi.org/10.12802/relime.13.1734

ANEXOS



259



Anexos A — Tarefas do estudo piloto

Anexo Al: Abastecimiento de agua mediante un sistema de tuberias

El agua constituye uno de los recursos naturales mas importantes de la vida. En una vivienda
este recurso es disponible a la persona por medio de un sistema de tuberias, el cual queda
formado por uniones de tubos que pueden o no tener el mismo grosor, dependiendo la presién
con que se desee que salga el agua al pasar por el punto (nodo) donde se intersecan los tubos.
Lo que si bien se sabe es que en cualquier punto donde haya una union de tubos (nodos), la
cantidad de agua que entra por esa union debe ser igual a la cantidad de agua que sale, 0 en
términos mas formales, el caudal del agua debe ser el mismo antes y después de pasar por el
nodo.

litros
dia

\
Oufitms 100 Ht’j"s m %
dia dia ! ¢ 3;’%\

A J

litros

50 litros
: E 400—— «¢ 200—-
!f..ai- m dia dia
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litros 300 litros

dia dia dia
ﬁ! m

Figura 1. Plano de sistema de tuberia para abastecimiento de agua.

En la figura anterior se representa un plano de abastecimiento de agua por dia elaborado por
uno de los funcionarios de Acueductos y Alcantarillados para una localidad formada por
cinco casas. El centro de control de Acueductos y Alcantarillados ha instalado sensores
electronicos que calculan el caudal de agua que pasa por un nodo en particular. Las flechas
representan la direccion hacia donde fluye el agua y indican, el caudal, en litros por dia, que
fluye de manera constante a través de una parte de la tuberia hasta llegar a los tanques de
almacenamiento de agua en cada casa. En cada nodo hay piezas de tubos (uniones cruz) que
permiten una distribucion continua del flujo del agua a través de todo el sistema.

El centro de control esta interesado en analizar las posibles opciones de abastecimiento de
agua segun el plano de la figura 1, esto con el fin de tener informacion recopilada en
referencia al caudal minimo y maximo que podria fluir por cada tubo y considerar las
previsiones a tener en caso de que alguno de los tubos del sistema de tuberia falle.
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Como estudiante de ingenieria o0 ciencias exactas, se le ha solicitado ayuda por parte del
funcionario que desarrollé el plano. Ayuda al funcionario a responder las siguientes
preguntas:

1) Si pudiéramos establecer cantidades minimas y maximas de flujo de agua por cada
tubo que conforma el sistema de tuberia ¢cudl seria esta cantidad para cada tramo
para mantener la normalidad de caudal indicada en los tramos de la figura 1?

2) ¢Es posible cerrar el flujo de agua por uno de los tubos que conforma el sistema de
tuberia manteniendo la normalidad de caudal indicada en la figura 1? Si es asi, ¢ cuéles
tramos de la tuberia se pueden o no cerrar?

3) ¢Sumodelo esté bien adaptado para considerar una restriccion? ¢En qué otra situacion
del entorno podria usar su modelo?

Ese parecer debera ser hecho a través de una redacciéon escrita donde le explique al
funcionario qué estrategias uso para definir su respuesta, los resultados que obtuvo y en qué
criterios/hipdtesis se basd para definirla, justificando esas opciones y mostrando
analiticamente que el resultado que obtuvo es coherente con su respuesta. Ademas, mencione
y explique ¢cuales son los desafios que enfrentd en esta actividad?
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Anexo A2: Movimiento de drones

Uno de los aparatos tecnoldgicos que han tomado gran relevancia para algunas actividades
humanas (entretenimiento, seguridad, agricultura, socorrismo, cartografia, uso militar, etc)
son los drones (fig 1). Estos aparatos voladores tienen la caracteristica de no necesitar ser
tripulados, siendo capaces de ser manejados desde una cierta distancia o trazar su propia ruta
mediante GPS, y algunos con tecnologia FVP (First Person View) que permite a la persona
que maneja el drone, con un control remoto inalambrico, observar el trayecto del drone como
si estuviera en la cabina de un avion (fig 2).

El rango de alcance de estos drones con FVP comlnmente llega a ser de 500m o mas,
dependiendo de la potencia. EI movimiento de traslacion del drone se rige por movimientos
en linea recta, cuya orden es enviada por la sefial transmitida por el control remoto.

1,04 8184 6411H
7o (/60 L

90 27 OTB0 G

Figura 1. Drone cuadricéptero. Figura 2. Drone con tecnologia FVP

Como estudiante de ingenieria o ciencias exactas, has recibido un mensaje de un disefiador
inicial de drones, el cual trabaja con tecnologia FVP. EI mensaje que te ha enviado el
disefiador es el siguiente:

Buenas tardes!, mi nombre es Stirling, soy disefiador de drones. Me informaron que usted podria ayudarme
con la creacion de posibles trayectorias de movimiento de vuelo que podrian ser programadas en un drone
que deseo construir con la cualidad de tener un desplazamiento viable a cualquier punto dentro del rango
de alcance que deseo incorporar en el drone. El drone que deseo construir debe cumplir las siguientes
condiciones:

*  Eldrone sélo debe tener movimiento traslacional (no se debe afiadir la funcién de rotacién).

*  Elmovimiento para arriba y abajo serd vertical, mientras que el movimiento a una misma
altura (movimiento horizontal) tendrd tantos botones como direcciones de desplazamiento
traslacional desee para el drone a esa altura.

*  Las direcciones de movimiento deben ser indicadas mediante vectores flecha.
= Elalcance mdximo del drone es de 12000m.
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Anexo A3: Cifrado y descifrado de codigos

Sabia que en el proceso de escritura en una computadora interviene una comunicacion textual
entre el usuario y la computadora. Esta comunicacion es transmitida mediante codigos, y en
el caso del computador la informacion es entendida a partir de ceros y unos (Sistema binario),
mientras que para el usuario es entendida a partir del codigo ASCII (Codigo Estandar
Americano para el Intercambio de Informacion) de caracteres alfanuméricos.

Para evitar que un mensaje enviado en codigo ASCII sea leido por alguna persona no
autorizada, se puede recurrir a codificar el mensaje recurriendo a los nimeros, utilizando la
equivalencia entre los codigos ASCII y el sistema decimal (ver Anexo 1). Una forma de hacer
esto es utilizando una matriz de mensaje T y una matriz de cifrado C.

La matriz de mensaje T debe contener el mensaje de texto a enviar por el emisor en términos
de nameros, utilizando para eso por ejemplo la equivalencia de cada letra en cddigo ASCII.
Para esto las letras del mensaje de texto son agrupadas en grupos de igual cantidad (parejas,
trios, cuartetos, etc), colocando cada grupo de letras como vectores fila o0 columna, segun la
dimension de la matriz que queremos utilizar. Por su lado, la matriz de cifrado C debera ser
una matriz conocida con anticipacion por el emisor y el receptor del mensaje de texto, de tal
forma que el mensaje codificado sea recibido por el receptor a través de una matriz codificada
M.

Un dato histérico

El 17 de enero de 1917, la seccion politica britanica conocida como Sala 40, desencripto el
telegrama aleman enviado por el ministro aleman de Exteriores Arthur Zimmermann al
embajador aleman en los Estados Unidos, Johann von Bernstroff, y al embajador aleméan en
Meéxico, Heinrich Von Eckhardt. Este telegrama, tiene importancia histérica en la declaracion
de guerra de los Estados Unidos a Alemania. Este telegrama (version en inglés), su
codificacion y descodificacion son presentados en la figura 1, 2 y 3 respectivamente (ver
Anexos 2).

1) Considerando la informacion suministrada elabore una nueva codificacion para la
frase del telegrama Zimmermann “The settlement in detail is left to you” (“el acuerdo
en detalle es dejado a usted”) de forma que el mensaje codificado necesite de una
matriz de cifrado por parte del lector del mensaje para su descodificacion. Utilice
codigo ASCIIy explique el proceso utilizado en la creacidn de su modelo.

2) Si el mensaje codificado fuese enviado a una persona particular P, ¢qué informacion
necesitaria saber P para descifrar el mensaje? Determine la relacion matematica que
permita encontrar el mensaje original en funcion de la informacion necesaria para
descifrarlo.
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Anexo 1

Tabla 1. Codigos ASCII

Caracteres ASCII Caracteres ASCII ASCIl extendido
de control imprimibles (Pagina de codigo 437)
00 NULL  (carécter nulo) 32 espacio 64 @ 96 128 ¢ 160 a |192 L 224 0
01 S0OH  (inicie encabezado) 33 ! 65 A a7 a 129 [T} 161 i 193 L 225 B
02 STX (inicio texto) 34 " BE B 93 b 130 [ 162 [} 194 226 0
03 ETX (fin de texto) a5 = 67 C 99 c 131 a 163 ] 195 -|: 227 o]
04 EOT (fin transmizion) 36 $ 68 D 100 d 132 a 164 fi 196 — 228 o
05 ENQ {consulta) krj % 69 E 101 2 133 a 165 ] 197 + 229 0
06 ACK  (reconocimiento) 38 & 70 F 102 f 134 a 166 = 198 a 230 i
07 BEL (timbre) 39 ! 71 G 103 a 135 G 167 ° 199 A 23 b
03 BS (retroceso) 40 { 72 H 104 h 126 & 168 ¢ 200 L 232 p
09 HT (tab horizontal) 41 ] 73 I 105 i 137 é 169 2] 201 E 233 l_.l
10 LF (nueva linea) 42 * 74 J 106 i 138 -] 170 a 202 — 234 U
11 VT (tab vertical) 43 + 75 K 107 k 139 i 171 Y 203 = 235 0
12 FF (nueva pagina) 44 , 76 L 108 | 140§ 172 % 204 ]L 236§
13 CR (retorno de carro) 45 It M 109 m 141 i 173 i 205 = 237 Y
14 S0  (desplaza afuera) 46 . 78 H 110 n 142 A 174 « 206 & 238 -
15 3l (desplaza adentro) 47 i 74 (0] 111 ] 143 A 175 207 =} 239
16 DLE (esc.vinculo datos) 43 0 80 P 112 p 144 E 176 208 (] 240 E
17 D1 {control disp. 1) 49 1 81 Q 113 q 145 & 177 = 209 b 241 +
18 DC2 {control disp. 2) 50 2 82 R 114 r 146 JE 178 210 E 242 _
19  DC3 {control disp. 3) 51 3 33 S 115 5 147 & 1749 211 E 243 Ve
20 DC4  (controldisp. 4) 52 4 84 T |16t 148 & 180 212 E 244 7§
21 NAK (conf. negativa) 53 5 85 u 17 u 149 0 181 A 213 1 245 §
22 5YN (inactividad sinc) 54 B 86 v 118 v 150 i 182 A 214 i 246 =
23 ETB  (fin blogue trans} 55 7 87 W 19w 151 @ 183 A 215 i 247
24  CAN {cancelar) 56 2 38 X 120 X 152 ¥ 184 @ 216 I 248 "
25 EM (fin del medio) 57 g 39 Y 121 ¥ 153 O 185 J 217 4 249 -
26 SUB (sustitucion) 58 : 90 z 122 72 154 1] 186 -| 218 250 .
27 ESC (escape) 59 : 91 [ 122 156 & 187 ] 219 i 251
28 FS (sep. archivos) 60 < 92 \ 124 | 156 £ 188 220 m 252 ®
29 G5 (=ep. grupos) 61 = 93 1 125 } 157 @ 189 4 221 H 253 ®
30 RS (sep. registros) 62 = 94 £2 126 ~ 158 ® 190 ¥ 227 [ 254 n
M Us (sep. unidades) 2 7 95 159 f 191 4 223 M 955 pbsp
127 DEL (Suprinmir)
Anexos 2

"+ ,eam  TELEGRAM RECELVED.

o Later 1-8-53 e ——

2 on, State Depte

% Sy From 2nd from London § 5747.

g e 1
e £ 228

vWe intend to begin on the first of February
unrestricted eubmarine warfare. TWe shall endeavor
in spite of this to keep the United States of
americu neutrel. In the event of this not succeed—
ing, we make Mexico a proposal of alliance on the
following basie: meke war together, make peace
together, generous finencizl support and an under=
standing on our part that Mexico is to reconquer
the lost territory in Texas, New Mexico, and
arizona. The settlement in detzil is left to you.
You will inform the President of the above most .
gecretly ae soon 28 the outbreak of war with the
United States of America is certain end add the
euggcstion that he should, on his own initiative,
;=isc Jepen to immediate adherence and at the same
time mediate between Japan and ourselves. Please
cell the President's attention to the fact that
the ruthless employment of our submarines now
offers the prospect of compelling England in a

Signed, ZIMKE

few months to meke peace.™

Figura 1. Telegrama Zimmermann.
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cERAN LEDATION  \O©
MEXICO CITY

130 13042

18147 1822,

8501 115 3528 416 17214 0491 11310
B 23677 13005 3494 14938
0302 21200 5101 39698

1 0317 0228 17894 4473
21589 07893 S569 13918 8958 12137
17108 13851 458 17149 14471 0700
7382 18887 €7893 14218 36477

‘ 16102 15217 22801 17138
15081 - 23848
20855 4377

vesferor 28

11207
18500 15887
76036 14219
11264 7687 7762 15099 9110

/
.
Figura 2. Telegrama Zimmermann codificado mediante codigo denominado 007
Mensaje Zimmermann decodificado grupo por grupo como fue enviado por el embajador
Bernstorff al ministro de Alemania Vonn Eckhardt en México en enero de 1917.

130 Nr. 3 13851 stop 18507 hinzufuegen
13042 4458 gemeinsamen 52262 Japan
13401  Auswaertiges Amt 17149  Friedensschluss 1340 von

8501 telegraphiert 14471 wtop 22049 sich

115 vom 16ten Janvar 6706 reichliche 13339 aus

3528  colon 13850 finansielle 11265 zu
416 Nr. 1 12224 Unterstuetzung 22205 eofortiger
17214 Ganz geheim 602¢ und 10439 Beitretung
6491 Selbst 14991  Einverstaendnis 14814  einladen
11310 zu 7382 unsererscits 4178 infinitive with zu
18147  entaiffern 156857 dnss 6992 und
18222 stop 67893 Mexiko 8784 gleichaeitiy
21560 Wir 14218 in 7632 awischen
10247  beabsichtigen 36477 Texas 7357 uns
11518 am 5870 commsa 6926 und
23677 ersten 17553 Neu 52262 Japan
13605 Februar 67893 Mexiko 11267 su
3404 un 5870 comma 21100 vermitteln
14036 cingeschraenkien 5454 Ar 21272 stop
96092 U-boot 16102 iz 9346  Bitle
5905 krieg 15217 on 9559 den
11311 zu 22801 = 22464 Praesidenten
10392 beginnen 17138 frueher 15874 darauf
10371 stop 21001  verlorenes 18502 hinweisen
0302 Eas wird 17388 Gebiet 18500 comms
21200 versucht 7446  surucek 15857 dass

5161 werden 23638 crobert 2188  ruccksichtslose

39695 Vercinigte Staaten von 18222 stop 5376 Aonwendung

Amerika 6719 Regelung 7381 urserer

28571 trotadem 14381 im 98092 U-boote
17504 peutral 15021 einzelnen 16127 jetst

11269 zu 23845 Euer Hochwohlgeboren 13486 Avssicht
18276  erbalten 3156 ueherlassen 9350  bietet

18101  stop 23562 stop 9220 comma
0317 Fuer den Fall 22096 Sie 76036 England
0228 dass dies 21604 wollen 14219 ia

17694 nicht 4707 Vorstehendes 5144  wenigen
4473  gelingen 0497 dem 2831 Monat

22284 sollte 22464 Pracsidenten 17920 en

22200 stop 20855 streng 11347 zum

104562 schilagen 4377 geheim 17142 Frieden

21589 wir 23010 eroeffuen 11264 =z

67863 Mexiko 18140 ecomms 7667 zwingen
5569  auf 22260 sobald 7762 stop

13918 folgender 5905 Kriegs 15009 Empfang
8598 GCrundlage 13347 auebruch 9110 bestaotigen

12137 Buendnis 20420 mit 10482 stop
1333 vor 30680 Vercinigten Staaten 07556 Zimmermann
4725 stop 18732 fest 3509 stop
4458 Gemeinsame 20067 steht 3670 Schluss der Depesche
5905 Kriegs 6929 und

17166 fuebrung 52756  Anr

Figura 3. Descifrado del telegrama Zimmermann.
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Anexos B — Tarefas de antecipacao

Anexo B1: Sistemas de ecuaciones lineales

Instrucciones

= Utilice lapicero azul o negro para el trabajo elaborado sin utilizacion de software,
encerrando en un circulo posibles trozos de la escrita que NO quisiera considerar para
ser evaluado. Asi mismo, utilice las hojas en blanco disponibles, entregando un
ejemplar de resolucion por grupo al finalizar.

= Parael trabajo elaborado con utilizacion de software, guarde el archivo con el nombre
TE1, sequido de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el
nombre TE1X indicaria el archivo correspondiente al trabajo elaborado por el grupo
X. Suba el archivo al enlace que aparece en la plataforma de mediacion virtual.

1. (2pts)Sea S ={(x,y,z2):x =a—1,y = b —a,z = 10 — b} el conjunto solucién de
un sistema lineal de ecuaciones, (x,y,z) e IRt . ;Para qué valores de a e b esta
definido el conjunto solucidn del sistema? Explique su razonamiento.

2. (2pts) Considere el conjunto solucion de un sistema lineal de ecuaciones de la
pregunta anterior. Determine un sistema lineal de ecuaciones que posea dicho
conjunto solucién como conjunto solucion. Explique su razonamiento.

3. (2pts) Considere el sistema lineal de ecuaciones

3x+6y=20
4x + 6y = 12
—x+y=2

Represente gréficamente, en Geogebra, las tres rectas asociadas al sistema. (Qué se puede
concluir acerca del conjunto solucién del sistema lineal de ecuaciones? Explique su
razonamiento.

4. (2pts) Sea a € IR. Considere el sistema de ecuaciones lineales

1 0 1\/x 4,
0 -1 1 <y>= 1
2 -1 3/ \z 2

a) Utilice Mathematica para encontrar el conjunto solucion del sistema cuando a = 1.
b) Encuentre el(los) valor(es) de a para que el sistema sea inconsistente.
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Anexo B2: Matriz inversa y determinantes
Instrucciones

= Utilice lapicero azul o negro para el trabajo elaborado sin utilizacion de software,
encerrando en un circulo posibles trozos de la escrita que NO quisiera considerar para
ser evaluado. Asi mismo, utilice las hojas en blanco disponibles, entregando un
ejemplar de resolucion por grupo al finalizar.

= Parael trabajo elaborado con utilizacion de software, guarde el archivo con el nombre
TE2, sequido de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el
nombre TE2X indicaria el archivo correspondiente al trabajo elaborado por el grupo
X. Suba el archivo al enlace que aparece en la plataforma de mediacion virtual.

1. (bpts) Sean A,B 'y D matrices tales que

B 1 0
a=( 3 D= o1 1)

Determine la matriz X, en caso de estar bien definida. Justifique su respuesta.
BTxX'=cA+D+1,,celR

2. Considere la siguiente matriz

k

1
A=
0

o

0 0
0 0
k 0
0 0 1 k

a) (5pts) Encuentre, utilizando Mathematica, para que valores de k la matriz A es
invertible.

b) (5pts) Calcule la inversa de A, utilizando Mathematica, para alguno de los valores
de A encontrados en el punto anterior.

3. (5pts) Considere el siguiente sistema lineal de ecuaciones
x+2y+3z+4w+5u=0
—x—3z—4w—-5u=0
2y+z+u=0
x+2y—z+u=0
3Ix+y—z—-3u=1

Sin utilizar un Gauss-Jordan ni comandos referidos a este método, encuentre el conjunto
solucion del sistema lineal.
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Anexo B3: Geometria vectorial

Instrucciones

= Utilice lapicero azul o negro para el trabajo elaborado sin utilizacion de software,
encerrando en un circulo posibles trozos de la escrita que NO quisiera considerar para
ser evaluado. Asi mismo, utilice las hojas en blanco disponibles, entregando un
ejemplar de resolucion por grupo al finalizar.

= Parael trabajo elaborado con utilizacion de software, guarde el archivo con el nombre
TE3, seguido de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el
nombre TE3X indicaria el archivo correspondiente al trabajo elaborado por el grupo
X. Suba el archivo al enlace que aparece en la plataforma de mediacion virtual.

1. Dados los siguientes puntos en IR3, A = (2,0,2), B = (0,2,2),C = (0,1,0),

D = (0,—3,0)

a) (4pts) Utilice Geogebra para representar los puntos 4, B, C y D. Ademas, trace
los segmentos que unen los ladosA—B—-C—-D — A
b) (5pts) Calcule el perimetro del objeto geométrico formado en la parte a)

2. (2pts) En la figura adjunta se muestran los vectores d y b, tales que ||@|l = ||2b||

-

b/\&>

¢ Cual de las opciones de (a) a (d), podria representar al vector a + — 2b?

(a) (b) € —m— () ——

3. (7pts) Sean los puntos C = (—4,6), B = (—4,2),y D = (%4,6), puntos de IR?,
mostrados en la figura adjunta

D C

G E

4

3 : I
B F

2

Sabiendo que A DCB y A GEF son semejantes, calcule la medida del angulo F.
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Anexo B4: Espacios vectoriales
Instrucciones

= Utilice lapicero azul o negro para el trabajo elaborado sin utilizacion de software,
encerrando en un circulo posibles trozos de la escrita que NO quisiera considerar para
ser evaluado. Asi mismo, utilice las hojas en blanco disponibles, entregando un
ejemplar de resolucion por grupo al finalizar.

= Parael trabajo elaborado con utilizacion de software, guarde el archivo con el nombre
TE4, sequido de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el
nombre TE4X indicaria el archivo correspondiente al trabajo elaborado por el grupo
X. Suba el archivo al enlace que aparece en la plataforma de mediacion virtual.

1. (8pts) Utilice Mathematica para encontrar los valores de k que hacen que el
conjunto C sea una base de IR®
C= {(k' 2;0; _111)1 (O, k; 1111 _1); (11211101 k)' (0; _110111 _2)' (1;0; k: 211)}

a b

2. (9pts) Sea S = {(C d) € M(2,IR):c — 5a — b = 0;3a — 2b —d = 0}. Hallar

una base para S.
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Anexo B5: Transformaciones lineales
Instrucciones

= Utilice lapicero azul o negro para el trabajo elaborado sin utilizacion de software,
encerrando en un circulo posibles trozos de la escrita que NO quisiera considerar para
ser evaluado. Asi mismo, utilice las hojas en blanco disponibles, entregando un
ejemplar de resolucion por grupo al finalizar.

= Parael trabajo elaborado con utilizacion de software, guarde el archivo con el nombre
TES5, sequido de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el
nombre TE5X indicaria el archivo correspondiente al trabajo elaborado por el grupo
X. Suba el archivo al enlace que aparece en la plataforma de mediacion virtual.

x+ 2y

y — 2x

x+y

y—X

SeaT:IR? — IR T (;) -

a) (4pts) Demuestre que T es una transformacion lineal del espacio IR? al espacio IR*

b) (3pts) Calcule una base para Img(T). Es Img(T) igual a IR*? Justifique

c) (4pts) Determine, sin necesidad de calcular el Img(T) e Kern(T), si T es inyectiva
y sobreyectiva.

d) (2pts) ¢Es T invertible? Justifique
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Anexos C — Tarefas de modelagao

Anexo C1: Transito preventivo

Gracias a la ayuda de mecanismos como los seméaforos y otros tipos de sefializacion, el
transito vehicular se vuelve mas seguro. Sin embargo, en ocasiones el transito puede volverse
un caos, originando congestionamiento vial, sobre todo en las ciudades, siendo los lugares
donde mas transito se puede observar, en particular, en las “horas pico”, primeras horas de la
mafana y ultimas horas de la tarde. En estas “horas pico”, cominmente puede observarse
que el numero de vehiculos por hora que entra en una cierta interseccion vial y el nimero de
vehiculos que sale por alguna de las salidas posibles de dicha interseccion vial son
aproximadamente constantes.

El siguiente mapa vial (fig.1) muestra una region en anaranjado de la ciudad de San José,
Costa Rica, junto al hospital Clinica Biblica. En el mapa han sido marcados cuatro
intersecciones de vias con puntos rojos. Ademas, se observan algunas calles (vias publicas
en posicion vertical) y avenidas (vias publicas en posicidn horizontal) que integran la region,
siendo indicado con flechas los trayectos de via donde existe un solo sentido, el sentido de
flujo indicado por la flecha.

. ) Cristiana Re
Ministerio de
Justicia y Paz
- - N — . .
ospital Clinica Biblica
Gil T ‘
llca
Cem
Consejo de
[ransporte Publico
el

Figura 1. Transito vehicular en zona con cuatro cruzamientos

El centro de ingenieria de transito esta interesado en analizar las posibles opciones de transito
vehicular de la regidn representada en la figura 1, esto con el fin de tener informacion
recopilada en referencia a la cantidad minima o maxima de vehiculos que podrian circular
por hora por los tramos de via que rodean la region, y considerar asi, previsiones a tener en
caso de que alguna de las rutas se cierre o presente congestionamiento vial. Paraello, suponga
que el centro de ingenieria de transito ha hecho un estudio de la cantidad de vehiculos, por
hora, que transitan por algunos de los trayectos que rodean la region, siendo la informacion
disponible en la siguiente tabla.
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Punto 1 Punto 2 Punto 3 Punto 4
(interseccion (interseccién (interseccién (interseccidn
calle 1y avenida callely calle 3y calle3y
14) avenida 16) avenida 16) avenida 14)
NUmero de | 2000, 800, 2500, 1800,
vehiculos Sentido norte-sur | Sentido este- | Sentido norte- | Sentido norte-
gue pasan (entrando a la oeste  (saliendo | sur (saliendo sur (entrando a
por horay interseccion) de la|dela la interseccion)
sentido de interseccion) interseccion)
flujo
500, 1500, 1500,
Sentido sur-norte | Sentido norte-sur Sentido oeste-
(saliendo de la (saliendo de la este (saliendo de
interseccion) interseccion) la interseccién)
500,
Sentido este-oeste
(saliendo de la
interseccion)

Como estudiante de ingenieria o ciencias exactas, se le ha solicitado ayuda por parte de
Ingeniaria de Transito. Ayuda al funcionario a responder las siguientes preguntas:

1) ¢Qué condicidn o condiciones seran ideales para que el flujo de transito por los
trayectos y intersecciones que rodean la region de la figura se mantenga normal?, es
decir, sin congestionamiento vial.

2) Elabore um esquema que contemple la condicién o condiciones propuestas y el
namero de veiculos registados por hora.

3) Encuentre un modelo que le permita saber el numero ideal de vehiculos a circular
por hora em cada tramo.

4) Imagine que es cerrado el tramo de la avenida 14 entre las calles 1 y 3. De acuerdo
con su modelo, ¢esto afectaria profundamente el transito de vehiculos?

5) En general, ¢si fuera necesario cerrar alguno(s) de los trayectos internos, su modelo
le permite saber si es aconsejable o no? Explique a partir de su modelo.

6) Suponga que sera construido otro edificio junto al hospital, para aumentar el
atendimiento de pacientes. Dicho edificio sera construido en el area anaranjada,
siendo la entrada y salida por el tramo de la avenida 14, calles 1y 3. Se provee que
la creacion de dicho edificio llevara a un aumento del nimero de vehiculos en cerca
del 40% por el tramo de entrada y salida del edificio. ;Como afectara la
construccion del nuevo edificio las condiciones ideales de transito propuestas
inicialmente? Explique a partir de su modelo.

Consideraciones con respecto a la tarea

o Utilice las hojas disponibles para trabajar en los procesos de resolucién a efectuar.
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Entregue un ejemplar final de resolucién por grupo. Cualquier otra anotacion debera
ser también entregada, de forma a respaldar los procesos de resolucién del ejemplar
final de resolucion.

Utilice lapicero azul o negro para la entrega del ejemplar final.

En caso de utilizar software matemaético, guarde extractos del trabajo efectuado con
el software en formato PDF, colocando como nombre de documento T1M, seguido
de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el nombre TIMX
indicaria documento PDF correspondiente al trabajo con software matematico de la
primera tarea de modelacion trabajada por el grupo X. Envie el PDF a la plataforma
virtual del curso dentro del tiempo disponible para el trabajo de la tarea.

Informe #1

NuUmero de grupo de trabajo:

INDICACIONES GENERALES:

>

>
>
1

Utilice lapicero con tinta azul o negro.
Debera entregar este informe el dia 9 de abril, al inicio de la clase.
Entregue un solo informe por grupo.

Indique la estrategia de resolucion escogida para resolver la tarea TM1, y explique
el porqué de haber escogido esta estrategia, refiriendo todo el proceso de trabajo
elaborado, desde la lectura de la tarea hasta la solucion a la situacion real planteada.

¢Qué otras estrategias de resolucion, sea utilizando conceptos de algebra lineal o no
utilizando, fueron discutidas durante el trabajo de la tarea? Explique por qué no
consideraron estas estrategias.

¢Cuales son las dificultades que sinti6 al trabajar la tarea TM1?

¢En que otras situaciones reales, a parte del transito vehicular, podria utilizar el
modelo construido? Explique como se adapta su modelo a tal situacion referenciada.
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Anexo C2: Cifrado y descifrado de codigos

Sabia que en el proceso de escritura en una computadora interviene una comunicacion textual
entre el usuario y la computadora. Esta comunicacion es transmitida mediante codigos, y en
el caso del computador la informacion es entendida a partir de ceros y unos (Sistema binario),
mientras que para el usuario es entendida a partir del codigo ASCII (Codigo Estandar
Americano para el Intercambio de Informacion) de caracteres alfanuméricos.

Para evitar que un mensaje enviado en codigo ASCII sea leido por alguna persona no
autorizada, se puede recurrir a codificar el mensaje recurriendo a los nimeros. Para esto, se
puede utilizar la equivalencia entre los codigos ASCII y el sistema decimal (ver Anexo 1).

Una forma de hacer esta codificacion es utilizando una matriz de cddigo T y una matriz de
seguridad C. La matriz de codigo T debe contener el mensaje de texto a enviar por el emisor
en términos de numeros, mediante algun tipo de codificacion estandar, como por ejemplo la
presentada por el cddigo ASCII. Teniendo la codificacion estandar a utilizar el emisor
procede a escribir cada letra del mensaje como el nimero asignado en la codificacion
estandar, posteriormente ubica estos nimeros en una matriz, colocando cada numero (letra
codificada del mensaje) o conjunto de nimeros (conjunto de letras sucesivas en el mensaje)
como entradas en la matriz. La organizacién del mensaje en modo numérico en la matriz T
dependera de la dimensidn de la matriz deseada. Por otro lado, serd necesario crear una matriz
de seguridad C que sélo conozca el emisor y el receptor del mensaje, dado que la matriz T
puede ser facilmente descodificada en el caso de que otras personas conozcan la matriz
estandar escogida. Asi, existird una matriz de cédigo T, utilizada por el emisor para hacer
una primera codificacion del mensaje, y una matriz de descodificacion C, que utilizara el
receptor para descodificar el mensaje cifrado final M enviado por el emisor, obteniendo la
matriz de cddigo T. A partir de la matriz T se podra obtener el mensaje original utilizando la
codificacion estandar escogida inicialmente.

Un dato histérico

El 17 de enero de 1917, la seccién politica britanica conocida como Sala 40, desencripté el
telegrama aleméan enviado por el ministro aleman de Exteriores Arthur Zimmermann al
embajador aleméan en los Estados Unidos, Johann von Bernstroff, y al embajador aleman en
Meéxico, Heinrich Von Eckhardt. Este telegrama, tiene importancia histérica en la declaracion
de guerra de los Estados Unidos a Alemania. Este telegrama (version en inglés), su
codificacion y descodificacion son presentados en la figura 1, 2 y 3 respectivamente (ver
Anexos 2).

Suponga que ha decidido leer el telegrama Zimmermann original y esta interesado en
establecer una nueva propuesta de codificacion de mensaje a partir de la utilizacion de
matrices de codigo (matriz de cddigo) y matrices de seguridad (matriz de descodificacion).

1) ¢Como podria ser creada una matriz de cédigo y una matriz de seguridad que permitan
cifrar la informacion del mensaje Zimmermann?
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2) Construya el modelo que permita cifrar la informacion del mensaje basado en las
matrices anteriores. Explique el proceso utilizado en la creacion de su modelo.

3) Utilice el modelo para codificar la frase del telegrama de Zimmermann “The settlement”.
4) ¢Su modelo esta bien definido en términos analiticos, siendo siempre posible para el
receptor, de tener la informacidn necesaria, encontrar el mensaje original? Explique el
porqué.

Consideraciones con respecto a la entrega de la tarea

o Ultilice las hojas disponibles para trabajar en los procesos de resolucion a efectuar.

e Entregue un ejemplar final de resolucion por grupo. Cualquier otra anotacion debera
ser también entregada, de forma a respaldar los procesos de resolucion del ejemplar
final de resolucion.

e Utilice lapicero azul o negro para la entrega del ejemplar final.

e En caso de utilizar software matematico, guarde extractos del trabajo efectuado con
el software en formato PDF, colocando como nombre de documento T2M, seguido
de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el nombre T2MX
indicaria documento PDF correspondiente al trabajo con software matematico de la
segunda tarea de modelacién trabajada por el grupo X. Envie el PDF a la plataforma
virtual del curso dentro del tiempo disponible para el trabajo de la tarea.

Informe #2
Grupo de trabajo:
INDICACIONES GENERALES:
Utilice lapicero con tinta azul o negro.
Deberé entregar este informe el dia 7 de mayo, al inicio de la clase.
Entregue un solo informe por grupo.

P VvVvy

Indique la estrategia de resolucion escogida para resolver la tarea TM2, y explique el
porqué de haber escogido esta estrategia, refiriendo todo el proceso de trabajo
elaborado, desde la lectura de la tarea hasta la solucion a la situacién real planteada.

2. ¢Qué otras estrategias de resolucién fueron discutidas durante el trabajo de la tarea,
sea utilizando matrices o cualquier otro elemento? Explique por qué no consideraron
estas estrategias.

3. ¢Cuéles son las dificultades que sintio al trabajar la tarea TM2?

4. ¢Enqué otras situaciones reales, a parte de la codificacion de mensajes, podria utilizar

el modelo construido? Explique como se adapta su modelo a tal situacion
referenciada.
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Anexo C3: Bordado de girasol en camisas académicas

El girasol es una flor particular que, debido a su color y forma, es comprada con la forma
del sol, de ahi parte de su nombre. La otra parte de su nombre hace referencia a la accién de
girar, lo cual, a diferencia de otras plantas, es debido a que el girasol en su etapa de
crecimiento va creciendo hacia la luz, fendmeno conocido como fototropismo.

No es de extrafiarse que el girasol sea utilizado como parte de algunos simbolos
academicos, como sucede por ejemplo con el escudo de la Universidad de Costa Rica, en el
cual aparece un girasol orientado hacia el salir del sol. En el afio 2007, para conmemorar el
50 aniversario de la Escuela de Generales de esta universidad fue creado un girasol en
cerdmica en una de las paredes laterales que conforman a esta Escuela (fig.1),
simbolizando, entre otros elementos, la busqueda de la luz, entendida como la confluencia
de saberes.

Uno de los detalles de este girasol es que algunos pétalos no quedan dentro totalmente de la
zona de la pared donde se encuentra el girasol, simbolizando “un girasol libre”, refiriéndose
a la formacion humanistica que otorga la Escuela de estudios generales a todos los
estudiantes de su universidad.

Figura.l. Girasol de la Escuela de Generales de la UCR

Suponga que la tienda de venta de camisas con bordado en letras UCR, ubicada abajo del
girasol de la escultura, ha decidido para este nuevo afo disefiar camisas que, ademas de
incluir el bordado UCR, incluyan un bordado del girasol (fig.1). Para esto, los disefiadores
han decidido disefiar tres tipos de camisas, segun el grado que cursa el estudiante en la
universidad. Los tres disefios contienen el bordado UCR y del girasol, con la particularidad
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de que el girasol aparece en diferentes posiciones de rotacion, segun el nivel académico que
cursa el estudiante: bachillerato, licenciatura, o posgrado.

Como estudiante de ingenieria o ciencias exactas, el disefiador ha solicitado de sus
conocimientos matematicos para disefiar el bordado del girasol, pues debera programar en
las maquinas de disefio de bordados la relacion matematica que describe estas rotaciones
considerando lo siguiente:

El angulo de rotacién entre un grado académico y el grado posterior debe ser
constante, es decir, el &ngulo de rotacion entre el bordado del girasol original y el
bordado del girasol de estudiantes de bachillerato debe ser el mismo que entre el
bordado del girasol de estudiantes de bachillerato y estudiantes de licenciatura, igual
al angulo de rotacion entre el bordado del girasol de estudiantes de licenciatura 'y
posgrado.

El bordado del girasol para estudiantes de posgrado debe quedar en la misma
posicién al bordado del girasol original no rotado (fig.1).

¢Como podria ser formulada la relacion matematica buscada por el disefiador?
Encuentra un modelo matematico que te permita expresar cada punto vector del
girasol original, en funcion de un cierto angulo « al que es sometido a rotacion y de
sus componentes originales, satifaciendo las condiciones del disefiador. Explique
cdémo queda definido a segun el grado académico que cursa el estudiante.

¢Permite su modelo matematico crear bordados con otra figura para ser usados en
uniformes escolares, satisfaciendo en este caso que, el bordado para estudiantes de
sexto grado sea igual al bordado original no rotado? Explique como procederia
utilizando como base su relacion modelo matemético encontrado.

Consideraciones con respecto a la entrega de la tarea

Utilice las hojas disponibles para trabajar en los procesos de resolucion a efectuar.
Entregue un ejemplar final de resolucién por grupo. Cualquier otra anotacion debera
ser también entregada, de forma a respaldar los procesos de resolucion del ejemplar
final de resolucion.

Utilice lapicero azul o negro para la entrega del ejemplar final.

En caso de utilizar software matematico, guarde extractos del trabajo efectuado con
el software en formato PDF, colocando como nombre de documento T3M, seguido
de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el nombre T3MX
indicaria documento PDF correspondiente al trabajo con software matematico de la
tercera tarea de modelacion trabajada por el grupo X. Envie el PDF a la plataforma
virtual del curso dentro del tiempo disponible para el trabajo de la tarea.
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Informe #3

Grupo de trabajo:

INDICACIONES GENERALES:

>

>
>
1

Utilice lapicero con tinta azul o negro.
Debera entregar este informe el dia 21 de mayo, al inicio de la clase.
Entregue un solo informe por grupo.

Indique la estrategia de resolucion escogida para disefiar el modelo de bordado de
rotacion del girasol, y explique el porqué de haber escogido esta estrategia,
refiriendo todo el proceso de trabajo elaborado, desde la lectura de la tarea hasta la
solucion a la situacion real planteada.

¢Qué otras estrategias de resolucidn fueron discutidas para desarrollar el su modelo
de disefio de girasol? Explique por qué no consideraron estas otras estrategias.

¢Cuales son las dificultades que sinti¢ al trabajar la tarea TM3?

¢En qué otras situaciones reales, podria utilizar su modelo matematico de rotacion
de bordado de girasol? Explique como se adaptarian los parametros utilizados en su
modelo a esta nueva situacion real.
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Anexo C4: Contrasefas de acceso bancario

Para proteger nuestras cuentas, en una determinada pagina web (e-mail, facebook,...,etc), de
otras personas que quieran acceder a nuestra informacion de la cuenta sin autorizacion previa,
han sido inventadas las contrasefias. Para que sea mas dificil para la persona ajena acceder a
nuestra cuenta, la contrasefia debera tener diferentes tipos de caracteres, tales como, letras,
numeros, signos de exclamacion, etc. Ademas, la cantidad de caracteres también influenciara
en la seguridad de la contrasefia, haciendola mas o menos dificil de descubrir.

Cuando una persona olvida su contrasefia cominmente le es enviada una constrasefia
temporal al e-mail, de tal forma a ingresar con esa contrasefia temporal a su cuenta, y asi
posteriormente modificarla y volver a tener su contrasefia propria. En el caso de algunos
bancos estatales de Costa Rica, esta contrasefia temporal esta formada por menos de diez
caracteres, la cual contiene numeros y letras mayusculas y minisculas.

©

Una forma de generar estas contrasefias es utilizando vectores, en donde las entradas del
vector representan caracteres de la contrasefia deseada, siendo la posicion de una entrada
especifica del vector la posicion especifica del caracter en la contrasefia. De esta forma, un
vector ¥ € IR™ seria una forma de escribir una contrasefia de “n” caracteres. Asi, se pueden
generar muchas contrasefias con la misma cantidad de caracteres una vez que se ha definido
el espacio vectorial al cual pertenecen los vectores.

Suponga que uno de los bancos estatales esta interesado en crear nuevas formas de generar
contrasefias temporales, por lo que ha recurrido a sus servicios para desarrollar un generador
de claves temporales. El banco desea que este generador considere diversos tipos de
caracteres,

1. ¢cémo podria desarrollar un generador de contrasefia temporal que permita
obtener contrasefias con al menos nimeros y letras del alfabeto, y con la misma
cantidad de caracteres para todas las contrasefias generadas?

2. Desarrolle un generador de contrasefia temporal atendiendo a las expectativas
del banco. Explique el proceso usado en la creacion de su generador de
contrasefia.

3. Utilizando una hoja de excell, genere al menos 20 contrasefias.

4. ¢Cudles son los vectores base que generan estas contrasefias temporales?
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5. ¢Existe algun otro generador de contrasefia temporal que genere las mismas
contrasefias que el suyo? De existir dicho generador explique como se asimila'y
diferencia este generador del desarrollado por usted para el banco.

6. Suponga que, una vez recibida su propuesta de generador de contrasefia
temporal por el banco, el banco decide que quiere disponer a sus clientes
contrasefias temporales que NO incluyan letras. Explique, a partir de su
generador de contrasefia enviado al banco, ¢cémo afecta esta decision tomada
por el banco en su generador de contrasefia enviado? ¢cémo soluciona esta
nueva solicitud a partir de su modelo original?

Consideraciones con respecto a la entrega de la tarea

Utilice las hojas disponibles para trabajar en los procesos de resolucion a efectuar.
Entregue un ejemplar final de resolucién por grupo. Cualquier otra anotacion debera
ser también entregada, de forma a respaldar los procesos de resolucion del ejemplar
final de resolucion.

Utilice lapicero azul o negro para la entrega del ejemplar final.

En caso de utilizar software matemaético, guarde extractos del trabajo efectuado con
el software en formato PDF, colocando como nombre de documento T4M, seguido
de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el nombre TAMX
indicaria documento PDF correspondiente al trabajo con software matematico de la
cuarta tarea de modelacion trabajada por el grupo X. Envie el PDF a la plataforma
virtual del curso dentro del tiempo disponible para el trabajo de la tarea.

Informe #4

Grupo de trabajo:

INDICACIONES GENERALES:

>

>
>
1

Utilice lapicero con tinta azul o negro.
Debera entregar este informe el dia 4 de junio, al inicio de la clase.
Entregue un solo informe por grupo.

Indique la estrategia de resolucion escogida para resolver la tarea TM4, y explique
el porqué de haber escogido esta estrategia, refiriendo todo el proceso de trabajo
elaborado, desde la lectura de la tarea hasta la solucion a la situacion real planteada.

¢ Qué otras estrategias de resolucion fueron discutidas para generar las contrasefias?
Explique por qué no consideraron estas otras estrategias.

¢Cudles son las dificultades que sinti¢ al trabajar la tarea TM4?

¢En qué otras situaciones reales, a parte de la generacion de contrasefias con
vectores, podria utilizar el generador de contrasefias propuesto en la tarea? Explique
como se adaptaria este generador a tal situacion referenciada.
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Anexo C5: Visita al Big Ben

Uno de los mecanismos tecnoldgicos que utilizamos a diario es el teléfono celular, y no
necesariamente para la funcién original para la que fue fabricado, sino para capturar fotos,
entre estas los llamados “selfies”.

El funcionamiento de una cAmara esta basado en la 6ptica geométrica, en donde a través de
procesos de reflexion de la luz internos es logrado captar la imagen que deseamos guardar
como una fotografia. Una de las maravillas de una fotografia es capturar la imagen de la
realidad manteniendo proporciones de distancias entre los puntos de la imagen capturada,
pudiendo llevar una réplica pequefia 0 aumentada de la realidad, en forma digital o en papel,
lo que permite que podamos volver al pasado al mirar hacia una fotografia.

En términos del funcionamiento de la cdmara digital, cuando se hace un zoom para disminuir
0 aumentar el tamafio de la imagen a capturar, esta ocurriendo internamente en la cAmara una
transformacion, la cual reubica los pixeles en el plano imagen de fotografia y interpola los
niveles de grises asociados a los niveles de intensidad de los pixeles en dicho plano imagen.

Dependiendo del zoom aplicado a la camara cada objeto quedara en una escala menor (fig.1)
o mayor (fig.2), siendo determinada esta escala a partir de lo que se conoce como la distancia
focal y la distancia de enfoque. Al final la cAmara fotografica realiza una proyeccion de la
realidad en un plano, capturando esta imagen real en forma bidimensional.

Figu—ra 1. Vista frontal desde puente del Big Ben.
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Suponga que una tienda de camara fotogréafica esta interesada en saber el sistema matematico
que permite tomar una imagen para representarla, inmediatamente, en otro plano y en una
nueva escala. Para esto el administrador de la tienda contrata sus servicios.

1.

¢ Qué elementos matematicos sera necesario considerar en la construccion de este
sistema matematico de zoom (disminucién o aumento de la escala)?

¢Como se interpreta el zoom de este sistema matematico en términos matematicos?
Desarrolle un sistema matematico de zoom que permita representar el reloj de la
figura 1 en un nuevo plano ajustado a la escala del reloj de la figura 2. Explique
dicho proceso.

¢Permite su sistema matematico de zoom representar la figura 1 en un nuevo plano
ajustado al tamario real del Big Ben? Explique como procederia utilizando como
base su sistema matematico de zoom anterior.

Consideraciones con respecto a la entrega de la tarea

Utilice las hojas disponibles para trabajar en los procesos de resolucion a efectuar.
Entregue un ejemplar final de resolucién por grupo. Cualquier otra anotacion debera
ser también entregada, de forma a respaldar los procesos de resolucion del ejemplar
final de resolucion.

Utilice lapicero azul o negro para la entrega del ejemplar final.

En caso de utilizar software matematico, guarde extractos del trabajo efectuado con
el software en formato PDF, colocando como nombre de documento T5M, seguido
de la letra asignada al grupo de trabajo en mayuscula. Ejemplo, el nombre TSMX
indicaria documento PDF correspondiente al trabajo con software matematico de la
quinta tarea de modelacion trabajada por el grupo X. Envie el PDF a la plataforma
virtual del curso dentro del tiempo disponible para el trabajo de la tarea.
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Informe #5

Grupo de trabajo:

INDICACIONES GENERALES:

>

>
>
1

Utilice lapicero con tinta azul o negro.
Debera entregar este informe el dia 18 de junio, al inicio de la clase.
Entregue un solo informe por grupo.

Indique la estrategia de resolucion escogida para disefiar su sistema matematico de
zoom, y explique el porqué de haber escogido esta estrategia, refiriendo todo el
proceso de trabajo elaborado, desde la lectura de la tarea hasta la solucion a la
situacion real planteada.

¢ Qué otras estrategias de resolucién fueron discutidas para desarrollar el sistema
matematico de zoom? Explique por qué no consideraron estas otras estrategias.

¢Cuales son las dificultades que sinti6 al trabajar la tarea TM5?
¢En qué otras situaciones reales, a parte del aumento o disminucion de escala de una

imagen, podria utilizar el sistema matematico disefiado en la tarea? Explique como
se adaptaria el sistema matematico de zoom a esta nueva situacion real.
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Anexos D — Questionario
Estimado(a) estudiante,

El presente cuestionario pretende conocer su opinién sobre aspectos relacionados a su
experiencia en el aprendizaje del algebra lineal, particularmente en la utilizacion de
software matematico y la realizacion de tareas de modelacién matemaética. Pido de su
colaboracidn para dedicar unos cuantos minutos a responder cada una de las preguntas que
conforman este cuestionario, el cual es anénimo y serd utilizado s6lo en el ambito del
trabajo de investigacion de doctorado que estoy realizando en el Instituto de Educacion de
la Universidad de Lisboa, no teniendo cualquier influencia en su calificacion de la
disciplina de MA1004. Responda, por favor, con la misma sinceridad. Gracias por su
colaboracion, indispensable para la realizacidn de la investigacion.

Anexo D1: Preguntas QA

1. Ensuopinidn, ;cudles son las ventajas del algebra lineal para su carrera?

2. ¢Con qué dificultades se enfrentd, hasta ahora, en los contenidos del curso de
MA1004? ;En qué temas?

3. Ensu opinion, ¢cuales serian las potencialidades de trabajar tareas de modelacion
matematica para el aprendizaje del algebra lineal? ;Y al trabajar con tecnologia?

4. ¢Con qué dificultades se enfrento al trabajar tareas de modelacion en el curso
MA1004? ;Y al trabajar con tecnologia?

5. Haga un breve comentario sobre lo que le agradé mas y lo que le agradé menos a lo
largo de las clases en que se realizaron tareas de modelacion.

Comentarios: (puede incluir aqui algunos comentarios o reflexiones que quiera compartir
relativamente a los aspectos que fueran foco de las preguntas, usando el siguiente espacio)

Anexo D2: Preguntas QF

| PARTE

Informacion demografica

1. Edad (afios cumplidos):

2. Género
o Masculino

o Femenino
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3. ¢Yaaprobd la disciplina de célculo 1?
o Si
o No
4. (Es repitente del curso MA1004?
o Si,por___ vez
o No

5. ¢Qué carrera esta estudiando?

6. ¢Cudles de las siguientes metodologias de aprendizaje consideras mejor para tu
aprendizaje?

o Exposicion magistral del profesor
o Auto-aprendizaje
o Trabajo individual supervisado por el profesor

o Trabajo en grupo supervisado por el profesor

Il PARTE

Para cada una de las siguientes afirmaciones responda SI o NO, segun esté de acuerdo o0 no
esté de acuerdo, respectivamente, con cada una de las proposiciones indicadas.

1(2 |3 |4 |5

Preguntas referentes al algebra linear

1 | Me gusta el &lgebra lineal

2 | Considero el algebra lineal dificil de aprender

3 | Antes de comenzar el curso era capaz de relacionar los temas de
Algebra Lineal con experiencias de la cotidianidad

4 | Actualmente soy capaz de relacionar temas de Algebra Lineal
con experiencias de la cotidianidad

5 | Reconozco algunas aplicaciones de Algebra Lineal en mi
carrera

Preguntas referentes a la disciplina MA1004

6 | Considero la metodologia utilizada en el curso MA1004
adecuada para facilitar el aprendizaje del algebra lineal

7 | Siento haber tenido los suficientes conocimientos previos, a
nivel matematico, para llevar el curso MA1004
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Con las discusiones colectivas y en pequefio grupo consegui
retroalimentar mi aprendizaje de conceptos matematicos
estudiados y facilitar mi comprension de la tarea trabajada.

La forma como fueron tratados los temas en el curso fue
motivadora

10

Considero que la cantidad de contenidos a estudiar en el curso
es adecuada

11

Comprendo las demostraciones elaboradas en clase sobre los
temas en estudio

Preguntas referentes a la utilizacién de la tecnologia

12

Acostumbro a usar la computadora para recurrir al correo
electronico o buscar informacion en internet

13

Acostumbro a usar la computadora para el manejo de hojas de
célculo

14

Acostumbro a usar software matematico fuera de clases para mi
aprendizaje del algebra lineal u otras disciplinas de Matematica

15

Me gusta trabajar con tecnologia en clase

16

Me siento confortable al usar software matematico con la
computadora

17

La utilizacién de tecnologia me ayudé en la clase, haciendo mi
aprendizaje del algebra lineal mas productivo

18

Antes de comenzar el curso, yo ya sabia trabajar con software
matematico

19

Considero el tiempo disponibilizado para la realizacion del
trabajo en clase con software matematico suficiente para
aprender a trabajar los conceptos de algebra lineal tratados

Preguntas referentes a la modelacion matematica

20

El trabajo de determinar modelos matematicos a partir de
contextos de situaciones reales se me complicé al principio del
trabajo con tareas de modelacion

21

El trabajo de determinar modelos matematicos a partir de
contextos de situaciones reales se fue facilitando conforme
avanzaba con las siguientes tareas de modelacion

22

Las indicaciones dadas por el profesor fueron suficientes para la
realizacién de las tareas

23

Tengo mayor facilidad para entender el concepto matematico
cuando es encuadrado en un contexto que refiere una situacion
real
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24

Considero motivador utilizar contextos de situaciones reales
para trabajar el algebra lineal

25

Antes de comenzar el curso de Algebra Lineal conocia el
proceso de modelacién matemaética

iMuchas gracias por su colaboracion!
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Anexo E — Consentimento dos participantes

Autorizacion de recoleccidn de datos para participar en experiencia de ensefianza

Yo, Guillermo Ramirez Montes, profesor de la Universidad de Costa Rica, vengo por este
medio a solicitarle su participacién/colaboracion en el trabajo titulado “aprendizagem da
Algebra Linear num contexto de modelac&o matematica: uma experiéncia de ensino com
estudantes costarriqunehos do ensino superior”. La realizacion de este trabajo, que se
encuadra en el ambito de mi investigacion de posgrado en Educacion con énfasis en
Didéactica de la Matematica, y la cual estoy realizando en el Instituto de Educacion de la
Universidad de Lisboa, pretende contribuir para promover, de una forma efectiva y
motivadora, el aprendizaje de los estudiantes universitarios en la asignatura de Algebra
Lineal.

La realizacion de esta recoleccion contempla el trabajo con 5 tareas de modelacion
matematica trabajadas en el aula, siendo estas tareas orientadas al aprendizaje del algebra
lineal. Estas tareas no influyen con el cumplimiento de los contenidos a evaluar en el
curso de MA1004, y més bien se encuadran dentro de los objetivos generales del curso,
visando ayudar a complementar su aprendizaje del algebra lineal a través de situaciones
reales donde interviene esta area de la Matematica, y ajustandose los objetivos de
aprendizaje del curso a las dindmicas de sala de aula y metodologia de investigacion. La
recoleccion de datos incluird la realizacion de un cuestionario después del trabajo con
tareas de modelacion, una entrevista a algunos estudiantes al final de la aplicacion de las
tareas, y la recoleccion documental de las resoluciones de las tareas propuestas,
incluyendo extractos del trabajo elaborado con recurso de tecnologia cuando aplique en
el trabajo de las tareas de modelacion. Ademas, se consideran también las grabaciones de
audio de las discusiones que surjan de las resoluciones de las tareas y de la entrevista,
siendo garantizado el anonimato de los nombres de los participantes relativo a los datos
recolectados y utilizados después de terminar la intervencion de la experiencia de
ensefanza.

Agradeciendo su atencion a este escrito, me despido de la manera mas humilde
deseandole éxitos en su labor.

San Pedro de Montes de Oca, __ de del 20__, Guillermo Ramirez

AUTORIZACION
Yo, , estudiante
del grupo__ de MA1004 del __ semestre 2019, sede Rodrigo Facio, declaro que tomé
conocimiento de los objetivos del trabajo de investigacion desarrollado por el profesor
Guillermo Ramirez en el ambito de su trabajo de doctorado y de la necesidad de la
respectiva recoleccién de datos. con la garantia de anonimato.

120

Firma Fecha
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Anexo F — Tarefas de intervencéo formativa

El ciclo de modelacion matematica

1. ¢Locompro aqui o alla?

Como parte de los libros de bibliografia de estudio, de unos de los cursos de ingenieria,
se ha asignado el libro “mecanica vectorial para ingenieros: Estatica” como el libro guia
de ese curso. Dicho libro se encuentra en venta en la libreria Lehmann de la sucursal de
San Pedro, junto a la UCR, y también se encuentra disponible en la libreria universal, en
Cartago, teniendo diferentes precios en cada una de estas librerias. Suponga que uno de
sus amigos que estudia ingenieria en la UCR, en San Pedro, vive en San Rafael de Tres
Rios.

El sdbado, estando ¢l o ella en su casa, decide ir a comprar el libro “mecanica vectorial
para ingenieros”, por lo que acude a usted para considerar su opinidén sobre si sera
conveniente comprar el libro en la libreria Universal, estando esta mas cerca de San
Rafael, o si sera mas conveniente desplazarse hasta San Pedro a comprar el libro en la
libreria Lehmann. Manifieste su opinion para su amigo(a), explicandole cudl piensa usted
que seria la libreria mas comoda para la compra del libro. Justifique cada una de sus
afirmaciones.

Solucion:

Paso 1 (Comprension y esquematizacion de la situacién modelo):

Podemos comenzar por construir un modelo mental de la situacién, en este caso
podriamos utilizar googlemaps para hacernos una representacion mental de los
movimientos que deberia hacer mi amigo(a) para desplazarse a una u otra libreria.
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Paso 2 (simplificacion y planteamiento de la situacion modelo):
Tenemos varias opciones para desplazarnos hasta cualquiera de las librerias (ir en carro,
moto, a pie, bus, etc), por lo que se debe simplificar la situacion centrandose en alguno

de estos medios de transporte. Por ejemplo, puede estudiarse la opcién de ir en bus o ir
en carro, sin embargo, mi amigo(a) podria escoger otro medio de transporte. Haciendo
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una busqueda en la web podemos tener acceso a los precios actuales de los libros en
ambas librerias, supongamos, 18990 y ¢17900 para la libreria Universal y Lehmann,
respectivamente.

Ademas, existiran variables como el riesgo a que el bus o carro deje de funcionar em
medio trayecto o la alimentacion que debe comprar una persona en algin momento del
recorrido para recuperar energias, etc. Simplificamos nuestro modelo ignorando estas
otras variables, de modo a facilitar el estudio del costo de adquisicion del libro.

Opciodn A: transporte en bus

En el caso de ir en bus mi amigo(a) debe considerar el precio del pasaje de ida y vuelta a
cada una de las librerias. Simplificaremos la situacion asumiendo que toma el bus en la
pista, ruta 2, por lo que camina desde su casa hasta la parada del bus en la ruta 2. También
se debe simplificar la situacién escogiendo la empresa de transporte publico con que se
va a viajar, por ejemplo, supondré que mi amigo(a) viajara con “Lumaca”. En tal caso se
puede estimar el precio para el pasaje Cartago a San José, el cual estimamos esta en 605.
Luego, como la tarifa es fija, se gasta lo mismo hiendo desde San Rafael para San Pedro
o0 para Cartago, por ser ambas localidades puntos de parada en la ruta de transito del bus.
Por lo tanto, el gasto total de ida y vuelta en bus seria ¢1210.

Opcidn B: transporte en carro
En el caso de mi amigo(a) ir en carro, deberé considerar el gasto de combustible del carro.
Supongamos que el carro que tiene es un automdvil comdn, por lo que, buscando en la

. . 1lit . .
web, vemos que este tipo de carro gasta aproximadamente 1;}{::. El precio por litro de

. 568 . . .
gasolina es alrededor de T Finalmente, la distancia a recorrer desde San Rafael hasta

la libreria Universal y la libreria Lehmann, respectivamente, podemos estimarla con
googlemaps, siendo esta de 9,5km y 10,7km.

Paso 3 (Construccion del modelo matematico):

Una vez consideradas las simplificaciones anteriores se procede a construir el modelo
matematico. Si designamos por L(x,y) y U(x,y) los costos monetarios implicados en
conseguir el libro en la libreria Lehmann y la libreria Universal, respectivamente,
podemos plantear los siguientes modelos.

Opcidn A: transporte en bus

L(x,y) =x+y = x + 2k; Libreria Lehmann

U(x,y) = x+y = x+ 2k; Libreria Universal

x: costo del libro en la libreria; y: costo de desplazarse a la libreria; k: costo del pasaje
del bus.

Modelo matematico
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Opcidn B: transporte en carro

L(x,y) = x +y = x + 2abc; Libreria Lehmann

U(x,y) = x +y = x + 2abc; Libreria Universal

x: costo del libro en la libreria; y: costo de desplazarse a la libreria; a: distancia en km;
b: consumo de litros de combustible por kilémetro recorrido; c: precio del combustible
por litro.

Modelo matematico

Paso 4 (Trabajar mateméaticamente el modelo):
Hacemos uso del modelo considerando los datos del enunciado, las hipotesis y las
simplificaciones hechas.

Opcidn A: transporte en bus
L(x, k) = x + 2k=¢17900 + +2 * £605 = £19110;

U(x, k) = x + 2k = £18990 + 2 * £605 = ¢20200;

Opcidn B: transporte en carro

L(x,a,b,c) = x + 2abc = £17900 + 2 - (10,7 km) -

1litro (568
12 km 1 litro

1 litro (568
12 km 1 litro

= (18913

U(x,a,b,c) = x + 2abc = ¢18990 + 2- (9,5 km) - = (19889

Paso 5 (Interpretar la(s) solucién(s) matematica(s)):
Los resultados obtenidos permiten interpretar que, entre viajar en carro y viajar en bus, la
opcién mas econdémica para mi amigo(a) seria viajar en carro a la libreria Lehmann,
siendo el gasto total de £18913. Si quisiera ir a la libreria Universal ahorrard mas si se
desplaza en carro, pudiendo ahorrar £311, en relacion a desplazarse en bus.

Paso 6 (Validar nuestra resolucién):
Considerando las hipétesis y simplificaciones hechas, se tiene que, aunque esta mas lejos
la libreria Lehmann en relacion a la libreria universal desde San Rafael de tres Rios,
resulta mas barato la compra del libro en la libreria Lehmann, sea hiendo en carro o en
bus, consecuencia de que el precio del libro en la libreria Lehmann es méas barato en
#1090, lo que representa un valor significativo en el costo de adquisicién del libro. Asi,
mi amigo(a) deberéd considerar si el ahorrarse £311 para ir en carro hasta la libreria
Lehmann compensa, pues el tiempo de viaje sera mayor, por lo que serd mayor el
cansancio al conducir.

Paso 7 (Exponer los resultados):
Considerando los pasos anteriores, incluido las suposiciones y simplificaciones hechas,
mi opinion para mi amigo(a) seria que viaje en carro desde San Rafael de Tres Rios hasta
la libreria Lehmann en San Pedro, pues adquirira el libro invirtiendo la menor cantidad
de dinero. Sin embargo, dependiendo del estado fisico de mi amigo(a), es mas
conveniente que vaya a comprar el libro a la libreria Lehmann en bus, teniendo que
invertir sélo £197 mas en relacion a viajar en carro. En caso de mucho transito para San
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Pedro sera mejor que se desplace para la libreria Universal en carro, siendo esta opcion
mas econdmica ante la opcion de desplazarse en bus.

2. El'hombrey la casa (trabajo en el aula)

En la siguiente imagen se muestra una fotografia (segundo plano) en la que se ha colocado
la imagen de un perro, un nifio y un hombre en primero plano. Sabiendo que el hombre
de la fotografia original (hombre en el corredor de la casa) y el hombre que aparece en
primero plano junto al perro y al nifio corresponden a la misma persona, determine la
altura del hombre y de la casa en la realidad.

3. ¢Qué edad tiene mi tio? (trabajo en casa)

Jorge, quien se encuentra en octavo afio de escolaridad, desea saber la edad de su primo
Antonio y su tio Marco, a quien no conocia. Al preguntarle Jorge a su tio Marco por la
edad, este respondid a través de la siguiente frase: “mi edad mas la edad de tu primo
Antonio, es igual a 62. Por otro lado, el triple de la edad de Antonio equivale a mi edad
disminuido en 2. Entonces, ¢cual seria mi edad sobrino?”. A pesar de que a Jorge le gusta
la matemaética, no consigue encontrarle solucion a la frase dada por su tio, y su tio se niega
a darle la respuesta, por lo que Jorge ha recurrido a pedir ayuda para encontrar la edad de
su tio.

Suponga que usted conoce a Jorge y este le solita de su ayuda para saber la edad del tio.
Ayude a Jorge a encontrar la edad de su tio, explicandole con todo detalle y justificacién
la estrategia de resolucidn que usted usaria para encontrar dicha edad.
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