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Resumen

Para el problema de valoracién de una opcién europea usualmente se recurre a
la formula de Black-Scholes (descrita en [3]). Si X; denota el precio del activo y W,
es un movimiento browniano, el modelo de Black-Scholes esta definido por dX; =
uXidt + o XidW; donde se asume que p (drift) y o (volatilidad) son constantes. Este
ultimo supuesto puede ser generalizado asumiendo que la volatilidad sigue un proceso es-
tocastico. De hecho en [5, pag. 416] se encuentra que “hay evidencia de no estacionalidad
en la varianza”.

Por otra parte, en [13, 29] se ha mostrado empiricamente que la volatilidad de este
modelo no es constante a través del tiempo, si no que se comporta como otro proceso
estocastico.

Esta tesis se dividira en tres partes y se basard principalmente en la metodologia
propuesta por Fouqué, Papanicolaou, y Sircar en [13], la cual consiste en desarrollar el
precio mediante una serie de Taylor pero utilizando la volatilidad como una funcién de
otro proceso, que usualmente es de reversién a la media.

La primera parte introducird al lector los conceptos basicos de calculo estocéstico
asi como el concepto de distribucion invariante, el cual sera la base para desarrollar la
metodologia propuesta. Asi mismo, se hard una pequena introduccién de Matematica
Financiera, de modo que se cuente con el vocabulario adecuado para el desarrollo de las
siguientes secciones.

En el segundo capitulo se planteara el problema de encontrar el precio de una opcién
europea, bajo el supuesto de que el subyacente sigue un movimiento browniano geométri-
co con volatilidad estocastica. Es decir, dX; — puX,dt+ 0y X;dW; donde la particularidad
es que o; = f(Y};) es otro proceso estocéstico e Y; es un proceso de regresion a la media.

Varios enfoques se han dado para resolver este problema, por ejemplo el uso de
técnicas de Monte Carlo y ARCH en [10, 20|, la aproximacion de la funciéon de densidad
de la volatilidad en [16] o la inclusién de una aproximacién con un proceso ponderado

vi



por el tiempo [18|. En |25, 26] se enumeran algunas otras técnicas para enfrentar el
problema.

Esta tesis se centrara en utilizar un desarrollo de Taylor para aproximar asintoti-
camente el precio buscado. Esta aproximacién se enfocard desde dos puntos de vista;
el primero sera explicitar la funcion f(y) para dos casos particulares: los modelos de
Ornstein-Uhlenbeck (f(y) = e¥) y Cox-Ignersoll-Ross (f(y) = \/¥); en los cuales las for-
mulas de valoracién quedaran como expresiones no triviales de los parametros de cada
modelo. En un segundo enfoque, se demostrara que esta aproximacion puede ser calcu-
lada independientemente de la funcién f(y), es decir, es posible generar una estimacion
del precio solamente con los datos de mercado.

Finalmente, en el capitulo 3, se pretende implementar ambos enfoques en un progra-
ma MatLab para un activo particular (el indice S&P 500, a través del fondo SPY). Se
estimaré el precio usando la férmula de valoracion propuesta por [13] y en otra instancia
se generard una aproximacion por simulacién Monte Carlo para el modelo de Ornstein-
Uhlenbeck, para posteriormente comparar los dos resultados y comprobar la precision
de la aproximacion empleada.

vil
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Capitulo 1
Preeliminares

En este primer acercamiento se plasmarén resultados importantes que serdn clave en
el desarrollo general del tema; en tanto estos buscan sentar las bases para los calculos
que se deben realizar a lo largo de la investigacion, y que, ayuddndose con la teoria
desarrollada en estos apartados asegurardn la comprension del modelo.

1.1. Elementos Basicos de Calculo Estocastico

Para los conceptos a desarrollar asuma un espacio de probabilidad (€2, F, P) y una
filtracién (F;)o<i<7 satisfaciendo las condiciones usuales de continuidad por la derecha

y completitud.

Definicién 1.1. Sea W; un movimiento browniano estandar en (€2, 7, P). Un proceso
de 1t8 1-dimensional es un proceso estocéstico en (2, F, P), de la forma

t t
Xy = Xp +/ u(s,w)ds + [ v(s, w)dWs, (1.1)
0 0

donde wu(s,w) es adaptado y localmente integrable para todo t > 0, es decir que
fé |u(s,w)|ds < oo para todo t > 0 casi siempre; y v(s,w) es adaptado y medible con
J w(s,w)?ds < oo para todo ¢ > 0 casi siempre.

Esta ecuacién se puede escribir también en forma diferencial como
ng = Utdt + U;de.

Ahora suponga que g(t,z) : [0,00) x R — R es una funcién de clase C*? (continua-
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mente diferenciable en la primera entrada y dos veces continuamente diferenciable en la
segunda). Se est4 interesado en calcular dg(X;), pero surge un inconveniente ya que en
(1.1) el movimiento browniano W, no es ni siquiera derivable. Afortunadamente, se le
puede dar sentido usando el célculo estocastico y la formula de It6 sera la herramienta
para calcularlo.

Teorema 1.2. Sea
ng = u;dt + ‘Uﬂin

un proceso de Ité 1-dimensional. Sea g(t, X;) un funcion CY2 tal que g(t,z) : [0,00) x
R — R. Entonces el proceso g(t, X;) es un proceso de It6 que estd dado por
dg(t, X1) dg(t, Xt) 19%g(t, Xq)

2y 4 ot ax, 4 SR EAX, - dX, (1.2)
donde dW, - dW, — dt, dW,- dt = dt- dW, — dt - dt = 0.

dg(ta Xt) =

La prueba de este teorema se puede encontrar en [19, 22].

Definicion 1.3. Sea p una medida de probabilidad en (R, B(R)). Si X; es un proceso
adaptado en (Q,F, P) y P[Xp € I'] = pu(T'), VT € B(R), entonces se dice que E* { X;}

es la esperanza de X; con distribucion inicial p.

En caso de que p asigne medida uno a un anico punto {z}, se denotara E* { X,} como
la esperanza de X, con valor inicial z. Esta tltima tiene la propiedad de E* { X} = X.
Usando esta ultima notacién, la definicién se podria reescribir como

B (X0} = /l B {X:} du().

1.2. Generadores Infinitesimales
Considere un proceso de Itd de la siguiente manera
dX, = p(Xe)dt + o(X;)dW,.

Sea g(zx) una funcién de clase C? con derivadas acotadas. Defina el operador £

actuando en g de acuerdo con

Lo(e) = 50*(x)"(z) + u(2)g(z). (13)
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Aplicando la férmula de 1t6 (1.2) a la funcién g y expresandola en términos de L, se
obtiene,

dg(X1) = Lg(Xo)dt + ¢'(Xe)o(Xe)dWy,

lo cual muestra que

t
Mt = g(Xt) /0 )-ng(X.s)ds

define una martingala local. Si Xy = = y dado que M, es una martingala, se tiene que

B (o0} = o) + & { | E oo, X.)ds .

Usando las hipétesis de (1.2) se podra establecer una igualdad bastante util en la
Seccién 1.3.

Lema 1.4. Asuma que (X;) es un proceso de Ité como en la Definicion 1.1. Considere
el operador definido en (1.3) con g(z) una funcién de clase C? con derivadas acotadas.
Entonces para t; <t se tiene que

t
B (500}~ B {o(Xa )} = [ E* {g(X)} ds
t1
Demostracién. Considere el proceso g(X;) — g(X¢,) definido en el intervalo [t;,t]. Ahora
aplicando la férmula de It6 a este proceso se obtiene que,

t

: 1
oX) - gX) = [ g X)X+ [ " (Xax,
L Sy

t ¢
:/; g (X)u(Xs) + %g"(Xs)a(Xt)ds—i—/t " (X,)o*(X,)dW,

1 1

1 t
. [ ColX.)ds + [ ¢"(X,)o (Xe) AW,
Jiy iy

dado que ¢”(X;)o(X:) es cuadrado integrable porque g”es acotada y f[; 0%(Xs)ds es
finita, se tiene por [22] que el segundo sumando es una integral estocastica con

E* { / ' _q”(X,,}a{X;)dWs} =

ty
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por lo tanto, tomando esperanza en ambos lados se obtiene que

E% {g(X,) — 9(X,,)} = B { /! : /:g(Xs)ds} :

Ahora, basta probar que Lg(X;) es integrable para poder usar el teorema de Fubini-
Tonelli (ver [12]). Es decir, se debe probar que [;° [£g(X,)|ds < co. Como ¢'(z) y ¢"(z)
estan acotadas superiormente por una constante M entonces

/0 " |Lg(X.) ds < /ﬂ (XD (X + |u(X)g' (Xo)]| ds

OO0 (s o]
<M U a?(X,)ds +] |;;.(Xx)ld.s} :
0 0

usando las hipotesis de (1.1) se concluye que Lg(Xs) es integrable. Por lo tanto se tiene
que,

B (60X} - B* {9(X0)} = / E* {£g(X.)} ds.
O

Note que si se aplica el lema anterior con t; = 0, asumiendo que Xy es deterministico
y tomando derivadas en ambos lados, se puede caracterizar el operador (1.3) de la
siguiente manera,

d
—EI {9(X0)} li=0 = E* {Lg(X})} |i=o0

= E* {Lg(Xo0)}
= Lg(Xo).

Al operador L se le conoce como generador infinitesimal del proceso (X).

1.3. Distribucién Invariante

El objetivo es encontrar la distribucion inicial para Yj tal que, para todo ¢ > 0, ¥}
tenga la misma distribucién.

Definiciéon 1.5. La distribucién invariante de Y es tal que

LB {o(Y0} = T {E7 {g(Y)¥o}) = 0 (14)
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donde g es una funcién de clase C? con derivadas acotadas.
Esta distribucién también es nombrada estado de equilibrio del proceso Y;.

La condici6n (1.4) es equivalente a encontrar una distribucién p tal que para todo

t; < t se cumpla,
E{g(Y1)} = E" {g(¥3,)} - (1.5)

Usando el Lema 1.4 se puede observar que,
0= B* {g(¥)} — E" {g(¥, / E* {Lg(Y,)} ds,

que derivando esta expresién con respecto a t genera

0= EE“ {9(Y)} = E* {Lg(Vy)}

y por la condicion de invarianza E* {Lg(Y;)} = E* {Lg(Ys)}, basta con resolver
E*{Lg(Yo)} = 0. (1.6)

Ahora bien, més adelante en este estudio se va a considerar el proceso Ornstein-
Uhlenbeck (OU) Y; con media distinta de cero, el cual es la solucion de la siguiente
ecuacién diferencial estocéstica,

dY; = a(m - Y;)dt + BdV,, (1.7)

donde V; es un movimiento browniano estandar. Para resolver esta ecuacién considere
la funcién f(t,Y;) = Yie®, y asuma conocido el valor inicial ¥y = yg . Aplicando el lema
de Itd a esta funcion se tiene que

d (Yie™) = aYie*dt + e*'dY,
= aYie®tdt + ®t (a(m — Yo)dt + BdV,)
= ame®tdt + ™ BdV;,

integrando de 0 a ¢ se obtiene

t 1
Ye* = yo-i-/ ame"‘dt+/ e** BdV,.
0 0
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Resolviendo la integral y despejando para Y; se encuentra la solucién de la ecuacién
t
Yi=m4 (y—m)e™* + 5/ e~ *(t=3)qy,,
0

es decir Y; es N(m—l- (yo — m)e“"t,% (1 6—2“)). Adems4s, note que si t es sufi-
cientemente grande se alcanza el estado de equilibrio, lo cual genera una distribucién
N (m, SLZ) que no depende de . que llamaremos de ahora en adelante ®(y).

Se demostrar4, utilizando generadores infinitesimales, que ®(y) efectivamente es la
distribucion invariante de Y; y que cumple las condiciones de la ecuacion (1.5), es decir,
E* {g(Y0)} = 2o, 9(y)2(y)dy.

Utilizando (1.3) en el proceso OU se obtiene

El objetivo es encontrar la distribucién de Yp tal que se cumpla que, para toda g

continuamente diferenciable y acotada, la siguiente ecuacion sea vélida,

o0
| swestayo.
—00

Sin embargo, esta tesis se limitar4 a buscar funciones ®(y) con las propiedades
®(y),®'(y) y ®(y)y— 0 cuando y — +oo. Esto ultimo es suficiente debido a que la
teorfa estandar indica que este proceso es erg6dico, por lo que tiene una tnica distribu-
cién invariante.

Para encontrar ®(y), se necesita introducir el operador £* (el operador adjunto de

L) tal que, - o
/_ ‘P(y)ﬁg(y)dy:/_ 9(y)L*®(y)dy = 0. (1.8)

Lema 1.6. Si se define el operador £ = a(m - y)b% + %ﬁza%zg, entonces el operador
adjunto L* que cumple (1.8) esta definido por

i 07

0
£* = —ag-((m—9))+ 350

oy

con L*® definido para funciones con las siguientes condiciones: ©, &' e y® — 0 cuando
y — foo. Ademds que [*°_g(y)®(y)dy = 0 para g € C' acotada con derwadas acotadas.

Demostracién. Desarrollando £ y aplicando la féormula de integraci6n por partes se
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e

obtiene que,

| 2cawan - / ™ o) {atm - 20, Lo,
_am/ tI)(y dy— /’n @(y)ya%—;wdy+§ﬁ2/- B(y) g(y)

Se van a desarrollar los tres sumandos usando integracién por partes,

f_ (v )?ga%_)d?’ =4( - / h g(y)———nai;y)dy

/— @(y)yggy_)dy =v9()2W) |°° /_°° 9()(y)dy - /_Q ?I.G(y)%dy
o0 P = 5
[m ) B%y} %Ly) () | = ()83@ o /_ g(y)aaz(f)dy

y utlizando las condiciones impuestas se obtiene que el operador auto-adjunto es,
d 1,5 &
L =—a—((m-1y))+=8*—s. 13
ay(( y))+ 58 By? (1.9)

Ahora como (1.8) se cumple para cualquier g derivable y acotada, entonces ®(y) debe
cumplir que .
L® = 5;3%” —a((m — y)®)' =0. (1.10)

O

Ahora, integrando la ecuacién (1.10) y usando las condiciones anteriores se obtiene

que,
%ﬁ%” al(m — )Y =0
Eﬁsz” = a((m — y)®)

S8 = a(m — )@+ O

1 { AN z. B i)
S 57 = B, slpn—y)B + 6,
0=0_Ch.

Basta resolver la ecuacién de primer orden $32®’ = a(m—y)®, la cual es de variables
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separables. Den6tese v? = $2/2a, entonces

1
552‘5 =a(m-y)®

. 2a
/;{f{l’: /E(m y)dy

1 19?2
Ind = A= + Cs

_ / 2
o — czexp(ﬂu).

212

Resolviendo la ecuaciéon diferencial con la restriccién de fix;o ®(y)dy = 1 se obtiene
7 N | 3 se :
que la constante Cy = Tarsdr €5 decir la solucién seria

1 (y—m)?
d(y) = mexp( S (1.11)
donde g
V2 = 2’9—& (1.12)

Notacion 1.7. Se denotara con (-) a la esperanza sobre la distribucién invariante del

proceso Y;, es decir,
o0

(9) = B¥ {g(Yo)} = [ 9(y)B(y)dy (1.13)

—00
1.4. Matematica Financiera

Para el desarrollo del modelo de Black-Scholes, se requiere ahondar en algunas defini-
ciones de corte financiero que seran parte vital en la tematica abordada, en tanto estas
facilitaran al lector la comprensiéon del modelo, asi como sentaran las bases necesarias

para un desarrollo méximo y correcto del mismo.

1.4.1. Conceptos Basicos

Definicién 1.8. Un derivado o reclamo contingente, es un contrato financiero cuyo valor
a la fecha de vencimiento T (o madurez) estd determinado exactamente por el precio
del activo financiero subyacente (X,) hasta el tiempo T (especificamente en el intervalo
[0,T]). En otras palabras, este consiste de

i. una tasa de pagop = {pi: 0<t <T}y
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ii. un pago final A(X7) en el vencimiento 7.

Considere d + 1 activos Sp, ..., Sy los cuales pueden representar el precio de acciones,
bonos u opciones. Se asume que S = (Sp,...,S54) es una semi-martingala adaptada,
continua y estrictamente positiva en (€, F, P)!. Ademas, que Sy es un activo libre de
riesgo (puede pensarse como una cuenta en el banco), la cual est4 dada por Sp(t) = e™(®)
con un 7(t) un proceso deterministico y 7(0) = 0.

Se denotara ¢(t) = (po(t),- .., wad(t)),°como una estrategia de mercado. Los ;(t)
representan el nimero de acciones del activo 7 que se poseen en el tiempo = y que seran
usados en el tiempo ¢.

Definicion 1.9.
i. Al proceso II,(1) se le conoce como proceso de riqueza de la estrategia .

ii. El proceso de ganancia G(t) se define como

t d
Gp(t) = /0 p(u)dS(u) = Z A wilu)dS;(u).

i=0
ili. Una estrategia ¢ es llamada auto-financiada si el proceso de riqueza Il,(t) satisface

I,(t) = IIy(0) + Gy(t), para todo t € [0,T].

W

Observacion 1.10. Note como la ultima condicién es equivalente a

d
Il (t) = D pi(t)dSi(t). (1.14)

i=0

Es decir, un portafolio se dice autofinanciado si todo cambio en el valor del portafolio es
igual a una ganancia o pérdida de igual magnitud debido a cambios en los precios de S.

!Una proceso X se dice semi-martingala si se puede descomponer como
Xy = Xo+ N + A,

con N una martingala local ¥y A ¢s un proceso de variacién acotada.
2 Aqui ¢(t) se asumira predecible y localmente acotado. Ademés, se requiere que fUT E {©o(t)} dt < oo

v Z:—.m fnT E {©?(t)} dt < oo para la cxistencia de f; w(u)dS (u).
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Definicion 1.11. Una estrategia de mercado auto-financiada ¢ es llamada una oportu-
nidad de arbitraje si el proceso de riqueza I1,(t) satisface lo siguiente

(00 =0, P(,(T)>0)=1, P(I,(T)>0)>0.

Una oportunidad de arbitraje es esencialmente equivalente a la posibilidad de hac-
er una cantidad positiva de dinero sin tomar ninguan riesgo. Se puede interpretar una
posibilidad de arbitraje como una valoracién incorrecta de un activo en el mercado. La
herramienta principal para investigar las oportunidades de arbitraje es el concepto de
medida equivalente de martingala

Definicion 1.12. Se dice que una medida Q) definida en (€, F) es una medida equiva-
lente de martingala si

i. @ es equivalente a P.3
ii. el proceso descontado e~"(Y)S es una martingala.

Ahora lo importante aqui es que si el conjunto de medidas equivalente de martingalas
no es vacio, entonces no existe oportunidades de arbitraje, i.e., no existe ¢ que cumpla
la definicién 1.11. Una demostracién rigurosa de esta afirmacién se puede observar en
[3].

Otro concepto muy importante para la valoracion del modelo de Black-Scholes es el
de mercado completo. Denote como P* a la medida equivalente de martingala la cual no

posee oportunidades de arbitraje.
Definicién 1.13.

i. Un reclamo contingente X es llamado alcanzable si existe al menos una estrategia

de mercado tal que e
IL,(T) = X.

Se llama a esta estrategia ¢ una estrategia replicante para X.

ii. El mercado financiero se dice completo si cualquier reclamo contingente es alcan-

zable.

La clave en la valoracion de activos se centra en encontrar la medida equivalente P*
y como se demuestra en [3]| es posible encontrar un método para valorar un reclamo

contingente alcanzable.

*Esto significa que Q < Py Q > P.
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Teorema 1.14. El precio de arbitraje de cualquier reclamo alcanzable estd dado por la
férmula de valoracion
,(t) = ¢ OB {XeO|7}.

Es posible demostrar también que si se tienen dos estrategias ¢, v libres de arbitraje
entonces I, () = TLy(t).

Finalmente, la forma de caracterizar mercados completos se centra en encontrar
una tunica medida martingala P*, es decir que cada reclamo contingente que satisface
Xe Tt € L1(F,P*) es alcanzable.

1.4.2. Opciones Europeas

En esta tesis los tinicos reclamos contingentes que se estudiaran serin las opciones
Europeas. Las opciones Americanas y las llamadas “Ex6ticas” se omitirdn en este trabajo,
si el lector est4 interesado puede leer acerca de estas en [3, 13]. En el caso de las opciones
Europeas se tiene que segin la Definicion 1.8 se tiene que p = 0 para todo 0 <t < T

Una opcion Europea call es un contrato que da al portador el derecho, pero no
la obligacion, de comprar una unidad del activo subyacente a un precio de ejercicio
predeterminado K a la madurez T'. Si X es el precio del subyacente en el tiempo T,
entonces el valor del contrato a la madurez es

Xr - K siXp>K

f.l.(X';‘) — (XT - fi’)+
0 si Xr < K.

En el primer caso el portador ejecutara la opcion haciendo una ganancia de Xy — K
comprando el activo en K y vendiéndolo inmediatamente en el mercado a Xp. En el
otro caso, la opcién no es ejecutada, ya que el precio de mercado es menor que el precio
de ejercicio.

Similarmente, una opeidén Europea put es un contrato que da al portador el derecho,
pero no la obligacién, de vender una unidad del activo a un precio de ejercicio I{ a la

fecha de madurez T'. El pago es

K~ Xr siXp<K

h(Xr) = (K — Xp)* =
0 si X0 > K.

En el primer caso, si se compra el activo con el precio de mercado y se ejercer la opcion
daria una ganancia de K — Xp; en el segundo caso, la opcion no es ejercitada.
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1.4.3. Modelo General de Black-Scholes

En este modelo se asume que existe un activo libre de riesgo con precio 3; en el

momento t, descrito por la ecuacién diferencial

dBy = rpudt (1.15)

donde 7 es la tasa instanténea de interés. Si By = 1 entonces 3; = €™ para t > 0. El precio

X del activo riesgoso estd determinado mediante la ecuacion diferencial estocéstica
dXt — ,uXtdt + O’ngWt (116)

donde p es llamado el desplazamiento, o es la una volatilidad constante y (W;);>0 es un
movimiento browniano estandar.
Para resolver esta ecuacion se aplica la formula de Ité a la funcién g(z) = Inz, es

deCir,
d lIl X — 1 dX 1 dX CI.X
t ;;’t t 2 B t t

1 1
= — (uXydt + 0 X, dW;) — ——5 02 X2dt
Xz(“t + o XidWy) 2)5?0 )
- (p éo?) dt + cdW,.
El precio del activo esta dado explicitamente por

i g
InX; =1In Xy + (;1 502> t+ oW,

1
Xy = Xgexp ((p - 502) t+ aWt) 2

1.4.4. Ecuacion de Black-Scholes

Para derivar la solucién de la ecuacion (1.16) se debe crear un portafolio con una
posicién corta en una opcién y un cierto nimero de acciones de algin activo, de modo
que el riesgo queda eliminado del portafolio. Al valor actual de la opcion se denotara
P(X,) y el nimero de acciones que se tienen al tiempo ¢ es A;. Esto nos da el siguiente

portafolio.
Il = P(X;) - AxX:.
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Se necesita hacer este portafolio libre de riesgo. Ademas, se debe derivar II y se
resolvera para el valor de A; que elimina el factor dW;. Para esto se utilizara la condicion

de autofinanciamiento
dll = dP(X;) — AxdX,. (1.17)

Ahora, utilizando que d.X; se puede escribir como en (1.16) y la formula de Ité (1.2)
con la funcién P(X;), se obtiene que

_ (0P(Xy) | OP(Xy) 12P(Xe) 505
dH—( % B s 2 9x? P e
+ apa(X!)anth = A(pXedt + 0 X dWy)
€T

) IP(X,) OP(X)) 1O?P(Xi) 252
= (—-Ag,qu-I“ = + 5y nX, +2 92 X )dt (1.19)

+ (MUX;[ = AtUXt) de_
or

La intencién es encontrar el valor de A; que elimina el factor que contiene dW; en
dIl, se debe tomar A; = a—fja(%i} A esta cantidad se le llama, cominmente, cobertura
delta (delta hedging), la cual elimina el riesgo de cambios lineales en X;.

Si se sustituye el valor de A; en dII se obtiene

_(8P(X) | 18°P(X)) 4.9 ,
dl'I_( = el . (1.20)

Ahora, dado que el portafolio esta libre de riesgo y bajo el supuesto de no arbitraje

este debe crecer a la tasa libre de riesgo r, i.e.

a
dil = rIl dt = r (P(Xt) };Ef?)-xt) dt. (1.21)
Igualando (1.20) vy (2.4) y simplificando se obtiene la ecuacion diferencial de Black-
Scholes.
) aP(X) 122‘32P{X=_) .
é)t X B X 2 rP(X,). (1.22)

Por ejemplo, en el caso que se quiera valorar un call europeo se debe imponer la
condicion final h(z) = (z — K)* El precio de Black-Scholes para los call europeos se

denotara Cps(t,r). Para este caso, se puede encontrar una férmula cerrada para el



1.4. MATEMATICA FINANCIERA

14

precio,

Cps(t,z) = zN(dy) — Ke " TN (dy)

donde,

y log(z/K) + (r + 302)(T — t)
di =

avT —1
(-‘.‘2 :dl —ovT -1t
v
I. # _12/2
N(z) e ey .

= VQTT —r

(1.23)



Capitulo 2

Modelo de Volatilidad Estocastica

Para modelos de volatilidad estocéstica, se asume que la volatilidad sigue cierto pro-
ceso estocastico, ya sea continuo o discreto. Esto introduce nuevas fuentes de aleatoriedad
al modelo de valoraci6n del activo. Debido a esto, y segin [4] se dice que empiricamente
el modelo no es completo y no es libre de riesgo, ya que el nimero de fuentes de aleato-
riedad es mayor que el nimero de activos subyacentes. Por este motivo, es necesario
desarrollar férmulas diferentes a la valoracién clasica de activos.

Sea M el nimero de subyacentes presentes en el modelo y sea R la cantidad de
fuentes de aleatoriedad. Es importante recalcar que completitud y ausencia de arbitraje
funcionan de manera opuesta. Note que cada subyacente agregado (sin aumentar R) nos
dar4 la posibilidad de generar un portafolio arbitraje, por eso se debe tener que M es
menor o igual que R.

Por otro lado, cada nuevo subyacente agregado al modelo dara la posibilidad de
replicar un contrato dado, por esto se requiere que M sea mayor o igual que R. Para
obtener un modelo libre de riesgo y completo es necesario que M = R.

No es posible enunciar o probar un resultado especifico aqui, pero la siguiente regla
0 “meta-teorema”, expuesta en [4], es bastante 1til. Sin embargo, es posible para ciertos
casos enunciar y probar un teorema preciso. En esta tesis no se estudiaran esos casos.

Meta-Teorema 2.1. Denote M el nimero de subyacentes negociados en el modelo
excluyendo el activo libre de Tiesgo, y sea R el nimero de fuentes de aleatoriedad. Gen-

eralmente se tienen estas relaciones:

1. El modelo es libre de riesgo si y sélo st M < R.

11. FEl modelo es completo si y sdlo si M > R.
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iti. Bl modelo es completo y libre de riesgo si y sélo si M = R.

2.1. Modelo General

Se usarad un modelo asumiendo que la volatilidad es una funcion de un proceso
Ornstein-Uhlenbeck Y; definido en (1.7)

dX.u_ = 'u.ngt + G';_Xr_dl‘vf,

Oy = f(Yt) (2-1J
dY: = a(m — Y,)dt + pdV;

donde
dV, = pdW, + \/1 — p2dZ,, (2.2)

con Z; y W; movimientos brownianos independientes.

El modelo dado por (2.1) posee un activo X; y dos fuentes de incertidumbre W, y
Z;. Ahora, se desea crear un portafolio libre de riesgo, y siguiendo el meta-teorema 2.1,
los derivados no pueden ser completamente cubiertos con sélo el activo subyacente.

Dado que la volatilidad es un proceso de Ito, es posible encontrar formulas de val-
oracién para los derivados europeos de la forma P(T, X;,Y;) por argumentos de no
arbitraje, del mismo modo que en el caso de Black-Scholes. La funcion P(t, z,y) satis-
face una ecuacion en derivadas parciales en dos dimensiones (z, y); el precio del derivado
z depende del valor del proceso y, el cual no es directamente observable.

Sea P(t,z,y) el precio de una opcién europea con expiracion 17 y pago h(Xqy) tal
como se defini6 en la secciéon 1.4.2. Para cubrir correctamente este portafolio se necesita
otra opciéon Europea de precio G(f,x.y) con el mismo pago h pero con un tiempo de
madurez mayor 75 >T7 >t .

El portafolio libre de riesgo II se puede formar teniendo una posicion larga de la
opci6n con precio P y posiciones cortas de Ax del subyacente X y de Ag de G. El

balance total es,
IOI=P-AxX - AgG. (2.3)

Ademas, el portafolio debe ser auto-financiado (1.14), de este modo

dll = dP — AxdX — AgdG. (2.4)
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Aplicando la féormula de It6 (1.2) a (2.4) se obtiene que

OP
aii= (22 4 mop)dt+ 2Pax + 2Pay — Aydx
ot or Oy
9G oG oG
donde o2 52 52
L2297 o L 1,0%

y donde P y G y sus derivadas estdn evaluadas en (¢, X,Y). Agrupando los términos
que contienen dX y dY se obtiene

oP 0G oP oG

aopr oG
— P)-Ag|—+ B . !
Kat + M, ) (;(at +MIC>}dt (2.5)

El portafolio es libre de riesgo si se eliminan los coeficientes enfrente de las fuentes
de aleatoriedad dX y dY, es decir,

oP 090G
y i el
oP oG

By Ag 8y = 0.

Resolviendo este sistema para Ay y Ag se obtiene

oP oG\ !
Ac 8y<3y>

0P 0POG (ac;) g

A S 5 Tk T

Ahora, cuando se utilizan las definiciones de Ax y Ag en (2.5) el riesgo es eliminado.
Bajo la hipotesis de no arbitraje este portafolio debe rendir igual que el activo libre de
riesgo dII = rIldt (1.15), por lo tanto(2.5) quedaria de la siguiente manera,

P! oG\ ! .
(3) ur- (35) e
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donde
9

Me=g

7]
+Mi+r (:r— - 1)
oz
El lado izquierdo de (2.6) depende s6lo de P pero no de G y una situacién similar
ocurre con el lado derecho. Por lo tanto, ambos lados deben ser iguales a una funcién
k(t,z,y) que no depende ni de P ni de G. Para mayor conveniencia, esta funcién se

puede escribir de la siguiente manera,
k(t,z,y) = a(m —y) — BA(t, z,Y) (2.7)

donde

NS, ) = ‘f( )) LV (2.8)

por razones que serin detalladas méas adelante.

Por lo tanto, se tiene que la funcién de valoraciéon P debe cumplir la siguiente ecuacion

diferencial,

aP

)2 262
ot

£6282_P

+ 1f(y +pﬁxf(;)

oP oP
+r (I-ﬁ — P) + (a(m — y) — BA(t, z,y)) By =0. (2.9)

La condicién final es P(T, z,y) = h(z).
Agrupando los operadores de (2.9) de la siguiente manera,

8 2, 2 0° 0 92
ot ()“’“ +‘”( = +m3:rf(:u)d =
Eus(!(y)) Lurrelal:l()n
P P
-} .68 5 T +a(m — )*é‘?};—iei\(t,x,y)—a—,
EOU pﬂ?;na

se obtiene que el primer grupo es el operador de Black-Scholes (1.22) con volatilidad f(y);
el segundo término es debido a la correlacién de X y de Y'; el tercero es el generador
infinitesimal del proceso OU (V) y el tltimo término es debido al precio de mercado por
la volatilidad estocéstica.

La funcién + en (2.8) es el factor de la prima de riesgo de la segunda fuente de
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aleatoriedad (V;) la cual afecta la volatilidad. La razén para esta definicién es que

(n—r) oP oP 5 —e P
dP(t, X, Yz) = [ W) (:cf(y)a; B ,ﬁp%) +1rP 49381 - p? By} dt
oP P —
(fﬁf('y)a F ﬁP%g) dW, + B\/1 - PQ?)—X:G'ZL:

la cual se obtiene usando la formula de Itd y la ecuacion diferencial estocéstica (2.9) a
la funcién P. En esta expresién un incremento en el riesgo de volatilidad g, incrementa

la tasa infinitesimal de la tasa de retorno por -y veces esa fraccion.

2.2. Precio Asintético

Como se analiz6 anteriormente, la volatilidad estocéstica se puede modelar como una
funcién de un proceso auxiliar (Y;) (el cual se supondra de tipo OU). En esta seccion se
derivara una formula asint6tica para valorar una opcién europea que se rige mediante
(2.1). Esta es la principal contribucién del trabajo de Fouquet, Papanicolaou y Sircar
(ver [13]).

Para esto, se definen tres pardmetros muy importantes para la derivacién del precio.

i. La volatilidad efectiva & definida por,
a* = ("), (2.10)

donde los paréntesis estan definidos en (1.13) como la esperanza con respecto a la
medida invariante.

ii. La tasa de reversi6n a la media «, o su inversa la correlacion tipica del tiempo de

Y, el cual es usualmente una cantidad pequefia y se denotara,

1
= —, 2.11
&= (2.11)

iii. La varianza de la distribuci6n invariante 2, la cual controla la volatilidad de las
fluctuaciones en el largo plazo. Se asumira que esta cantidad permanece constante
conforme ¢ se vuelve cada vez méas pequeno.

Reescribiendo los parametros a y £ de (2.9) en términos de v y ¢ definidos en (1.12) y
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(2.11) se obtiene,

o= -
£
vy/2

Con esto, se consigue reescribir (2 9) en términos de £ de la siguiente manera,

B=

BPE 2P vorpe \/_pv

4 f( R e e f(J)

dPe opP*
+r (.’L’ (‘;i: ) + (é('ﬂi = 9') = U—-\/\/E-;?A(t,;{,y)) _a% . 0’ (212)

con la condicion final P(T, z,y) = h(x).
Ahora, se subdivide el operador que aparece en (2.12) en tres partes que se denota,

Lo = v% + (m — y)a2 (2.13)
=V2pvzf(y )— vV2A(t, z, u)aﬂ (2.14)
Ly = % + Ef(y)zxz ;; ( ) Las(fy)), (2.15)
por lo tanto, se puede reescribir (2.12) de esta manera
(1;:9 g e 52) P =0. (2.16)
£ Ve

Haciendo uso del trabajo expuesto sobre teoria de homogenizacion en [2, 23, 24], es
posible expandir P° en series de potencias de /z,

Pf = Py+\ePy+ePy+e\/ePs+ ..., (2.17)
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donde Py, P, P, ... son funciones de (¢,x,y). Combinando (2.16) y (2.17), se obtiene

1 1
E-Cnpo + _e(‘C{)PI + L1 )

‘/_
+(LoP2 + L1P + L2 Ry) (2.18)

-+ \/g(ﬁpg + L\ P + £2P0)
ST
=}

1

Analizando los términos que contengan ¢, %, 1,..., uno a uno, se puede observar

que, el primer término en (2.18) es
LoFy = 0.

En este caso Ly contiene sélo derivadas con respecto a y, por lo tanto se esta buscando
una funcién independiente de y, es decir,

Pg = Pg(t., I).
El siguiente término en (2.18) es,
LoP,+ L, Fy=0, (2.19)

en el cual Fy sélo depende de t y . Ademas, £; contiene derivadas con respecto a y en
todos los términos, por tanto se deduce ademas que £3F = 0. Entonces, la ecuacién
(2.19) quedaria LoP; = 0. Por los argumentos explicados arriba, P; s6lo puede depender

de t y =, es decir,
Pl — Pg(t: I).

Por lo tanto, los dos primeros términos de (2.17) no dependen de y. El término de

orden 1 seria,
LoPs+ L1Py + L2Py = 0.

Como P s6lo depende de ¢ y z, entonces la ecuaciéon anterior se reduce a,
LoPs 4+ LoFPy = 0. (2.20)

Si se toma ¢t y « fijos note que (2.20) sélo depende de y, por tanto esta ecuaci6n tiene
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la forma
Lox(y) +9(y) = 0,

la cual se conoce como ecuacion de Poisson para x(y) = P» con respecto al operador £
en la variable y. Usando la misma notacién que en (1.13), la condicion para la existencia
de una solucion es que g esté centrada con respecto a la distribucion invariante de Y
introducida en la Seccién 1.3, es decir

(9) = [ 5 9(y)®(y)dy =0, (2.21)
ya que por la propiedad (1.8) y usando L£;® = 0, se tiene que
(9) = —(Lox)
== / (Lox(y)) 2(y)dy
=~ [ x0) (€ dy
= 0.

La condicién de centrado (2.21) aplicada a (2.20) se reduce a
(La2Pp) =0

Como P, no depende de y, entonces se tiene que (L2) % = 0 v, a partir de la definicion
en (2.15), se deduce que (L3) = Lpg(F), con & definido en (2.10). Por lo tanto, el término
Py es la solucion de la ecuacion de Black-Scholes

Lps(@)Py =0,

con la condicion final Py(T, x) = h(z).
Note que a partir de (2.20) se puede deducir que

PaFy = —Lnbs, (2.22)

Dado que la condicién de centrado es satisfecha se puede escribir,

O*P,
LoPy= Ly Py — (£2Pﬂ = — (f(y -2) .‘.L'2 0
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Entonces por (2.22) el término P; estd dado por

1 2 oy 20°R
Py(t,z,9) = —5Lo" (J(y)* %) 255
et 20°Py
=3 (¢(y) +clt,x))x g2 (2.23)
donde ¢(y) es solucién de la ecuacion de Poisson
Lod = f(y) — (f?) (2.24)

y ¢(t, z) es una constante en y que puede depender de (t,z).
El término de orden /¢ también debe ser igual a cero

LoPs+ L1Py+ L9P = 0.

Esta es una ecuacién de Poisson para P; con respecto a Ly, el cual requiere la

condicién de centrado
(L1Py + L2Py) = 0.

Usando el hecho de que Pino depende de y, y que (£3) = Lps(d) se obtiene que
(L‘]Pg + .CQP]) =)
(£1P2) + (Cg.ﬂ} =0

(L1P2) + (L2)P1 =0
Lps(a)P = —(L11%),

como c(t, x) es independiente de y y £ toma derivadas con respecto a y entonces Li¢ = 0,
ademas considerando la formula (2.23) para P» se obtiene,

Lps@)P = S{L1g)="5 5

usando (2.14) es posible escribir el operador

(£6(0)) = VB S ()6 () = — VBAAG ()



2.3. EXPRESION PARA Vb Y V4 24

y se puede escribir una ecuacién explicita para Py(t,z),

g V2 303P, - P %P,
Lps(a)P = Tpu(fqﬁ’}n: 523 + [ V2pr(fo’) — ?U(AGr) xgngD, (2.25)

con la condicion final P (T, z) = 0.

Denétese la correccion que se hara al modelo por
Pi(t,x) = VePy,
la cual, segtin (2.25), es solucién de
Lps(a)P = H(t,z),

donde se define el término fuente

2P, PP,
= 2 0 3 0, ‘
Vo y V3 son dos coeficientes, dados en términos de & = 1/¢ por
4 v ! /
Vo = e (20(f¢) — (A¢'))
2
o (2:27)
Vi = (f¢').
V2o T

Por lo tanto, se pueden escribir los dos primeros términos de (2.17) como el precio
de Black-Scholes con condicién terminal cero y con un factor de correccién dado por

(2.26), de la siguiente manera

20°Py
da?

B
% va:cgu) , (2.28)

Py - (T - 1‘) (VgI 923

donde Py viene dado por la formula de Black-Scholes con volatilidad constante &.

2.3. Expresion para V, y Vi

En esta seccion se calcula explicitamente las funciones V4 y V3 dadas en 2.27 usando
casos particulares de f(y) en (2.1), dados por los modelos de Log Ornstein-Uhlenbeck y
Cox-Ingersoll-Ross. Los detalles de los calculos pueden ser encontrados en [1, 14|, ya que
realizar estos no brindaran un aporte significativo al objetivo de este capitulo. Utilizando
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las féormulas (2.27), (2.24), es posible reescribir V5 y V3 como,

Vi = ([ 20 + plu = r)F + VT= 2] (12— (%))

: P ipmpg2 g2
"’3‘,,\/271“ (F2 = (A,

(2.29)

donde F, F'y M representan las antiderivadas de f, 1 /f, v respectivamente. Los modelos
aqui expuestos siguen las mismas hipétesis de V; y W; que en (2.2).
2.3.1. Log Ornstein-Uhlenbeck (LogOU)

Este modelo fue estudiado en detalle en la seccion 1.3. El modelo a seguir seria,

dX; = ,U.Xtdt + oy X dWy,

(2.30)
dY; = a(m — Y,)dt + BdV,,

donde o, = e't. Debe recordarse que la distribucién invariante es una N (m, yz) con

V2 = g; Las expresiones de V5 y V3 estdan dadas por,

——V1- 5,

Vi = —2p (esu2{2+3m B 85u°’12+3m) B 5(“ - (eu2!2+m N esu?fz-s-m) %

B V2«
(2.31)
Vi e =g (egyz,f2+3m _ esy?;2+3m) )
2.3.2. Cox-Ignersoll-Ross (CIR)
Este modelo, es un modelo de reversion a la media con la dindmica,
dX; = uXydt + 0y X dWy,
dY; = a(m — Y,)dt + B/Y,dV,. (2.32)

donde «, 3 y m son constantes. La volatilidad es dada por o, = f(Y;) donde f(y) = /.
Usando las ideas de 1.3 es posible concluir que Y; posee una distribucion invariante
gamma con esperanza m y varianza v? = mf3%2/2a. Es decir su distribucién es,

(@-1) = w/b)
Sl
W="Tam
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donde a = 2am/ﬁ2 y b = [32/2(1. Usando 2.29 v f(y) = VY, Va y V3 pueden ser
calculados por

7 AT Sy V1I—p2 + M\ﬂ;p [(u—7) — b1 — 2a)]
BV2am \ ' I'(a)
_=pB*?T (3 +a)
R Tl o)

2.4. Estimacion del Modelo

La fé6rmula desarrollada en (2.28) incluye los términos Vj v V5 los cuales son funciones
no triviales de los parametros del modelo original presentado en (2.1). Se ha visto como
es posible, en algunos casos particulares, calcular explicitamente la formula. Pero en
general, la tarea no es para nada trivial. El objetivo de esta seccion serd el de mostrar
la independencia del modelo con respecto a la funcién f y dar una forma eficiente para
estimar el precio de una opcién europea.

Primero se debera calcular el precio aproximado Fy + P, dado por (2.28) en el
caso de opciones call. Usando la notaciéon en (1.23) el término P, se denotard como
Cpgs(t,z; K. T,7), el cual tiene la expresién

Cgs(t,z) = zN(d1) — Ke """ N(dy)

donde

p log(z/K) + (r + 30)(T — t)
i ke SR Bl o el
¢ oVl —1

N(z) = %2_’;/_ 6_3"2’,2dy.

A partir de esto es posible calcular Delta

am
o N(dy),

v Gamma,
82.P|) B_dg"’2

8z%  25./2n(T —1t)

Ahora, resulta necesario incluir una nueva “Griega” llamada Epsilon para calcular
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el término fuente H (2.26) el cual quedaria,

PP e~4i/2 ( dy )
o

. e T2
0x3  225./2n(T — t) vT —1
obteniendo 22
B V-
H(t.z) = j—el— (V‘z - V3 — _—gﬁl—) .
a+/2n(T — t) avT —t

De la formula en (2.28), la correccion esta dada por

- —-d3/2
B=~(T~0H(t,2) = —— ( Vady

a/2n(T — 1) a\/T_tJr(Vs—Vg)\/ﬁ). (2.34)

Se utilizar4 la volatilidad implicada para estimar las funciones V; y V4. Recuerde que
la volatilidad implicada se define como aquel valor de I que hace que

CBS(t-. o K, T; I) = Cuhservadu(K, T). (2.35)

Esta se puede expandir como I = &+ /I, +--- en el lado izquierdo y a la vez usar
una aproximacién de Taylor para el precio en el lado izquierdo.

dCgs

CBS(t: €T I{, T, 5') + \/EI] Do

(b2, K, T:5) + - = Ro(t,2) + Bi(t,2) + - .

Comparando términos se tiene que

dCps

i
\/5112131(1‘-,1')[ B0 (1‘.,1.',}(,’1";(':)] !

Entonces la volatilidad implicada esta dada por

=1
I=5+Pi(t.z) {6%5 (t,z, K,T; a)} +0(1/a), (2 36)

donde la derivada de Cps con respecto a la volatilidad es llamada Vega

0Cgs re /2T ¢
do V2T -

(2.37)
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Capitulo 3
Implementacion

3.1. Introduccién

En este capitulo se implementarén las ideas discutidas en el Capitulo 2 para modelar
el precio de una opcién cuyo subyacente posee volatilidad estocastica. El requisito indis-
pensable para el proceso de la volatilidad es establecer que posea reversion a la media.
Para esto se definird y calculara el variograma para decidir si un activo posee reversion
a la media y cuél es la magnitud de esta.

En otra seccién se implementara la formula del precio asintotico (2.28), ajustando
para esto el log-moneyness a la volatilidad implicada tal y como se hizo en la seccién
2.4. Luego se realizara la valoraciéon del precio usando simulaciéon Monte Carlo para el
modelo Ornstein-Uhlenbeck. Por ultimo, se analizar4 los resultados en cada modelo y
las posibles discrepancias entre cada modelo.

Los datos utilizados corresponden a una aproximacion de S&P 500 mediante el fondo
SPY. Se han tomado los datos desde Enero de 1993 hasta Marzo 2010 generando 4321
observaciones diarias (en dias hébiles). Las opciones seleccionadas fueron extraidas el 26
de Marzo del 2010, comprendiendo opciones con vencimiento desde unos dias hasta el
2012. La fecha de valoracion se mantendra en el dia 26 de Marzo.

Para simplificar los calculos se escogié como tasa de descuento la tasa LIBOR a 6
meses. Tanto la volatilidad y el periodo hasta el vencimiento se han anualizado para
mantener todos los parametros en unidades de tiempo consistentes.
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3.2. Valoracion por el Método Asintético

3.2.1. Analisis de Variograma

Denote X, el precio diario del activo correspondiente al dia t,, = nAt. En este caso,
dado que se tiene datos diarios se tomard At = 1/252 . Basado en (2.1), es posible

escribir formalmente una versién discreta de las fluctuaciones de la siguiente manera,

1 AXy

ETt T f(Yt)

I IR v
Vv At

En general, la fluctuacion normalizada de los datos se representa por

1 X ), el
Dp= =" VA, (3.1)

donde, D, es la realizacién observada del retorno del precio del activo. Dado que p es

negligible, se podrian modelizar las fluctuaciones por
By 2l s, (3.2)

donde {&,,} es un secuencia de normales estandar i.i.d. y {¥,} es un proceso OU discreto
que representa {Y;, }. Se analiza el logaritmo del valor absoluto de Dy, esto para agregarle

un efecto aditivo al ruido blanco,
L, =log|D,| = log f(f/n) + log |ey|.

Note que si f(y) = €Y, el primer término de la izquierda es un proceso OU, el cual

tiene funcion de covarianza
Cov {Yn+j. Yn} = pleIatt
la demostracién de la version continua de esta formula esta en el siguiente lema.

Lema 3.1. SiY; es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido por la ecuacion diferencial
estocastica dY; = a(m — Y;)dt 4+ SdV; donde V; es un movimiento browniano, se tiene

que sobre la distribucion invariante para A > 0

Cov {Yiqn, Yi} = v2e @, (3.3)
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Demostracién. Como se demostr6 en la seccion 1.3 la distribucion de Y|y, —y es

2
N (m + (y — m)e 1), f— (1 - e"'g“(*““))) .
a

Ademas, la solucion de la ecuacién diferencial es Y; = m + (y — m)e~2(t=t0)
,8_[:0 e~*(t=3)qV, . Usando las propiedades de la integral estocastica e isométrica de Itd
se obtiene que,

t-+h |
Cov {Yih, Y2} = B*Cov { / ra_"‘(“h_’)dv.'q,/ e""(t_a']dvs}

Jlg Lo

i t+h i
= 5%Cov {/ e~ altth=s) gy +/ e~altth=s)qy. e_“("“)d";}
to

t to
t
— ﬁZe—ah/ e-2tx(t—s)ds
L

0

- 5—2&"“" (1 _ B—Qa(t—to)) _
a

Basta tomar ty — —oo para que Y; siga la distribucién invariante A (m, ,82/2a) y
obtener el resultado. O

El variograma de L,, se definird como
| X
N 2
n=1

con j el retraso y N el total de puntos. Si se define ¢* = Var {log|e|} el ruido blanco
posee correlacion nula p = 0 y utilizando la estacionalidad del proceso L, es posible
estimar el variograma definido anteriormente por,

E {(Lnts L)} =B {(Z; - o)}
~e{ (- 10)"} + B {ogley| - toglea)”}
- 2F {1‘/2} 2K {?jﬁ,} + 2Var {log ||}

~ 2:/? (1 c"jﬂﬁt) 4267,

Se ha aplicado un filtro usando la mediana con una ventana de 10 puntos, esto para
compensar el efecto del ruido log |e5|. El grafico se puede observar en la figura 3.1.
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MR il i

'—Aiuste deWariograma
|| === Variograma (filtrado)

1,5'.' : e E—— J
03/93 09/98 02/04 08/09

Periodo (Mes/Afo)

Figura 3.1: Ajuste del variograma con la funcion 21/? (1- e‘j“A‘) + 2c%. Aqui se tiene
que ¢ = 1.0950, v; = 0.53032 y a = 0.0039546.

El parametro primordial en este ajuste es «, ya que este proporciona la “fuerza” con
la cual el proceso regresa a la media. AGn mas, 1/« indica el tiempo caracteristico de
regresion a la media. Para el caso de SPY se tiene que a = 0.0039546 dando un tiempo
caracteristico de aproximadamente 252.87 dias habiles. Para mantener los parametros
en unidades de tiempo consistente se anualizard o multiplicando por 252, dando como
resultado o = 0.99657 que produce aproximadamente 1.0034 anos de tiempo caracteris-
tico.

3.2.2. Precio Asintético

En esta seccién se realizard el ajuste del modelo de Black Scholes necesario, para
esto se retomaran las ideas de la seccién 2.4. El objetivo es encontrar un conjunto de
parametros consistentes para compararlos con el modelo de simulacién de Monte Carlo

en la seccion 3.4.
Inicialmente se describird un esquema del procedimiento para valorar una opcion
europea usando el modelo de volatilidad estocastica:

i. Estimar &, la volatilidad efectiva histérica, a partir de los datos del activo.

ii. Usar un andlisis de variograma para establecer que el activo tiene regresion a la
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media rapida.

iii. Ajustar mediante la ecuacion (2.38) el log-moneyness a la superficie de volatilidades

implicadas I,

Precio Strik
S [log(wcﬁ“’e )], 3

Vencimiento

iv. Utilizando los pardmetros a y b, encontrar V3 y V3 a partir de las ecuaciones,

Vo =a((a —b) — a(r + gaﬁ))

donde la tasa de interés instantanea r se asumira constante.

v. El precio del contrato con fecha de madurez Ty con funcion de pago h(Xr) es
dado por Py + ﬁ; donde

- (1 2 R,

Vigt——2d
522 T 3% 58
y Py es el precio de Black-Scholes calculado con volatilidad & e interés » constantes.

Para el caso de un call europeo la férmula se simplifica en (2.34).

Observacion 3.2. La aproximacion necesita que la volatilidad posea reversion a la media,
pero no depende en la forma que ésta es modelada. Es decir, el modelo es totalmente
independiente de una funcion particular o; = f(Y;) o un proceso ergédico particular Y;.

Observacion 3.3. Esta estimacion simplifica la complejidad del modelo ya que es solo
necesario calcular &, a y b en vez de las seis cantidades necesarias: i, a, m, 8, v y p, para
los modelos descritos en 2.31 y en 2.33. Se encontrara estimadores para estos parametros

en la siguiente seccién cuando se realice una estimacién por simulacién Monte Carlo.

De ahora en adelante, se denotaré el strike como I, al valor del activo como z:, al
periodo hasta el vencimiento expresado en anos comoT" y a la volatilidad implicada 1.
Se han escogido las opciones que poseen mayor liquidez, es decir con [K/x — 1| < 3%,
esto para garantizar que los datos reflejen efectivamente la dindmica de estos (ver figura
3.2 ). Ademas, se ha filtrado sélo aquellas opciones que posean méas de 180 dias para el
vencimiento, de este modo se garantiza que el modelo posea bastante tiempo para poder

retornar a la media.
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Distribucion de la liquidez

8 8 8

Ndmero de Opciones

e
[=]

0 ; gl did ax B
-1 -0.75 05 -0.25 0 025 05 0.75 1
Liquidez (K/x-1)

Figura 3.2: El histograma representa cudntas opciones estdn al porcentaje indicado de
liquidez 6 moneyness.

0.99695
-0.095081
0.16355
0.20133
0.0088536
0.00077587

;S.::Q”G" =0 E=}

Cuadro 3.1: Parametros estimados para el modelos asint6tico. Todos est4n anualizados
tomando como un ano 252 dias hébiles.

La volatilidad implicada se calculé utilizando la funcién blsprice en Matlab, la cual
resuelve numéricamente (2.35). En el cuadro 3.1 se resume la obtencién de los parametros
mediante el ajuste por minimos cuadrados de la funcion a [log (K /z) /T]+b con respecto
a la volatilidad I, se muestra ademaés los valores de V5 y V5 en (2.39) utilizando una tasa
de interés r = 0.4394.

El ajuste con la volatilidad implicada se encuentra en la Figura 3.3. La suma de los
errores cuadraticos del ajuste ronda el 0.050937, lo que soporta ain més el buen ajuste
del modelo con los datos. En la Figura 3.4 se puede apreciar la superficie estimada de la
volatilidad estocastica con los valores de a y b calculados anteriormente. Cabe recalcar
que este grafico se calculé sin tomar ningun tipo de restriccion con la liquidez y el plazo.
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Ajuste Lineal de la Volatilidad Implicada

OASI' T 1 = —|
© Vol. Real ||
i Ajuste lineal
- .
|
3 |
8
= 02r
E
=]
o
=
3 0.15
(=]
- -
0.1f
0.05" -+t

-04 0& 02 041 0 0.1 02 0.3
Log-moneyness-to-maturity-ratio

Figura 3.3: Ajuste de la funcién / = a [log (%) /T| + b con respecto a la volatilidad
implicada. Para el caso de SPY se obtiene que a = —0.095081 y b — 0.16355.

3.3. Valoracion por Simulacion Monte Carlo

En esta seccion se simularan los modelos descritos en (2.30), usando la forma partic-
ular de oy = e¥*. Como se indico en la seccién anterior, la parametrizacién se vuelve un
poco mas compleja, esencialmente porque se deben determinar las cantidades yu, «, m,
B, v y p para este caso particular. Para esto se utilizara la teorfa explicada en [14].

Se debe recordar que el modelo es

dX;. = .U.X(dt -+ G—LXf_de_,
oy = et
dY; = a(m — Y,)dt + fdV,

dV; = pdW, + /1 - p2dZ,

donde W, vy Z; son movimientos brownianos independientes.

La valoracién se hara en el mundo indiferente al riesgo @, por lo tanto en la simu-
lacion se tomard que el rendimiento medio serd g = r. Los otros pardametros dependen
directamente de Y; y por lo tanto, de la volatilidad la cual es un proceso oculto, por lo
que es necesario un tratamiento especial. Se propone tres metodologias para la obtencién
del este proceso oculto y la estimacion de las cantidades antes mencionadas. La primera

(3.5)
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Volatilidad Implicada Estimada

o8
T og
o
0
B o
3
5 02
=
5
o 0-
=>

02

3
. /_./’h
- e 250
I e o
g T 150
= 100
T 50
g 0 o
Vencimiento (en afos) Strike

Figura 3.4: Superficie de volatilidad implicada calculada para diferentes plazos y strikes
utilizando los datos del Cuadro 3.1.

es la generacién de las volatilidades mediante una ventana moévil, la segunda serd uti-
lizar el activo VIX para aproximar la volatilidad, y la 1ultima es utilizar la variable D,,.
Para efectos préacticos se llamaran de ahora en adelante a estas metodologias Simulacién
(VM), Simulacion (VIX) y Simulacién (D) respectivamente.

3.3.1. Calculo de Parametros

Simulacién (VM) Se generard una serie de volatilidades con una ventana movil de
30 dias a partir del retorno logaritmico del precio, esta ventana fue escogida dado que se
requiere que la volatilidad refleje un comportamiento estable pero reciente de la dinamica
del activo. La forma en la cual se calcul6 esta serie fue de la siguiente manera

X Al
(l()g ( ;;—1) - f.r,fu) $ =10 capdY
mn

X i9s Xnt1

Asf por lo tanto ¥; = In(6;). Asumiendo la distribucién estacionaria de Y; se ticne

1 1+29
7 252, =
7= VR 353

donde
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que E {V;} = m y Var {V;} = v? = 8%/2a'. Por lo tanto los estimadores estandar por

el método de los momentos para m, v2 y # serfan

A
== Y (3.6)
n=1
, I 2
P = RLI (V: — ) (3.7)
B = V2an?. (3.8)

Simulacién (VIX): VIX esun activo que representa una medida de la volatilidad (en
una base anual) esperada en el mercado para S&P 500 en el periodo de los préximos 30
dfas, para mas detalles de su implementacién se puede consultar [11]. Dado que SPY est4
indexado con S&P 500, se asumira que VIX representa fielmente la volatilidad implicada
de SPY. A partir de estas observaciones se puede definir la volatilidad estimada & como
el valor diario de VIX y calcular Y = In(§), por lo tanto las formulas (3.6), (3.7) y (3.8)
son totalmente aplicables.

Simulacién (D): Se usar4 la secuencia D definida en (3.1) y en (3.2) para estimar los
parametros requeridos.
Como D, = e¥ne,, E{D2} = 0? = E {¢*'*}, entonces el estimador para o sera

1 N
& = —N—;D?,.

Siguiendo con 2,

E {D}} = 30%"*, por lo tanto el estimador buscado es

N
1 1 .
~2 4 ~ 4
U= -'110% ((N E__ID”) /36 ) ;

Ahora, para realizar el calculo de 7 es necesario aplicar la funcién generadora de

se tiene que, por un célculo directo en el caso expOU

- 2 -
momentos de Y;. 02 = E {27} = ¢?m+2" obteniendo asf que

m=logs — 62

!Se debe tomar en cuenta que cl valor de a se calculé en la seccion (3.2.1).
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| Metodologia 1 ag I 7] | B p
Simulacién (VM) | -1.8891 | 0.11601 | 0.49969 | 0.70545 | -0.11733

Simulacién (VIX) | -1.2631 | 0.2552 | 0.37991 | 0.53635 | -0.1638
Simulacién (D) | -1.6409 | 0.20187 | 0.39636 | 0.55957 | -0.1559

Cuadro 3.2: Parametros utilizados para las simulaciones por metodologia. En este caso
a = 0.99695 se mantiene invariante para todos las simulaciones.

Por wltimo, el estimador 3 se puede calcular de la misma forma que en (3.8).

Estimacién de p: Para calcular la correrelacion entre W, y Z, se usara la formula de
la volatilidad implicada dada en la pag. 15 de [14],

I=a+ (20z)_12 (g (83"2/2 - e"”?'&) {w — o+ %52} — 29y 1 - 02V5') i

que junto con (2.38) se obtiene,

p= o302)2 _ o022 (3-9)

. s-b—a(u-15% &
T - Va5 (3.10)

En el Cuadro 3.2 se presenta una tabla con los parametros utilizados en la simu-

laci6n en cada modelo. Para efectos de la simulacion é( representa el valor inicial de la

volatilidad en el momento de la valoracién.beta:

3.3.2. Esquema de la Simulacién

Una vez calculados los parametros la simulacién que se ejecuté utilizando 3000 es-
cenarios. Se utilizé la funcién normrnd para generar (; v ( numeros normales estandar
independientes. Signiendo el modelo en (3.5), un esquema de la simulacion seria:

i. Defina un valor inicial Yy = y y Xo — 2. Se utilizara Yp = log(d¢) segin los valores
del Cuadro 3.2 y X — 117.63

ii. Generar (; y (2 variables aleatorias normales estandar independientes v calcular
(3 = PG + /1 pa.

ili. GenereY,, y X, desden = 1,...,7T donde T es la cantidad de dias de vencimiento
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Capitulo 4

Conclusiones

Este capitulo estara dedicado al estudio de los resultados de las secciones 3.2 y 3.3,
realizando un analisis de su comportamiento y una comparacioén la valoracion del mundo
real. Se escogié un conjunto amplio de opciones a valorar y comprobar la eficacia de los
modelos. Los valores completos de estos resultados se pueden encontrar en el Apéndice
A.

Una observacion importante es que la parametrizacion de los modelos es muy sensible
al tiempo, es decir, tanto ¢, a , b y o deben estar en las mismas unidades de tiempo. En
esta tesis se utilizé datos diarios sobre un afio de 252 difas habiles (segtn los mercados
estadounidenses), pero en la literatura se encuentran valoraciones con datos intradia
sobre periodos de unas semanas para los cuales se requiere que o sea grande (reversion a
la media répida). Sin embargo, no se pudo conseguir tal informacién para poder valorar
un activo sobre esta escala, aunque toda la metodologia propuesta es totalmente vélida
para tal propésito.

En una primera instancia la Figura 4.2 revela como la correccién del precio de Black
Scholes tiene un comportamiento un poco irregular donde se aprecia que conforme se
aumenta el strike y el plazo al vencimiento se debe aumentar la correccién, donde pre-
domina un minimo alrededor del eje K — 150, aumentando asi la correccién sobre plazos
cortos con strikes altos.

Se comparé el precio generado por el modelo asintético y por simulacién en la Figura
(4.3), la interpretaciéon de esta figura es que entre mas cercano a la funcién identidad,
el modelo ajusta mejor los precios reales. Se nota claramente que el ajuste es bastante
bueno pero atn asi posee varias discrepancias importantes. Este efecto es especialmente
por el aumento del plazo del vencimiento y del strike debido al faltante de opciones



Precio Black Scholes {Pu}

Precio

3 250 !
Vencimiento (en anos) Strike

Figura 4.1: Precio de Black Scholes para un call europeo, estimado para diferentes plazos
y strikes.

Correccion del Modelo Asintotico {91}

Precio

&

5 e Strike

Vencimiento (en afos)

Figura 4.2: Correccién del modelo de Black Scholes para un call europeo estimado para
diferentes plazos y strikes. El ajuste se calcul6 utilizando la formula (2.34) y los paramet-

ros del Cuadro 3.1.
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Figura 4.3: Comparacién de los precios reales versus los precios estimados por cada
modelo.

a partir de los 300 dias. Es interesante ver en el Cuadro 4.1 las sumas de los errores
cuadrados del ajuste, el cual claramente los métodos Simulacién (D) y Simulacién (VM)
proyectaron mejor los precios reales, aunque seguido de cerca por el método asintético.
Es claro también que utilizar VIX como estimador de la volatilidad no genera mayor

ganancia en la precision y de hecho utilizar una ventana mévil parece ser un camino mas
eficiente.

| Metodologia | SSE |

Simulacién (VM) | 1852.4
Simulacién (D) | 1914.4
Asintético 2029.7

" Simulacién (VIX) | 3457.1

Cuadro 4.1: Sumas de errores al cuadrado con respecto a los datos reales ordenadas de
mMenor a mayor.

Nétese sin embargo, en la Figura 4.4 que el modelo asintético se ajusta muy bien con
respecto a los modelos simulados, lo cual soporta fuertemente la buena estimacién de
los pardmetros generados en los Cuadros 3.1 y 3.2. De hecho debe aclararse que aunque
la estimacién de los parametros se hizo tomando en cuenta opciones con un vencimiento
superior a los 180 dias, el ajuste para plazo menores es bastante estable, lo cual nos
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Figura 4.4: Comparacién de los precios por el método asintotico versus los precios esti-
mados por los modelos de simulacién.

[ Metodologia | SSE |

Simulacién (D) | 725.53
Simulacion (VM) | 745.79
Simulacién (VIX) | 2123.8

Cuadro 4.2: Sumas de errores al cuadrado con respecto al precio asintético ordenadas
de menor a mayor.

permite concluir que lo necesario para el modelo de volatilidad estocéastica es utilizar
opciones y plazos que permitan que el proceso oculto Y; tenga suficiente tiempo para
retornar a la media. Nuevamente se calcul6 las sumas de los errores al cuadrado pero esta
vez con respecto al precio asintético, en este calculo se confirma que el mejor ajuste lo da
la Simulacion (D) y que la Simulacién (VM) posee mejores caracteristicas de estimacién
que Simulaciéon (VIX).

Con base en la evidencia empirica presentada aqui concluimos la volatilidad esta
bien modelada como un proceso de reversion a la media con una tasa de reversion a la
media pequeria (reversion lenta). Aunque en el modelo no proporciona una aproximacion
tan buena como por ejemplo Simulacién (D) o Simulacién (VM), la principal ventaja
del modelo asintético es su baja demanda computacional para estimar el precio y otros
parametros de mercado la cual observamos en el Cuadro 4.3. Por ejemplo, mediante
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esta metodologfa, la volatilidad implicada se puede calcular establemente mediante una
funcién lineal del log-moneyness-to-maturity-ratio log(K/z)/(T —t).

’_-M"etudolog[a Segundos
Asintético 5.67
Simulacién (VM) 231.37
Simulacién (VIX) 235.93
Simulacién (D) 235.96

Cuadro 4.3: Tiempo computacional calculado en Matlab para 64 bits utilizando un
procesador Intel Core 2 Duo (T5800).

El método proporciona estimadores estables de la prima por riesgo -, la correlacién
p y la tasa de reversi6n a la media «, los cuales en general son dificiles de calcular, pero
no necesarios para la teoria asintética.

Debido a la restriccién de tiempo no se pudo comparar este procedimiento con otros
activos, especialmente para comparar el ajuste de la funcién I = alog(K/z)/(T —t) +b,
la cual es la base de la valoracién. Otro punto importante que queda para un futuro
trabajo es realizar la valoracién con datos generados con parametros ya establecidos
y comparar nuevamente los resultados. Seria interesante explorar el ajuste en el caso
de CIR (ver seccién 2.3.2), el cual se puede demostrar que la correlacion mantiene un
decaimiento exponencial al igual que el caso OU, en otras palabras que

Cov {f (Yin) . f (Y1)} = ve "

con v? = Var {log f(Y;)}. Por lo tanto, es posible demostrar férmulas similares para los
otros estimadores parametricos.

Es posible extender la metodologia presentada aqui para valorar otro tipo de op-
ciones como lo son las americanas, asiiticas, binarias y barrera; ya que seria necesario
calcular las formulas de valoracion en cada caso pero el ajuste de los parametros a,
b y & se mantendria invariante. Incluso queda por aplicar esta metodologia a la valo-
racién de bonos mediante modelos de tasa corta (como por ejemplo Vasicek) los cuales
pretenderian calcular la correccién que genera el proceso con volatilidad estocéstica de
reversion a la media.
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Opciones valoradas segtin cada modelo. Aqui T significa el tiempo hasta el vencimien-

to contado en dias, K es el strike. Las valoraciones son Asint. para el modelo asint6tico,
VM, VIX y D son las simulaci6nes segin la metologia ventana moévil, VIX 6 realiza-

ciones observadas, respectivamente.

| T | K |Asint | VM | VIX | D | Real || T | K | Asint | VM | VIX | D | Real
3 [ 102 | 1564 | 1561 | 1560 | 1550 | 1508 || 122 | 124 | 261 1.81 | 472 | 389 | 2.72
3 | 108 | 1464 | 14.60 | 14.53 | 14.64 | 14.24 || 122 | 124 | 261 1.83 | 4.80 | 402 | 2.27
4 | 104 | 1364 | 13.60 | 13.60 | 13.60 | 13.06 | 122 | 125 | 2.27 1.5 | 451 | 365 | 2.46
3 | 105 | 1264 | 1262 | 12.62 | 12.62 | 11.85 || 122 | 125 | 227 1.46 | 4.44 | 355 | 2.56
3 | 107 | 1064 | 10.62 | 1063 | 10.66 | 9.92 | 122 | 126 [ 1.95 1.25 | 425 | 329 | 2.06
3 | 108 | 9.64 9.68 | 9.60 | 9.60 | 9.3I 122 | 126 | 1.95 1.35 | 395 | 327 | 210
3 | 109 | 884 8.63 | 8.61 8.50 | 832 |[ 122 | 127 | 166 114 | 369 | 316 | 1.74
3 | 110 | 7.86 761 | 7.59 | 7.58 | 7.32 |[ 122 | 127 | 1.66 1.16 | 391 | 3.03 | 1.01
3 | | 870 665 | 6.59 | 6.58 | 6.90 || 122 | 128 | 1.40 0.99 | 368 | 264 | 1.49
3 | 12| sa79 565 | 565 | 5.61 | 4.80 |[ 122 | 128 | 1.40 0.95 | 356 | 2.79 1.58
3 | 113 | 4904 464 | 453 | 4.62 | 427 || 122 | 129 [ 1.16 0.83 | 315 | 2.54 1.32
3 |14 | am 3.60 | 3.74 | 3.69 | 349 |l 122 | 129 [ 1.6 0.87 | 340 | 255 | 121
3 | us | 326 265 | 277 | 268 | 199 |[ 122 | 130 | 0.94 078 | 3.02 | 242 | 1.1
3 | 116 | 235 1.69 | 1.91 1.89 | 1.34 | 122 | 130 | 0.94 0.82 | 302 | 239 | 1.20
3 | 17| 140 0.87 | 1.24 | 119 | 065 || 122 | 131 | 0.74 061 | 280 [ 217 | o0.87
3 | 18| o054 032 | 074 | 067 | 033 |[ 122 | 131 | 0.74 0.76 | 269 | 2.04 | 0.57
3 | ne | oo0 007 | 0.40 | 0.34 | 012 || 122 | 132 | 0.56 058 | 265 | 1.69 | 0.76
3 | 120 | 0.0 001 | 017 | 013 | 008 || 122 | 132 | 0.56 049 | 281 | 1.89 | 0.68
3 | 121 | o0 000 | 008 | 005 | 0.02 |[ 122 | 133 | 0.40 0.39 | 243 | 1.79 | 061
3 | 122 | 000 | 000 | 0.03 | 002 | 0.02 |[ 122 | 133 | 0.40 043 | 263 | 1.86 | 0.56
3 | 123 | 000 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.01 || 122 | 134 | o0.27 034 | 232 | 172 | 0.43
3 | 124 | 000 | 000 | 000 | 0.00 | 0.02 | 122 | 134 | 0.27 038 | 248 | 1.55 | 0.54
3 | 125 | 000 | 000 | 0.00 | 0.00 | 004 | 122 | 135 | 0.14 0.44 | 211 148 | o0.42
3 126 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.03 |l 122 | 135 | 0.14 020 | 2.09 | 1.45 | 0.48
3 127 | 0.00 0.00 | 000 | 0.00 | 0.02 |[ 122 | 136 | 0.04 027 | 196 | 129 | 0.76
3 | 128 | 0.0 0.00 | 000 | 0.00 | 015 | 122 | 137 | 0.00 024 | 192 | 124 | 0.20
3 | 128 | o.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 007 | 122 | 137 | 0.00 027 | 177 | 116 | 0.6
3 | 130 | o.00 000 | 0.00 | 000 | 0.01 | 122 | 138 | 0.00 0.16 | 162 | 1.09 | 021
15 | 90 | 27.65 | 27.63 | 27.76 | 27.40 | 27.00 || 122 | 139 | 0.00 017 | 1.28 1.04 | o0ar
15 | 92 | 2s.65 | 2566 | 25.67 | 25.50 | 24.15 || 122 | 140 | 0.00 015 | 1.37 | 093 | 012
15 | 96 | 21.66 | 21.60 | 20.77 | 21.42 | 2046 || 122 | 142 | 0.00 007 | 138 | o7 0.03
15 | 97 | 2066 | 2056 | 20.77 | 2050 | 18.99 || 122 | 144 | 0.00 009 | 095 [ 068 | 0.5
15 | 100 | 17.67 | 17.68 | 17.55 | 17.74 | 17.04 || 122 | 145 | 0.00 006 | 0.8 | 050 | 0.05
15 | 101 | 16.68 | 16.56 | 16.49 | 16.35 | 16.08 | 122 | 150 | 0.00 0.03 | 060 | 0.35 | 0.07
15 | 102 | 15.69 | 15.67 | 15.46 | 15.41 | 14.06 | 122 | 155 | 0.00 000 | 032 | 0.22 | 0.09
15 | 103 | 14.71 | 14.63 | 14.72 | 14.59 | 13.41 || 122 | 160 | 0.00 001 | 033 | 014 | 0.05
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