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Resumen

En [Cazes, P.; Chouakria. A.; Diday, E.; Schektman, Y. (1997)| se propone el método de
centros para extender el conocido método de anélisis de componentes principales a variables
simbélicas de tipo intervalo. En este trabajo, los autores proponen utilizar el centro del
hipercubo como punto base para llevar a cabo el andlisis de componentes principales y

luego proyectar todos los vértices de los hipercubos como individuos suplementarios del
ACP de centros.

En esta investigacién, se muestra que si desea maximizar la varianza de las proyecciones o
minimizar las distancias entre los vértices y sus respectivas proyecciones, no necesariamente
el centro del hipercubo es el mejor punto realizar el ACP. Se propone utilizar un algoritmo de
optimizacién que maximice la varianza de las proyecciones (0 que minimice las distancias al
cuadrado de los vértices y sus respectivas proyecciones) que encuentre ese punto 6ptimo para
realizar el ACP. Ademés se propone el algoritmo para generazalizar las curvas principales a,
variables de tipo intervalo. Todos los métodos que se han propuesto en esta tesis se pueden

ejecutar en el paquete RSDA.
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Capitulo 1

Presentacion

1.1. Introduccion

El foco de esta tesis es generar nuevos modelos de reduccién de la dimensionalidad, entre
ellos una. teoria para el analisis de superficies principales para variables simbélicas, especifi-
camente para variables de tipo intervalo. La teoria de las curvas principales para datos
clasicos fue desarrollada por Trevor Hastie en [lHastic. 1. (1054)), para el caso de datos
simbélicos no se ha realizado ningiin trabajo relacionado a generalizar el trabajo de Hastie.
Las superficies principales buscan la generalizacién del andlisis de componentes principa-
les, mediante un modelo no lineal, permitiendo una mejor representacién (mas cercana) del
conjunto de datos. El andlisis de datos simbélicos fue propuesto por Edwin Diday en Diday.
E. (1987)]. La diferencia principal entre un anélisis de datos clasico y un andlisis de datos
simbélico es que en el caso clasico se toma una tabla de datos donde todas sus columnas son
nimeros reales, para los casos de variables cualitativas se construyen tablas de contigencia
y matrices de Burt que son la transformacién de una variable cualitativa en una tabla de
datos con elementos en los nimeros reales, mientras que en el analisis simbdlico se utili-
zan conceptos, para comprender un concepto se presenta el siguiente ejemplo, se considera
una tabla con datos de estudiantes de la UCR, cada individuo de una carrera se encuentra
descrito por un conjunto de variables numéricas o nominales. Cada individuo (estudiante)

es considerado individuo de primer orden. Para poder estudiar las carreras, consideradas
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individuos de segundo orden, se puede describir como un resumen de los valores tomados
de sus estudiantes, como intervalos, subconjuntos de valores, histogramas, distribuciones de
probabilidad, entre otros, dependiendo de la variable que se desea utilizar. De esta manera,
se obtiene una tabla de datos simbélicos donde cada fila contiene una descripcién de la
carrera y cada columna esta asociada a una variable simbdlica. Algunos tipos de variables
simbdlicas propuestos en illard. L. Didav. E. (2006)) son: intervalos, conjuntos, distribu-
ciones de probabilidad, entre otros. Otro modelo que se generalizara es el método de centros
para el andlisis de componentes principales para variables de tipo intervalo, la generaliza-

cién consiste en buscar un conjunto de puntos que minimize la distancia de los vértices o

maéaximice la varianza explicada en los primeros componentes principales.

1.2. Objetivo general

Crear modelos de reduccién de la dimensionalidad para variables simbélicos de tipo inter-

valo.

1.3. Objetivos especificos

Generalizar el modelo de superficies principales de datos clasicos a variables simbélicas

de tipo intervalo.

Crear el algoritmo de superficies principales para una matriz de tipo intervalo.

Estudiar la convergencia del algoritmo anterior.

Generalizar el método de centros para el andlisis de componentes principales para

variables de tipo intervalo.

Implementar en el paquete RSDA creado en R, la funcién que calcule la superficie
principal para variables de tipo intervalo y el ACP que generalice el método de centros.






Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se hard un repaso de los conceptos de bésicos de estadistica con el fin de
crear la definicién de autoconsistencia, que es la base para la construccién de las curvas
principales propuestas por Hastie. 1. (1954) . Ademds se realiza una introduccion a los
conceptos de datos simbélicos y la creacién del anélisis de componentes principales para

datos simbélicos de tipo intervalo.

2.1. La esperanza de una variable aleatoria

Si X es una variable aleatoria discreta, con valores positivos {z1,Zs,...} ¥ p una medida

de probabilidad, se define la esperanza o media de X, denotada E(X), por

E(X) = zip(z:)- (2.1)

Por la descomposicién de Hahn, se puede descomponer al conjunto {zj,Zs,...} en dos
conjuntos A y B donde A consiste de todos los z; no negativos y B de todos los z; negativos.

Si3 . eazip(zi) < 00y Y, cp—Tip(Z:) < 00, se define E(X) sin ambigiiedad por (2 2)

Esta nueva definicién de (?.1) viene dada por (7.7), la cual es mds general.
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EX) = S zple) - 3 ziples). (2:2)

zi€A z;€B
i) .caZip(zi) =000 Y, p—Tip(z:) = 00, E(X) estarfa indefinida.
Algunas propiedades de la esperanza de X son:
1. Si X es una constante, Vw, X (w) = ¢, entonces

E(X) =c. (2.3)

2. Si A es un conjunto, la funcién indicadora de A (xa) viene dada por

1 size€e A

o 0 sizdd

entonces
E(xa) = p(A). (2.4)

3. Si X es un vector aleatorio n — dimensional, si g es una funcién real en R™ y si
E(lg(z)|) < oo, entonces se puede demostrar que (ver detalles en Bickel. P J: Dok-

sum. K. A. (1977)])

E(9(X)) = ZQ(Is)P(Ii)- (2.5)

4. Como consecuencia de este resultado, se tiene
o0
E(1X]) = lelp(z:)- (2.6)
i=1
5. Tomando g(z) = 3. a;z; se obtiene una relacién fundamental

E(X) =) aE(z:) (2.7)

i=1

si {a1,...,a,} son constantes y E(|X;[) < o00,i=1,...,n.
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Si X es una variable aleatoria continua, es natural pensar en definir la esperanza por medio
de una aproximacién del caso discreto. Para realizar esta definicién se utilizard integracién

de Lebesgue,

ECO) = [ apla)ds, (29
el valor esperado o media de X estd bien definida cuando [;° zp(z)dz y ffm zp(z)dz son
finitas. En otro caso E(X) se encuentra indefinida.

Definicién 2.1. Una variable aleatoria X es llamada integrable si E(|X|) < oo.

Se puede probar que si X es un vector aleatorio continuo k — dimensional y g(X) es una

variable aleatoria tal que

[ ls@lp(@)dz < o,

entonces E(g(X)) existe y

E(e(x) = [ _s(@pla)da. (29)

En el caso continuo las propiedades del valor esperado (2 3), (2.4), (25), (26) y (27) se

encuentran bien definidas.

Para mas detalles de las pruebas y més ejemplos se recomienda leer Hickel. P ] Doksum.
K. A (1977)] Las definiciones y teoremas de esta subseccién fueron tomados de [Bickel. P.

J.; Doksum, K. A. (1977) .

2.1.1. Propiedades del valor esperado condicional

La distribucién condicionada a un vector aleatorio Y dado Z = z corresponde a una tinica

medida de probabilidad p. en (Q, 2%?), especificamente, defina para, A € 22,
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ps(A) = p(A| Z = 2) sip, > 0. (2.10)

Ahora la distribucién condicional de Y dado Z = z es la misma que la distribucién de Y si
p. es la medida de probabilidad en (€2, 2?). Por lo tanto, la esperanza condicionada es una
esperanza ordinaria con respecto a la medida de probabilidad p,. De esto se desprende que
todas las propiedades del valor esperado (2 2), (2 4), (2.5), (2.6) y (2 7) se cumplen para
la esperanza condicionada dado Z = z. Por lo tanto, para cualquier funcién real r(Y) con
E(r(Y)) < oo,

E(r(Y)|Z =2)=Zyr(y)ply | Z = 2);

plaVi+ Y2 |Z=2)=apV1 | Z =2)+Bp(Ya | Z = 2); (2.11)

idénticamente en z para cualesquiera variables aleatorias Y3, Y, tales que E(|Y;]), E(|Y2])

son finitas. Debido a que la identidad es vilida para toda z, se puede definir

plaYy +BY2 | Z) = ap(V1 | Z) + Bp(Y2 | Z). (2.12)

Este proceso se puede repetir para cualquiera de (2 3), (2 1), (2 5), (2 6) y (2 7) para obtener

propiedades analogas de la esperanza condicionada.

En dos casos especiales se puede calcular la esperanza condicionada inmediatamente. Si Y

y Z son independientes y E(|Y| < o0), entonces

E(Y | Z) = E(Y). (2.13)

Por otra parte para cualquier funcién real h con E(|h(Y)]) < oo,

E(k(Z) | 2) = E(h(2)). (2.19)
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La nocién implicita en (2 11) dado Z = 2, Z actiia como constante, utilizando esto, se tiene

una relacién que se llamara el teorema de sustitucién para la esperanza condicional:

E(q(Y,2)) | Z = 2) = E(q(Y,2)) | Z = 2). (2.15)

Esto es valido para cualquier 2 tal que p(z) > 0 si E(|q(Y, Z)|) < oc. Esto se deduce de las
definiciones (2 10) que Va

E@Y.2)=a|Z=2) = BE@(Y,2)=0Z=z|Z=2)
E(q(Y,2) =a|Z =2). (2.16)

Il

Si se considera ¢(Y, Z)) = r(Y)h(Z), donde E(|r(Y)h(Z)]) < oo se obtiene de (2 15) el
siguiente resultado:

E(qY,2))|Z=2) = E(r(Y)h(Z))|Z=2)
h(2)E(r(Y)) | Z = 2). (2.17)

Por lo tanto,

E(r(Y)h(2)) | Z) = MZ)E(r(Y)) | Z). (2.18)
Otro resultado intuitivamente razonable es que la media de las medias condicionales es la
media:

E(E(Y | 2)) = E(Y); (2.19)

por lo tanto Y tiene esperanza finita, a esto se le llamara el teorema de doble esperanza.
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Para maés detalles de las pruebas y mds ejemplos se recomienda leer |Dickel. I" ] Doksum.
I, A. (1977) . Las definiciones y teoremas de esta subseccién fueron tomados de |Dickel. T
'| I = s, S & A 11077\

LJOKSUImM, . A

2.2. Autoconsistencia de vectores aleatorios

Se quiere aproximar la distribucién de un vector aleatorio X por medio de un vector aleatorio
Y. Una forma de obtener qué tan bien explica Y a X es el error cuadratico medio (ECM)
E(|| X=Y|[?). En términos del error cuadratico medio, la aproximacién de X por Y puede ser
mejorada por medio de E(X | Y), para cualquier funcién g, E(| X —E(X | Y)|]?) < E(|| X -
9(Y)||?), tomado g igual a la identidad se tiene que E(||X — E(X | Y)|?) < E(|| X —Y|]?).
Entonces Y es éptimo local para aproximar X si Y = E(X | Y), en este caso se llamara a

Y autoconsistente para X.

Lema 2.1. Si E(Y)? < 00, entonces p = E(Y), existe.

L

La prueba de este lema se encuentra en 'Bickel P J.: Doksum. [ A (1977).

Lema 2.2. E(Y)? < o0, sii Ve, E(Y — ¢)? < 0.

Prueba.
E(Y—c)? = E(Y?-2Yc+J)
= E(Y)?—2E(Y)E(c) + E(¢)
= E(Y)?—2cE(Y)+ .
Si E(Y)? < 00, E(Y) < o0 implica E(Y — ¢)? < o0. O

Lema 2.3. Cuando E(Y)? < 00 y ¢ es una constante,
E(Y —¢)? =var(Y) + (c — p)%.

Luego, E(Y — ¢)? < 00 es minimizada de manera tnica por ¢ = p = E(Y).
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La prueba de este lema se encuentra en |Dickel I J

Teorema 2.1. Si Z es cualquier vector aleatorio yY cualquier variable aleatoria, entonces

para toda funcién g, E(Y — g(2))? = o

E(Y - w(2))? < E(Y - g(Z))". (2.20)

Prueba. Se supone que E(Y — g(Z))? < 0. Se tiene que E(Y — g(Z))?2 = E(Y — g(2) |

2z € Z)? por el teorema ? 1. Sea
w(Z)=E(Y | Z = 2).

Como g(z) es constante, por el lema 2 2

B((Y ~9(2)? | Z =2) = B((Y —p()* | Z = 2) + (g(2) - pl2)®.  (221)
El minimo de 2 21 se obtiene cuando g(z) = p(z). por lo cual para toda funcién g, E(Y —
w2))* < E(Y —9(2))*. 0.

En el teorema 2.1, tomando la funcién Vz € Z, g(z) — = se obtiene
E(Y-EXY | 2)? < E(Y -2

Definicién 2.2. Sean X y Y dos vectores aleatorios distribuidos de forma conjunta, Y es
autoconsistente para X si Y = E(X |Y) casi por doguier.

Ejemplo 2.1. Sea X, que denota una secuencia de variables aleatorias independientes con

media cero y sea S, = Y ., X;. Entonces, para todo k,

E(Sﬂ+k | Sn) - Sn + E(Xn+1 s 2 UORE = Xn+k I Sn)
Sn+ E(Xps1 + -+ + Xosk)
=i .85

il
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Para mas detalles de las prucbas y mas ejemplos se recomienda leer DBickel I .0 Doksum,
IX. A (1977) . Las definiciones y teoremas de esta subseccién fueron tomados de [Dickel I’

J.: Doksum, K. A. (1977)..

2.3. Analisis de componentes principales

Est4 subseccién fue facilitada por el Doctor Oldemar Rodriguez, la cual forma parta de sus
apuntes para ¢l curso de introduccién al anélisis de datos (SP1346) de la UCR.

El An3lisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica proveniente del andlisis explo-
ratorio de datos cuyo objetivo es la sintesis de la informacién, o reduccion de la dimensiéon
(nimero de variables). Es decir, ante una tabla de datos con muchas variables, el objetivo
serd reducirlas a un menor nimero perdiendo la menor cantidad de informacién posible. El
ACP es uno de los métodos mas utilizados en Mineria de Datos en paises como Francia.
Fue primeramente introducido por Pearson en 1901 y desarrollado independientemente en
1933 por Hotelling y la primera implementacién computacional se di6 en los afios 60. Fue
aplicado para analizar encuestas de opinién piblica por Jean Pierre Pages. Como ya se
menciond el objetivo es construir un pequefio nimero de nuevas variables (componentes),
combinacién lineal de las variables originales, en las cuales se concentre la mayor cantidad

posible de informacidn.

2.3.1. Los datos

X es una matriz de n filas (individuos) y m columnas (variables), el conjunto de matrices

de n filas y m columnas se denotard My, por lo que se puede indicar que X € M,y m.

Se parte de una tabla de datos:
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/Iu

X = Ti1

\Inl

Ty

Tij

Tnj

xlm\

Tim

Tnm )

+ individuo ¢ ,

que se puede transformar en la siguiente matriz de distancias:

[ i

dil

\

d1j
(i;_j

dn

din

Tin

dﬂ'ﬂ)

dénde d;; es la distancia del individuo ¢ al individuo j.

El conjunto de individuos de una tabla de datos X se pueden ver como una nube de puntos

en R™, como se ilustra en la Figura 2 1-a (esta figura fue facilitada por el profesor Dr.

Javier Trejos, pertenece a sus laminas del curso SP1346 de la UCR), con su centro de

gravedad localizado en el origen, y lo que se busca es un subespacio g—dimensional L de

R?, usualmente un plano (ver Figura 2 1-b), tal que la proyeccién ortogonal de los n puntos

sobre L (ver Figura  1-c) tienen inercia méxima, lo cual permitird el estudio de relaciones,

clases, etc. entre los individuos (filas) de la tabla de datos.

2.3.2. El problema

= Se trata de sintetizar los datos contenidos en una tabla de datos X en un conjun-

to més pequefo de nuevas variables C?,C?,... llamadas componentes principales,

manteniendo la informacién escencial de X.
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(&)

FIGURA 2.1: Proyeccién de los individuos en el plano de inercia maxima.

= Asi, en la etapa 1 del algoritmo se encuentra una variable sintética ("', la primera
componente principal, la cual es combinacién lineal de las variables originales X7, es
decir:
Cl = a11X1 R alej + e 4 alme.
donde X7 es la columna j de X. Esto significa que el valor de C! para el individuo
1—ésimo estd dado por:
C,_l =anZn+---+ Q15Z;5 4 vr e B Leme

» Generalmente esta primer componente principal. C*!, no es suficiente para condensar
la informacién contenida en X, por lo que se construye una segunda componente

principal C?, luego una tercera C° y asi sucesivamente.

= En general en la etapa k, se construye la componente principal k—ésima dada por:

Ck=a.k1X1+---+aijj+---+akam

= Matricialmente se tiene que:
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2.3.3.1. En el espacio de los individuos

Se supondra que las variables estan centradas y reducidas.

V= %X t X es la matriz de varianzas—covarianzas. Como las variables estdn centradas

y reducidas entonces V = R, la matriz de correlaciones, pues:

cov(X?, X7)

Vi = cov(X*, X7) = Oxi0 xi

= R(X?, X7).

= Por lo tanto el espacio de las filas de X en R™ es el espacio de individuos cuyo origen
seré el centro de la nube de puntos.

= El objetivo del ACP es describir de manera sintética la nube de individuos.

Teorema 2.2. En la etapa 1 de un ACP se calcula el eje D, que pasa por el origen para el
cual la dispersion de la nube de puntos sea mdzima, este eje Dy pasa entonces lo mds cerca
posible de la nube de puntos, es decir, el promedio de las distancias al cuadrado de los n

puntos de la nube y el eje Dy es minimal.

Sea a' es vector director normado (norma 1) del eje (recta) D, entonces: a' es el vector

propio asociado al valor propio mds grande de la matriz de V' de varianzas—covarianzas.

Antes de probar el Teorema ’ ’, se necesita primero el Lema 2 | (el cual se va a asumir

como vélido, la demostracién se encuentra en (Gallier. J.: Quaintance. J. (2015)1)

Lema 2.4. Sean A y B dos matrices cuadradas mxm simétricas y sea A una matriz definida

positiva. Entonces el vector y € R™ que resuelve el siguiente problema de optimizacion:

méx y* By
sujeto a ytAy = 1

es el vector propio o' de A'B de norma 1 asociado al valor propio mds grande S,.

Nota: Una matriz A es definida si para todo u € R™ se tiene que u*Au > 0.
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Demostracion 2.1. Las coordenadas del individuos i-ésimo son:

Z; = (ﬂiﬂ,- sy Lijyen- :xém)'

Ademds, se sabe que la proyeccién del individuo i sobre el eje Dy es:

Ti, ﬂ.l
P(I‘,Dl) — (”a]_")al:

donde a* = (a},ad,...,al) (es vector director de norma 1 del eje D).

Entonces las coordenadas de la proyeccion del individuo x; sobre el eje Dy son:

(3:52 a'l)
N lla*

1 1 1
= a1%i + -+ %5+ -+, 0 Tim

= Xal.

Se puede observar la proyeccién del individuo x; en el grdfico
L
d(x;.0)

1{z;. D)
5 o T 191

FIGURA 2.2: Proyeccién de un individuo sobre los cjes principales.

Usando el Teorema de Pitdgoras, se deduce que:

&(;,0) = (C1)? + d®(x;, Dy),
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cuya solucidn es el vector propio asociado al sequndo valor propio mds grande de la matriz

de V de varianzas-covarianzas.

Teorema 2.4. En la etapa k de un ACP se calcula el eje Dy, que pasa por el origen para el
cual la dispersion de la nube de puntos sea mdxima, este eje Dy pasa entonces lo mds cerca
posible de la nube de puntos, es decir, el promedio de las distancias al cuadrado de los n

puntos de la nube y el eje Dy, es minimal.

Sea aF es vector director normado (norma 1) del eje (recta) Dy el cual serd ortogonal al
vector a” ¥ r < k construidos en las etapas 1,2,...,k — 1 entonces: Se tiene el siguiente

problema de optimizacion:
méx L (g*)* X*Xak

(a")]rc g =1

sujeto a ;
(a"") &F=0parar=12,....,k—1

cuya solucion es el vector propio asociado al k—ésimo valor propio mds grande de la matriz

de V' de varianzas—covarianzas.

La prueba de los teoremas 2 5 y 2 | son analogas a la prueba del teorema 2.2, por esto no

se realizan estas demostraciones.

2.3.3.2. En el espacio de las variables

Teorema 2.5. En la etapa 1 de un ACP se calcula una variable sintética (eje) C' que

resuma lo mejor posible las variables originales, es decir, de tal manera que:

Z R*(C', X?) sea mdrima.

=1

Entonces C* es el vector propio asociado al valor propio mds grande A\, de la matriz %X Xt
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Demostracion 2.2.

- ; 1 2
con(C*, X7) = %(Xs)tcl S Card
lo cual implica que:
co?(C*, XP) = —(CY) X3 (XI)'C,
como var(C*) = L(C")*C* y war(X7) = 1, se tiene que:

co?(C1, X9) _ (CYXI(XI)CH

BHE )= var(C)var(X3)  n(C")tC?
entonces:
. Oy Xixeyet
1 il J
;R?(C sl n(C1):C"

como Y it XI(X7)t = XX*, se tiene que:

o 2l v =(Cl)txxtcl
;R(C,X) O

De modo que mazimizar ;'_‘__1 R%(C', X7) es equivalente a mazimizar la siguiente ezpresidn:

(C] )tXXtCl
n(CyCY

entonces, aplicando el lema anterior, C* es el vector propio asociado al valor propio mds

grande Ay de la matriz ZX X*. O

Teorema 2.6. En la etapa k de un ACP se calcula una variable sintética (eje) C* que

resuma lo mejor posible las variables originales y que no esté correlacionada con las primeras



Capitulo 2. Marco Tedrico 20

k — 1 componentes principales (variables sintéticas) ya calculadas, es decir, de tal manera

que:

mix 3> R(Ck, X9)
j=1

sujeto a R*(C*.C")=0parar=1,2,....k—1
Entonces: C* es el vector propio de 1 X X* asociado al k—ésimo valor propio mds grande.

La prueba del teorema 2 ( es andloga a la prueba del teorema 2 7, por esta razén se omite

la prueba.

2.3.4. Equivalencia de los dos analisis — Relaciones de dualidad

Usualmente el nimero de variables es menor que el nimero de individuos, por eso se supone

en adelante sin pérdidad de generalidad que m < n.

Teorema 2.7 (Relaciones de Dualidad). 1. Siwvy es el k—ésimo vector propio de norma

1 asociado a A de la matriz %XXt entonces:

—— Xt'tlk
k= ‘\/?TA_];,

es el k—ésimo vector propio de norma 1 asociado a X de la matriz 2 X'X.

2. Si up es el k—ésimo vector propio de norma 1 asociado a A\ de la matriz %X‘X

entonces:

s Xuk
;—nAk:

es el k—ésimo vector propio de norma 1 asociado a )\, de la matriz %;X X+,

Demostracién 2.3. 1. Sea vy el vector propio de norma 1 asociado a A de la matriz

X X*, entonces por definicidn se tiene que:
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Teorema 2.9. La suma de los m valores propios de 2X*X es igual al nimero de columnas

m de la matriz X, es decir:

i)\k =m.
k=1

Demostracién 2.5. Del dlgebra lineal se sabe que la suma de valores propios de una matriz
es igual a la suma de los elementos de la diagonal de dicha matriz, es decir, es igual a la

traza de la matriz. Ademds, como X estd centrada y reducida %X tX = R, de donde:

™

Y =T (lex) = TH{(R).
k=1 i

entonces:

1 Tiz - Tim
=2 T2 ! Tt Tom
Z M=Tr(R)=Tr| o i = m.
k=1 : 2 o, :
Tml Tm2 ~--° 1
- < mxm

o

El ACP tiene m etapas, en cada etapa se construye un resumen de la tabla X, menos

interesante que el construido en la etapa anterior.

= ;Cémo medir la calidad de la etapa k?

= En la etapa k, el criterio del ACP es maximizar:

1 mn
7 27,

1
;Z(cf)z = ;(ak)‘X‘Xak = (a*)* Ma® = Ay
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» C™ = Xa" donde a” es el vector propio de R = %X tX asociado a .

= De donde:

CF = af Xy + -+ + a5 X5+ + 4 Xim,

es decir:

Graficamente se ilustra como sigue:

= Asf, dos individuos 7 y j cuyas proyecciones son cercanas son “semejantes” en la nube

de puntos.

= Para proyectar un individuo en suplementario s = (s, ..., $;,) simplemente se centra

y reduce como si fuera la dltima fila de X, como sigue:

donde X7 es la media de la columna j—ésima de la matriz X . Entonces las coordenadas

se calculan como sigue:

2.3.6.2. Calidad de la representacién de un individuo

= En el espacio de los individuos se tienen 2 bases ortonormales:

1. La base original, en la cual las coordenadas del individuo ¢ son:

==Xy - oo 0 Ky =« =y Kt
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Teorema 2.10 (Célculo de las correlaciones).

[ R(X", CT)W ( VfX:a.q\

J

R(Xj, CT) =vA-ad = x,f/\-rar»

\R(X™,C")) \VAa,)
donde a” es el r—ésimo vector propio de R = -IT;XtX asociado a Ay.
Demostracion 2.6. Se sabe que:

cov(X?,CT)
oxioor

R(X?,C7) =

Como la tabla X estd reducida ox; = 1. Ademds se sabe que la varianza del eje C™

es Ar, es decir, oor = v/ A, entonces se tiene que:

i = con(X7,C7) ' cou(X?,C")
RX,C) axiocr Vi
Entonces:
[ R(X,C7)
1 1 t 1 t r 1 T N T
R(X7,C") | = n\/TXCT = n\//—\_X Xa = W/\.ra = v/ Aa’.
\R(X™,C") )

= Por dualidad, en el espacio de las variables, para calcular las coordenadas (correla-
ciones) se podrfa diagonalizar la matriz H = 2XX* (que es de tamafio n X n) y
proceder a calcular dichas coordenadas de manera completamente andloga al caso de

los individuos.
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Es decir, suponiendo que la matriz X esta centrada y reducida, y si denotara por
Z = X* entonces:

RS = Za* donde a® es el vector propio de H = %XXt asociado a ), de donde:

Rf=a"{Zﬂ+---+a;Zij+---+a;’;Zim

es decir:

n
E S
R; = E Z;;a3.
§=1

» Calidad de representacion de una variable.

La calidad de la representacion de una variable sobre el circulo de correlaciones, sera
también medida con el cuadrado del coseno del angulo entre la variable y su proyec-
ci6n. Ahora bien, recuérdese que entre variables, el coseno es igual a una correlacion,
por lo que serdn las correlaciones al cuadrado las que midan la calidad de la repre-
sentacién de las variables (para ver los detalles de estas propiedades se recomienda el
libro [17]). Asi la matriz de calidades de las variables S € M,y se puede calcular

como sigue:
[ R(x,CY - R(XLCT) --- R(XM,0m)

S=| R cY) --- RX,0) --- RA(XI,Cm)

\ B(X™,CY) - RHX™C7) - RY(X™.C™) )

= Para proyectar una variable suplementaria:






Capitulo 2. Marco Tedrico _ 31

Paso 6: Calcular la matriz de componentes principales C € My, xm:

C=X-V.

Paso 7: Calcular la matriz de calidades de los individuos (cosenos cuadrados) @) €

My, 5m, cOmo sigue:

Qi’r = 1,(lCi’T)2
> (Xij)?

i=1

parai=1,2...,n; r=1,2,...,m.
Paso 8: Calcule la matriz de coordenadas de las variables T' € M,,xm, como sigue:
[ R(X',CY) --- R(XLCT) --- R(XL,Cm)

T=| R(XxiCY --- R(X3,C7) --- R(XI,C™)

\R(X’",Cl) -« R(X™CT) --- R(Xm’Cm))
( ‘\/A_lvl’l i T \/A_”"Ulﬂ' ik \/A—‘mvl,m \

= | V )\I'Uj,l WV )‘r'uj,r e ::mvj,m

\ \/)\_lvm,l S \/xvm,r e \/A—mvm,m

Paso 9: Calcule la matriz de calidades de las variables (cosenos cuadrados) S €

M, ym, cOmo sigue:
( )\1 ('Ul,l)2 g hs )‘r(vl,r)z ot )‘m(vl,m}z \

S= )\1(‘0_.,-,1)2 b )"r(vj,r)z )\m(vj,m)2

\ )\1(1]1,;1)2 /‘\fr('U'm,,r)2 }‘m(vm,m)2 )






Capitulo 2. Marco Tedrico 33

2.4. Curvas principales

La teoria de las curvas principales para datos cldsicos fue desarrollada por Trevor Hastie

84)| (ademds expuestas en [Hastie. T.: Stuetzle, W. (1989, y Hastie. T.:

mi. B Friedman. J. (2008)]), las curvas principales buscan una representacién no

lineal de los datos en un mimero menor de dimensiones.

Se considera un conjunto de n observaciones y dos variables aleatorias z y ¥, al realizar
un grafico de dispersién se desea estudiar la relacién entre una variable y la otra, una
forma trivial es considerar f(z) = 7. Otra forma de poder aproximar esta relacién por
medio de una funcién lineal que minimice la suma de cuadrados de la diferencia entre f(x)
e y (ver figura 2 3), el primer componente principal minimiza la distancia entre el punto
(z,9) ¥ [(z,y)], donde v es el primer componente principal y [(z,¥)]. es la coordenada del
punto [(z,y)] en el vector v (ver figura 2 }). La regresién lineal fue generalizada, incluyendo
funciones no lineales de z, utilizando una variedad de funciones suaves como por ejemplo
splines. La idea es buscar la mejor funcién no lineal que minimice la suma de cuadrados de
la diferencia entre f(z) e y (ver figura ’ } 3). Por dltimo las superficies principales buscan

generalizar los componentes principales, a través de funciones no lineales (ver figura ’  4).

2.4.1. Curvas principales de una distribucién de probabilidad

Sea h una distribucién de probabilidad suave en p dimensiones, sea f(A) un vector de
p dimensiones donde f; : A = R con A C R,Vi < p, las funciones f;(A) son llamadas
coordenadas. Si Vi, f;()\) son suaves , entonces f se llama curva suave. La longitud de una
curva f de doa X es dada porl = [2'(2)lldz, i 7/(z)l| = 1 entonces 1 = [3211f'(2)lld= =
A1 — Ao, esta situacién es la deseable, ya que la longitud del arco es igual a la diferencia
entre A\g y A;. Ahora bien la f debe ser monétona, en caso que f no sea monétona se

puede modificar las funciones (coordenadas) por medio de un reordamiento para que f sea

monétona.
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3) Smooth Regression dist:1.01 4) Principal Surface dist: 0.78
=] o . &
2 8 e vinniett® 2 24 sasmasnedd®
o 1% -] #°
A - T 7 T T E L T T T
-1.0 0.5 0.0 05 1.0 -1.0 05 0.0 0.5 1.0
x b

Ficura 2.3: Diferencia entre los métodos de ajuste.

El vector f’(X) es tangente a f(X), se le llama vector de velocidad, si || f'(2)|| = 1 es llamada
curva parametrizada de velocidad-unidad ((Hastie, 1. (1954)) Segin Hastie. 1. (1954)
siempre se podrd reparametrizar cualquier curva suave con || f'(A)|| > 0 para hacer una
curva velocidad-unidad. Si v es un vector con |jv]| = 1, entonces f(A) = vp + Av es una
recta de velocidad-unidad. Pero esta parametrizacién no es tnica: I*(A) = v + av + Av,
en este caso I*(A) = I(A) asumiendo (a,v) = 0. El vector [” es llamado aceleracién de la
curva f(A), para una curva velocidad-unidad (f”, f') = 0. En este caso f”/||f”|| es lamado
normal principal de f(A).

Sea X un vector aleatorio de RP, con densidad h y segundo momento finito. Sin pérdida
de generalidad se asume E(X) = 0. Sea f una curva suave de velocidad-unidad en R?
parametrizada sobre A C R sobre un intervalo cerrado (posiblemente infinito), que no se

interseca consigo misma (A; # A = f(A;) # f(A2)) y tiene largo finito dentro de cualquier
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bola finita en RP.

Sea
Vz € R?,D(z) = i’é{d(‘r’ F); (2.22)
donde
d(z, f(N) = llz = F; (2.23)

es la distancia usual entre vectores en RP. Sea
M(x) = {A| d(z, f(X) = D(@)}. (2.24)

Como A es compacto, M(z) no es vacfo. d(z, f(\)) es continua pues f es continua, M(z)

es abierto, entonces M (zx) es cerrado.

Por lo cual
Af i RP — R, con A\g = sup M(z). (2.25)

El indice de proyeccion A; de z es el valor A para el cual A es mds cercano a z. Para ver la
prueba de que Ay estd bien definida y es medible se encuentra en Hastie. T (1984) .
Definicién 2.3. La curva f es llamada autoconsitente o una curva principal de h si E(X |

Ar = A) = f(A) para c.p.d. X

Para cualquier valor ) se toman todas las observaciones donde f(A) es el punto més cercano

en la curva (h). Si f(A) es el promedio de las observaciones y si esto es para todo ), entonces

[ es llamada curva principal.

2.4.2. Curvas principales y componentes principales

Proposicién 2.1. Si una recta [(A) = ug + Mg es autoconsistente y ug L vy entonces [(\)

es un componente principal.

Antes de probar la proposicién . |, se debe definir la proyeccién ortogonal de un vector

sobre otro.



Capitulo 2. Marco Tedrico 36

Definicién 2.4. Sean v, w € RP? la proyeccion ortogonal de w sobre v se define por Proy,w =

why
—rsU.
flvll

Prueba. Primero se probard que si [(A) contiene al origen o lo que es equivalente que ug = 0

0 = E(X)
EAE(X | As = )
E}(UO"‘A'UO)

Il

It

= U + 5\'1')0.
Como ug L vy entonces se tiene que ug = 0 por lo cual I(X) = Avg.

Ahora se debe probar que vy es un vector propio de la matriz de covarianza de X, sea ¥ la

matriz de covarianza de X:

S = E(XX%)v
= E\E(XX' | A=)
— BAE(XX*v | Xtvo = )
EAE(AX | X'vp = A)
= BAEX Ap=2)
= BEy\y,.

2.4.3. Algoritmo curvas principales

El algoritmo | fue presentado por Trevor Hastie en Hastic. T (1984)].
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Algoritmo 1 Curva principal
Entradas: X es una matriz de nxp , TOL es la tolerancia de las variaciones entre iteraciones

vy N es el niimero maximo de iteraciones
Salidas: f es la curva principal de X
1: Sea h la densidad continua de probabilidad de X
2: f@()) = v\ donde v es el primer componente principal de X. Tome Ao(z) = Ao (z)
3: while |D?(h, fU)) — D?(h, fU=9)| > TOL and j < N do
4:  Sea fO()\) = B(X | \j=1(X) = N)
5 Aj(x) = A (2)
6:  D*h, f9) = Exo E(1X — FO (X)) | M(X))
noj=j+l, f=f0
8: end while

9: return f

Para mas detalles de las pruebas y mas ejemplos se recomienda leer las tesis doctoral del
profesor Trevor Hastie Hastie. 1. (1954)). Las definiciones y teoremas para esta subseccién

fueron tomadas de Hastie. T (1984)].

2.5. Datos simbdlicos

El anélisis de datos simbdlicos fue propuesto por Edwin Diday en Diday, E. (1987). La
diferencia principal entre un anélisis de datos clasico y un andlisis de datos simbdlico es
que en ¢l caso clasico se toma una tabla de datos donde todas sus columnas son nimeros
reales, para los casos de variables cualitativas se construyen tablas de contigencia y matrices
de Burt que son la transformacién de una variable cualitativa en una tabla de datos con
elementos en los niimeros reales, mientras que en el andlisis simbdlico se utilizan conceptos,
para comprender un concepto se presenta el siguiente ejemplo, se considera una tabla con
datos de estudiantes de la UCR, cada individuo de una carrera se encuentra descrito por un

conjunto de variables numéricas o nominales. Cada individuo (estudiante) es considerado
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individuo de primer orden. Para poder estudiar las carreras, consideradas individuos de se-
gundo orden, se puede describir como un resumen de los valores tomados de sus estudiantes,
como intervalos, subconjuntos de valores, histogramas, distribuciones de probabilidad, entre
otros, dependiendo de la variable que se desea utilizar. De esta manera, se obtiene una tabla
de datos simbélicos donde cada fila contiene una descripcién de la carrera y cada columna
esta asociada a una variable simbdlica. Algunos tipos de variables simbélicas propuestos
en [illard. L. Didav. E. (2006) son: intervalos, conjuntos, distribuciones de probabilidad,

entre otros.

Sea X = (x(l), ZT@);-- -, x(m)) denota m—variables aleatorias donde x; es la j-ésima, variable
para 7 = 1,2,...,m. Sea X; la i-ésima observacién de los datos de la matriz X donde
i =1,2,...,n. Lanotacién encerrada en paréntesis (x(j]) significa el indice de la variable y la
notacion sin paréntesis X; representa el indice de la observacién. Utilizando esta notacién, la
matriz de datos X se puede expresar como un vector de variables o un vector de observaciones

respectivamente

X =[50y, 2(@)-- -1 Fm)] = [X1, X, ..., Xa]"-

Ademas, la variable aleatoria X;; representa la j—ésima variable y la i—ésima observacién,
la letra mindscula z;; es un valor cldsico (mimero real) y &;; denota un valor simbélico de

la varible X.gj.

Sea X(;) el dominio de X;y y X = Xy x X X. . . X(m) el dominio de X = [xm, T(2)y--+» w(m}] !

Definicién 2.5. Todo punto z = (X(]_},X{g), — ,X(m)) € X es llamado vector de descrip-

cion.

Definicién 2.6. Todo conjunto D C X tal que D = (D{l), D¢y, - - -, D(m}) donde D) C %)

es llamado conjunto descripcion.

Definicién 2.7. Sean A C D y B C D dos conjuntos de descripcion y x € X. Se define la

regla de dependencia ldgica v como

v:jr € Al = [z € B].
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De manera equivalente, v es un mapeo de X en {0,1} tal que

1 i ANB A
v(z) = Amel Joz¥ (2.26)
0 en otro caso.

El conjunto de todas las reglas de dependencias 16gicas v definida en X es denotado Vi

Definicién 2.8. La descripcién virtual de un vector de descripcidn d, vir(d), es el conjunto

de todos los vectores de descripcion T que satisfacen todas las reglas v € X. Esto es,

Vo € Va,vir(d) = {z € D | v(z) = 1} . (2.27)

2.5.1. Variables simbélicas de tipo intervalo

El foco de esta tesis es el método de superficies principales para variables simbélicos de
tipo intervalo, sea Xj,¢ = 1,...,n, una muestra aleatoria. Sea la j— ésima variable, z(;), una
variable de tipo intervalo, entonces una realizacién &; de X;; toma un valor de intervalo
[aij, bi;]. Sea W un punto de X(;), asumiendo que W es uniformemente distribuida sobre el
intervalo Xj; = [aj;, b;;] para todos vectores de descripcién individual z € vir(d;). Entonces,

para todo £ € R,

0. £ <ay
P{W < ¢ |z € vir(d;)} = fff—af;, a;; SE< by . (2.28)
1. §<by
En [Billard. L.: Diday. E. (2000 se define la media y la varianza para variables de tipo

intevalo de la siguiente forma:

Definicién 2.9. Para una variable aleatoria de tipo intervalo, la media muestral simbélica

esta dada por:
W =330 (a5 + byj), (2.29)

y la varianza muestral stmbélica esta dada por:
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o? = % E?:l(“?j + a;5bi; + b?j) = 1%5 > i (@i + bﬁ‘j)]2- (2.30)

2.5.2. Anadlisis de componentes principales para variables de tipo

intervalo

Uno de los métodos més conocidos en el analisis de datos clésico es el ACP, el cual resuelve de
una manera lineal el problema de reduccién de la dimensionalidad (més detalles en la seccién
2.3). Diversos autores proponen dos ACP para variables de tipo intervalos , un método de
vértices y método de centros (|Billard, L.: Diday. E. (2006)] , [Cazes. P.; Chouakria, A.;

Diday, E.; Schektman. Y. (1997)|. [Chouakria. A.: Billard. L.: Diday. E. (2011)| y [Rodriguez

0. (2000)]), el método de vértices consiste en construir una matriz con todos los vértices
de los hipercubos que se desean analizar y a esta aplicarle el ACP clésico, por su parte el
método de centros considera una matriz con todos los centros de los hipercubos que se desean
analizar, y se proyectan los vértices de cada hipercubo como elementos suplementarios. La
dualidad para el método de centros es propuesta por el profesor Oldemar Rodriguez en su
tesis doctoral Hodriguez. O. (2000)]. Antes de explicar estos métodos, se define la matriz

de datos de tipo intervalo. Sea X una matriz de n x m datos. Entonces:

Ell 612 613 élm
g [ 52 S B, ean

Eﬂl £ﬂ2 Eﬂ3 o £nm

Si X es una matriz de datos tipo intervalo, entoces la matriz X de la ecuacién (2 11) tiene

la siguiente forma,

e

[‘111,511] [012,512] [013,513] [alm:blm]

[021:1521] [“'22:"22] [“23:1’23] [GQ’“’_bz“’] (2.32)

[arﬂ : bnl] [an27 bﬂ‘Z] [0‘713: bniil ... [anm: b'.um]
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Vértices
0 3
ad |
| "
|
¥ Al |
od
g8 © A3 [
>
S s A2
o o
1 1 | ] ] ] 1
0 1 2 3 4 5 3]
var.1

FI1GURA 2.4: Objetos simbélicos de tipo intervalo y sus vértices.

= A; = ([1,3],[4.6]), los dos intervalos de A; son no triviales, por lo cual la matriz de
vértices estd formada por todas las combinaciones de los extremos de los intervalos

(2%2=2%=4).

1 4]
1 6
3 4|
..36..

= Ay = ([4,4],[2,5]), uno de los intervalos de A, es trivial, por lo cual la matriz de

vértices estd formada por todas las combinaciones de los extremos de los intervalos
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(251 =2t =2).

Af =

4 5

= As =([2,2],[1,1]), los dos intervalos de As son triviales (es un punto en R?), por lo
cual la matriz de vértices estd formada por todas las combinaciones de los extremos

de los intervalos (1% 1 = 1).

a3=2 1].

= La matriz de todos los vértices de A es

P

w oW =

N =

=

ot

i

r

i
I~
—

[

A partir del ejemplo anterior se generaliza la matriz de vértices para m dimensiones. Sea

X la matriz definida en (2 32) Entonces, parai=1,...,n,

X; = ([0»;'1, bﬂ] 3 [ﬂaza b1.2] ) [tlis, 553] PRI [Gim, bim]) -

Define la matriz de vértices para la observacién ¢ como,

—0-.'1 iz --- aim.-
ay ap ... b
Xyw f 3 & & B (2.34)
ba bz ... Gim
ba ba ... bim
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lo — yniny?,- 2.36

% min 2.

Yike 1}161511'.,- Ynks ( )
up __ v .

Yik neL; y‘qkr ( )

donde L; es un conjunto de filas en XV que pertenecen a la observacién i. Esto es, para
Ny =2,

i—1 i—1 -1
Li:{ZNm-i-l,ZNm-t-z,-..,ZNm-l-M}. (2.38)
m=1 m=1 m=1

Se pueden encontrar expresiones para (2 16) y (2 37) de la siguiente forma:

vie = (b — Xvg)wls + D (ay — X2())why;

jeIE jegd
e Z( .._X“v.)w”,_*_ (b.._X_V.)w"_-
Yik: @ij (3) ) Wij 3 (3) ) Wk41
J€ETE jetd

donde J; = {jlwy; < 0} y J¥ = {jlwy; > 0}, X¥(;) es la media de la j—ésima columna.

Para detalles ver |Billard, L.: Diday, E. (2006)].

2.5.2.2. Meétodo de centros

Sea la matriz de centros correspondiente a la matriz de datos definida en la (2 32)

c c [
Xt X ... Xin

e | X8 X5 .. X,

Il
—
)
b5
&
S

c c c
| “*nl an o Xnm_
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donde
aij +bij

X5 = 5

(2.40)
Note que para i = 1,...,n y para j = 1,...,m X§; € R. Entonces la matriz de centros
(2 39) es una matriz cldsica (X € Mpxm)- En este caso se realiza, el ACP clésico sobre la

matriz de centros X¢. El resultado k—ésimo componente principal de centros es

Yé) = Xeuf; (2.41)

donde w§ es el vector propio correspondiente al k—ésimo valor propio de la matriz de
covarianza de la matriz X° de la ecuacién (7 39) Para las observaciones i = 1,...,n,
la k—ésimo componente principal para una variable de tipo intervalo es construida de la
siguiente forma. Sea Y = [y, 4}¥] un componente principal para una variable de tipo

intervalo. Entonces, el punto inicial y el punto final son construidos de la siguiente forma,

W= (b — Xpywg, + Y (a5 — X)) (2.42)
j€Je jetd

v = > (a5 — Xg)wiy + Y (b5 — Xii)wiy; (2.43)
jets jeJd

donde J; = {jlwg; < 0} y JF = {jlwg; > 0}.

Las férmulas (2.42) y (2.43), fueron propuestas por |Cazes. P.: Chouakria, A.: Diday

Schektman. Y. (1997)].

2.5.2.3. Dualidad del ACP de centros

Sea Z una matriz de intervalos, que tiene la siguiente forma:

; a; — Xeg) by — X)
V :V ] Zt" - b
w0 [ Vo ' V(n)oy,
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con X¢(;) y 0(;) son respectivamente el promedio y desviacién estdndar de la columna j.

Teorema 2.11. Si se proyecta el hipercubo definido por la j-ésima columna de Z en el
i-ésimo componente principal (en la direccion de w;), entonces se tiene que el minimo y el

mdzimo valor estdn dados por (/1) y (* /) respectivamente:

m m
- <
Tij = Y Fwom+ Y, Zaw, (2.44)
k=1,w;<0 k=1,w;,, >0
m m
—— =
Tij = E 25 Wi + E Zp; Wj - (2.45)
.Fr—l,wkj <0 k=l,wk5>0

El teorema | | fue propuesto por el profesor Oldemar Rodriguez en todrigues, O

uez, (2000}

2
en el capitulo = se generaliza dicho teorema a cualquier punto que pertenezca a la matriz

de intervalos.

2.6. Meétodos de optimizacion

La teoria expuesta cn esta seccién fue tomada del libro Nocedal, J.; Wright, 5. (1099)

iy Laddd 1y

esta teoria es necesaria para realizar las optimizaciones que se proponen en el capitulo

Dada una funcién f : R® — R, 2 veces diferenciable, cuya segunda derivada es continua, se

desea encontrar z € R™, que sea la solucién de:

min f(z).

Encontrar una solucién del problema corresponde a encontrar un punto z* que cumple:
vz € R". f(z%) < f(z).

Este punto z* se denomina minimo global de f sobre R™.
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Definicién 2.11. Un punto z* es un minimo local de f en A C R™ si:

Vz € A, f(z) < f(2).

Teorema 2.12. Sea f : R®™ — R, 2 veces diferenciable, cuya sequnda derivada es continua,

un punto * es minimo local de f si se verifican las siguientes condiciones:

1. =* es un punto estacionario de f, esto es V f(z*) = 0, donde V [(2*) es el gradiente

de f en x*.

2. La matriz hessiana V2 f(z*) de f en z* es definida positiva.

La demostracion del teorema 2 17 se encuentra en las notas del curso MA0450 impartido

por el profesor William Ugalde, |Ugzalde, W. (2009 .

Para obtener el minimo local se debe resolver un sistema de ecuaciones no lineales, en
general complejo. Surge de esta forma la necesidad de aplicar métodos numéricos para
encontrar soluciones aproximadas del sistema. Se consideran métodos numéricos llamados
de descenso, que pueden ser clasificados en distintos grupos (ver Nocedal. J.: Wright

1999)]).

Método del gradiente y variantes
Primer orden { Método del gradiente conjugado
Método de Fletcher-Reeves

Métodos descenso ¢
Segundo orden: Método de Newton

DFP: Davidon - Fletcher - Powell
Tercer orden
! BFGS
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este algoritmo depende de la aproximacién de la inversa de la verdadera matriz hessiana.
Los costos computacionales se ven disminuidos entre un método Newton (O(n®)) y BFGS

(O(n?)), este método solamente necesita multiplicaciones entre vectores y matrices.

En el algoritmo BFGS, la aproximacién de la matriz hessiana puede basarse en el historial
completo de los gradientes, en cuyo caso se denomina BFGS, o puede basarse solo en los
gradientes de m ma4s recientes, en cuyo caso se conoce como BFGS de memoria limitada,
abreviada como L-BFGS. La ventaja de L-BFGS es que solo requiere conservar los m gra-
dientes m4s recientes, donde m < n, lo cual es un requisito de almacenamiento mucho maés
pequefo que 3(2;—1) elementos necesarios para almacenar la totalidad de una estimacién
de la matriz hessiana, como se requiere con BFGS, donde n es la dimensién del problema.
A diferencia de BFGS (completo), la estimacién de la matriz hessiana nunca se almacena
explicitamente en L-BFGS; mas bien, los cilculos que se requerirfan con la estimacién de
la hessiana se realizan sin formarlo explicitamente. L-BFGS se usa en lugar de BFGS para
problemas muy grandes (cuando n es muy grande), pero podria no funcionar tan bien como
BFGS. Por lo tanto, BFGS se prefiere a L-BFGS cuando se pueden cumplir los requisitos
de memoria de BFGS.

El siguiente pseucédigo fue tomado de Noceda






Capitulo 3

Métodos de Reduccion de la

Dimensionalidad para Variables de

Tipo Intervalo

En este capitulo se realiza la creacién de los conceptos y teoremas (generalizacién de las
ecuaciones (- ), (- 1) y del teorema ) necesarios (vistos en el capitulo ) para la
construccién del mejor ACP. Se quiere mejorar el método de centros ((Billard. L.. Didas
E. (2000)] , |Cazes, P.; Chouakria. A.: Diday, E.: Schekuman, Y. (1997)], [Chouakria, A.:
Billard, L.: Diday. E. (2011)] y [Rodriguez. 0. (2000)), aplicando algoritmos de optimiza-
¢ibén, se busca el mejor punto en algin sentido (minimizar la distancia de los individuos
suplementarios, el punto que posee mds varianza en las primeras componentes) y a partir
de este proyectar los vértices como elementos suplementarios. Ademads se busca generalizar
la teorfa de dualidad propuesta en Rodrizuez. O, (2000)], por otra parte se propone un

algoritmo para la construccién de la superficies principales de tipo intervalo.
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3.1. Componentes principales para datos de tipo in-

tervalo: Método del mejor punto

Sea X una matriz de variables de tipo intervalo de tamafio n X m, sea Z € X (definicién
2.10) se realiza un ACP a la matriz Z. El k—ésimo componente principal de Z para la

observacion &, con k=1,...,s<m,i=1,...,n,

Vi =D (Zp — Zy)wi, (3.1)

con Z(; la media de la variable z(;

= 1 o= .
Z(J) —_— ; L Zg', (3-2)
i=1
con wf = (wZ,... ,w ) es el k—ésimo vector propio asociado a la matriz de varianza y

covarianza de Z.
Sea B(Z) = {w#,...,w%} una base ortonormal de R™.

Sea & la i—ésima observacién de X con i = 1,...,n, se considera (. ') la matriz de

vértices, los vértices ahora son elementos suplementarios para el ACP de Z.

Se define la matriz de vértices suplementaria como:

an—2q) ai2—Zg) “w—la,_(_z m) |
Z(l) Vaog T Z(m)
@il —4(1) ap—Zs Cip—L(m
- Vira  Vlo VAT (m)
Xi(2) = : : : : ; (3.3)

bin—Zny  bia—Z
Vhogy  Vhog

bu—2ny  bia—Zy
L VBoqy Vo

con o(j) la desviacién estandar de Z;.

bip—Z(m)
{m)

bip—2,
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Para simplificar se denota cada fila de la matriz 5(?(2 ) de la siguiente forma
I‘E’tj (Z)?

cont=1,....2™ , m; es el mimero de intervalos no trivialesy j =1,....m.
Las coordenadas se obtienen de la siguiente forma:

k=1
con j=1,...,2™ | m; es el nilinero de intervalos no triviales.

Las coordenadas en el k—ésimo componente para un objeto simbélico vienen dadas por:

Y2 = U= [UiZ,yifl conk=1,...,s <m, (3.5)
COnl
Y& = min C*(z}), (36)
F=1,...,2™i
7 = max C*(a?) (3.7)
‘Sk zj - .
j=1,....2™

Se propone el teorema * | el cual generaliza las férmulas (2 12) y (2 1)

Teorema 3.1 (Generalizacién de coordenas individuos). Las coordenadas de Y37 se

pueden encontrar de la siguiente forma:

y-?kz - Z (b,'j — ?U))wfj + Z (a_ij — 2(3;))1{}@__
JEJ, i€z

vt = > (a5 = Zy)wh, + Y (b = Zgywi,

jedz jeJf
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donde J; = {jlwp; < 0} y JF = {jlw; = 0}, Z(; es el promedio de la j—ésima columna.
Demostracion 3.1. Sea Z € X, entonces
Vi, Vi, Zi; € Xi; = [as;. by) - (3.8)

Como ai; y b;; son elementos suplementarios del ACP de Z lo primero que se debe realizar

es centrarlos, respecto a las columnas (variables) de Z

Vi, Vi, ais ~ Z ), bij — Zj).- (3.9)

De (75) y (7 9) se tiene que

Vi, Vi, 2 — Zj) € Xij — 2y = |05 — Z3), b5 — 2] - (3.10)
= Caso 1:Vj. wf >0, se tiene
Vi, Vi, wg (25 — Zqy) € wi, [0 — Z ). b — Z )
= 2 (05— Zo) wE, S X (2 — Z)) wE, <35, (b — Zosy) wi-
= Caso 2: Y9, wfj < 0, se tiene
Vi, Vi, wf (25 — Zy) € W, [bi; — Z5), 055 — 25
= 2o (b5 — Zay) wE, < 38 (2 — Zy) wE < X5, (a4 — Zp) Wi,

» Caso 3: Sean J; = {j|lwy; < 0} y J5 = {jlwg, > 0}.

Por caso 1 aplicado a J}:

Z (a5 — Z) wh < Y (25— Z5) wi <3 (b —Z¢) wi,. (3.11)

jeJ% jelt jeJf
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Por caso 2 aplicado a J :
Z (b5 — Z3) ‘wf,- = Z (2 = Z ) ‘wf, = Z (@5 — Z) wf,- (3.12)
jeJ} jeJE jeTE
De (7 11) y (7 12) se obtiene lo siguiente
> (b —Z@) vk + Y (a5 —Z) wi
jedy i€z
< Y (m — Zy) wf,
< Yies; (45— Z2) wE + Xjess (b5 — Zy) wi,-
Se tiene que
ud = > (b= Zg) wE, + ), (0 = Zy) wi,
jedz jetE
v =Y (e —Zu) vk + ) (b—Z) vwi.
i€ jer
O

El siguiente teorema da una forma de encontrar las coordenadas en el espacio de variables,

esto es una relacién de dualidad. Se necesita centrar y estandarizar Z:

5, = =20
T Wnog

A partir de ahora se trabaja con la matriz Z = Zij, Vi, Vi. Se denota 77 la j—ésima columna

de Z , se tiene que (#)! -2 = R(i,5) < 1, con R la matriz de correlaciones, la matriz de

intervalos centrados y estandarizados respecto a Z es:
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™ ﬂn—__Z_@l h1—2Z, 1 ] [613—2(31 bho—2Z, 9 ] [a1,,—2,., h,—Zm ] i
[7’?"0) Vo Viaey o) Vi (m) * VB (m)
oy s a1 —2(1) bii—Z ] ﬂ-iz—ztz)_ bia—Z(2 ] [ﬂip—z(m] bim—Zi(m ] 3.13
#12) [ ViRog) m iz 1 o) VG (m) * B0 (m) ( )
an1—Z _ﬂ 5:;:—3(9'] [an*-z bnz-ztgl ] [Ump"‘z_(m)_ bup—Z(m)]
-[ Vnaqy ' Roq Vnoe) ' VRo() VG (my * Vo (m)

Para facilitar la notacién a partir de ahora

aij — 2y bi; — Z)

Vnog) ' /o ] a5 51

&)= |

La matriz ZZ" es simétrica y semidefinida positiva, entonces todos sus vectores propios
son ortogonales y sus valores propios son reales no negativos. Se denota w#,w?,... w?

,As = 0. Se denota

.|wZ] una matriz de tamafio n X s que tiene como columnas los

los s vectores propios asociados de ZZ* a los valores propios Ap, Ag, . - .
por W(Z) = [ {lwf]..
vectores propios de ZZ. Se puede calcular las coordenadas de las variables en el circulo de
correlacién de la siguiente forma th, entonces se puede calcular la i—ésima columna de

Z sobre la. j—ésimo componente principal (en direccién w?) por:

r\
a‘\w

(3.14)

H

Se propone el teorema que generaliza el teorema de dualidad para el ACP de centros (teo-

rema ’ 11) .

Teorema 3.2 (Dualidad ACP Simbélico). Si se proyecta el hipercubo definido por la j-
ésima columna de i(Z] en el i-ésimo componente principal (en la direccion de w;), entonces

15) y (3

se tiene que el minimo y el mdzimo valor estdn dados por (7 1) respectivamente:

m m
E : Z E : Z
bh"ukj -+ a;“'ﬂkj 4

k=1,vx;<0 k=1,0;;>0

(3.15)
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m

Ty - Z afves + Z bZ,vk;- (3.16)

k=1,ﬂkj{0 k=1,vkj>0

Demostracién 3.2. Sea 2j = (215, 225, - - - » 2mj) € 25, el hipercubo definido por la j—ésima

columna de :Y(Z), entonces z; € [aZ,bZ] para todo i = 1,2,...,n y j = 1,2,...,s. Se

denota por pz;; la proyeccidn de Z; en el eje principal con direccion v;.

Dado que Z; € [aZ,bZ] se puede obtener:

af,:‘b'kj < Ek,-vk_.,- = bf,-’a‘}kj st Ukj > 0,

(3.17)
afivkj > Ek-gvkj > bftvk_, st Vkj <0. [318)
m
Por definicion de pZ;; = ) Zkivk; entonces:
k=1
m m m
P2y = ngi”kj = Z ZikiUkj + Z ZkiVk;-
k=1

k=1,vkj>0 k=1,vkj<0

Utilizando (* 17) y (7. 1) se obtiene:

T

m
= Z Z —
p"'ij S Z AV -+ Z bkivkj = T3

k=1,l‘kj <Q k=1,ﬂkj =0

de manera andloga:

m m
o~ Z 4
Dzij = Z: bkivkj + Z iUk = Tij-
k:l,v_g(ﬂ k:l,ukj}l)
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Se ha probado que pZ;; € [r;;, ;] ademas que 745, 75 son la combinacién de las proyecciones
de los vértices del hipercubo. Se ha probado que el valor ry; y Tj pueden obtenerse por las

formulas (3 15) y (3 16) respectivamente.

Se puede realizar relaciones de dualidad entre los vectores propios de ZZ'y ZtZ, ambas

matrices tienen los mismos s valores propios positivos A\Z,)Z,...,)\Z y si se denota por
uZ,uZ,...,uZ los primeros s vectores propios de Z'Z, entonces las relaciones entre los

vectores propios de V% y Zt7 se pueden observar en las férmulas (2 19) y (3 20)

Z Z‘”f

Uy = oy para £ = 1,2,...,s. (3.19)
ZuZ

vf=—-j%para.£=l,2,...,s. (3.20)

Se ha desarrollado una teoria en la cual se desarrolla un ACP para cada Z € X, la idea es

buscar la matriz Z* que sea optima en algin sentido:

= Minimizar la distancia al cuadrado de los vértices a los ejes principales de Z.

=« Maximizar la varianza en los primeros componentes.

3.1.1. Minimizar la distancia al cuadrado de los vértices a los ejes

principales de Z
Sea X una matriz de intervalos de n X m, sea Z € X, sea

B(Z) = {wf,...,wZ},

con s < m con wZ vectores propios de la matriz de varianza covarianza de Z. Si se considera

X" la matriz de vértices de X, sea

.
=1
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con m; el niimero de intervalos no triviales para la observacién &;.

Se considera la matriz de vértices centrada y estandarizada respecto a Z, que posee la

siguiente forma:

-nan 1 0.13—2;2! a1p—2£ml-
Boqy  mepy T(m)
bu—Z, blz—zﬁz brm—Z(m)

L VRoy  Vmopy T Vnogm)

[an-Zn) ai—Z Gim—Z () |
ioqy Vo) T Vnom

X*(2) = : : : : : (3.21)
bii—Zay  biz—Zz) bip—Zm)
L Vo) VRaE T Vnom)
[an1~Za)  an2—Z(z) anp=~2Z(m)
no() Vi@ CC L0 (m)
b—Za)  br—Zg) bnp—Z(m)
| L ) Vropy U (m) JJ

Se define la funcién distancia como:

d(z,y) = |lz — yll, Y,y € R™ (3.22)

con ||.|| es la norma euclidea (||z|| = /3¢, z2).

Sea ¢(Z) : X — R* U {0} una funcién definida de la siguiente forma:

0(2) = > || XP(Z) - Praa (X2 (2))|2. (3.23)

=1

Para calcular el valor de la funci6én (.2 ') se propone el algoritmo .
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Algoritmo 2 Célculo de ¢

Entradas: X es una matriz de intervalos den x p, Z € X, s nimero de componentes

principales
Salidas: ¢(Z)
1: Aplicar el ACP a Z

2% Bi= {‘wl,.-.,ws} con § < p con u; vectores propios de la matriz de varianza covarianza
de Z

3: Calcular la matriz de vértices de X (X7)

4: Calcular la matriz de vértices centrada y estandarizada X respecto a Z ()_(-F‘-'(Z))

5: ¢(2) = TiLiI1X7(2) = Praga) (X3 (2)I?

6: return ¢(Z)

Como Z € X y X es la unién finita de conjuntos compactos y la ¢(Z) es una funcién
cdncava entonces posee un maximo y un minimo, en este caso se desea obtener la matriz Z
que minimize la distancia a la matriz de vértices X?. El problema que se desea resolver es

el siguiente:

N
Minimizar ¢(Z) = Y |IX7(2) - Prag(X:(2))I?

=l
s

a1 < zpp <by
a; < z1; < by

Q1p S Z1m S b]m- (324)
sujeto a { :

K %pSanSbnm

La ecuacién (5 2) se puede escribir de manera matricial de la siguiente forma:
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min ¢(Z)
s.a. Ze€X.

(3.25)
Definicién 3.1. La matriz Z € X que resuelve el problema (), se llama la matriz de
dptima respecto a la distancia y se denota Z%.

Definicién 3.2. Se define el vector Z# € R™ de la siguiente forma: Z#(j) = ?g.;, es el

promedio de la j—ésima columna de Z¥.

Definicién 3.3. Se define el vector oz- € R™ de la siguiente forma: oz.(j) = ozz,- €s la

desviacién estdndar de la j—ésima columna de Z%.

Para realizar la optimizacién se propone el algoritmo

Algoritmo 3 Mejor Matriz respecto a distancias de los vértices
Entradas: X es una matriz simbdlica de intervalos den X m, Z < X, & nimero de

componentes prinicipales, TOL es la tolerancia de la variacién por iteraciomes y
N es el nimero miximo de iteraciones

Salidas: Yvzr

1: Considere Z = X° la matriz de centros . 7, como valor inicial
2: Obtener Z¥ por medio de AlgoritmoOptimizacion (valorinicial o= Z, funcion =
¢(Z) ,TOL.N)

3: Obtener Yvz* aplicando teorema

4: return Yvze

3.1.2. Maximizar la varianza en los primeros componentes

Sea X una matriz de intervalos de n x m, sea Z € X, sca

B(2) = {wf,....w7},

con s < m con w? vectores propios de la matriz de varianza covarianza de Z y A\(Z) =

AZ,.... )% el conjunto de valores propios asociados de la matriz de varianza covarianza de

Z . se define la funcion

A(Z,s): X x N = RT,
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de la siguiente forma:

A(Z,s) = Zs:)\zz
i=1

Para calcular el valor de la funcién (% 20) se propone el algoritmo !

(3.26)

Algoritmo 4 Célculo de A

Entradas: X es una matriz simbélica de tipo intervalon x m, Z € X, s nimero de

componentes prinicipales
Salidas: A(Z,s)
1: Aplicar el ACP a Z

2: MZ) = M,...,)% el conjunto de valores propios asociados de la matriz de varianza

covarianza de Z
3 MZg) =3 )2
4: return A(Z,s)

Como Z € X y X es la unién finita de conjuntos compactos, s es el mimero de componentes

principales y la A(Z, s) es una funcién continua entonces posee un maximo y un minimo, en

este caso se desea obtener la matriz Z que maximice la varianza acumulada en las primeras

s componentes principales. El problema que se desea resolver es el siguiente.
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Maximizar A(Z,5) = Y A

fasl
.

an <z;1 <by
a1 < 215 < by

Q1m S Z1m S I:’l'm- (327)

sujeto a {

n1 S Znl S bnl

L Arin < Znm < bnm

El problema (3 27) se puede escribir de manera matricial de la siguiente forma:

méx A(Z,s)
(3.28)
sa. ZEX.
Definicién 3.4. La mairiz Z € X que resuelve el problema (@ ) se llama matriz de

dptima respecto a la varianza y se denota Z2.

Definicién 3.5. Se define al vector ZA € R™ de la siguiente forma: ZA(j) = 23.-), es el

promedio de la j—ésima columna de Z2.

Definicién 3.6. Se define al vector oza € R™ de la siguiente forma: oz¢(j) = ozh,s €5 la

desviacién estdndar de la j—ésima columna de ZA.

Para realizar la optimizacién se propone el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 5 Mejor Matriz respecto a la varianza
Entradas: X es una matriz simbélica de intervalos den x m, Z € X, s nimero de

componentes prinicipales.
Salidas: YVaa
1: Considere 7 = X° la matriz de centros . -, como valor inicial
2: Obtener Z" por medio de AlgoritmoOptimizacion (valorinicial = Z, funcion = A(Z,s))
3: Obtemer YvzA Aplicar teorema -
4

¢ return YVza

3.2. Curvas principales para variables simbdélicas de

tipo intervalo

Sea X una matriz de datos de tipo intervalo (definida en - ') con tamafio n x m
[@11,011)  [@12,b10) [@13.013) ... [@1p, b1m)
< : b .
- [Gzzibn] [Gni 2) [azs,‘ bas) ‘ [a2p;‘62m} (3.29)
_[aﬂh bnl] [an.‘!: bn‘z} [an3: bn3] alaie [anm-. bnm]_
Se define la matriz de vértices para la observacién i como,
ai A2 ... Qim
a1 Gz ... bim
Xi=|: : : :i]. (3.30)
bn by ... Gim
b bia ... bim

Se puede notar que todo elemento de X? es un punto, i.e., X} es una matriz clédsica (ele-

mentos que son numeros reales). Para toda observacién X;, X7 es una matriz de 2™ x m
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donde m; es el nimero de variables en observacién 4 tal que
aij # bij-

Toda fila de X7 representa las coordenadas de un vértice del hipercubo formado por la
observacién i en un espacio m—dimensional. Un intervalo es llamado trivial si a;; = b;;. Asi,
si [ai;, bi;] es trivial para todo j = 1,2,...,m, entonces X7 = [ai1, a2, - - -, aim) se reduce a

un punto en R™. La matriz de vértices para todo el conjunto X es

[ 1
an a2 --- a'lp
bll b12 blp
a;1 Q42 Uip

X = : (3.31)

bil bi2 R b-ip
Gnl1 Qn2 -.- Qpnp

L bnl bn2 #ns bnp i

Si m; = m para todo i, X" tiene dimensién n2™ x m.

X" es una matriz de datos clésicos de dimensién ) ;. ; 2™ x p donde m; es el ndmero de
variables en observacién i tal que a;; # b;j, sean f1)(A), .., fin)(A) las curvas principales de
X" con dominio A C Ry considere A; el conjunto de indices en X identificando los vértices
del hipercubo X7, A; representa las filas de X} que describen el objeto simbélico X;. Para
cualquier fila k; == 1,...,2™ sea fyi, el valor de la curva principal f;(A), v = 1....,n,
para cada fila k;, entonces, la k-ésima curva principal para los vértices del intervalo estd

dada por



Capitulo 3. ACP: Método del mejor punto 67

AR T TRV . | 32
fa=1a [ggg fmk,-,gléagc‘_fm;,,] (3.32)

Notacién: Sea X denota una matriz de datos de tipo intervalo con tamaifio n X p, f denota

la curva principal de X.

Para el calculo de la superficie principal simbélica se propone el algoritmo |

Algoritmo 6 Curvas principales para datos de tipo intervalo.
Entradas: X una matriz de datos simbélicos de tipo intervalo n X p , TOL es la tolerancia de las variaciones

v N el maximo nimero de iteraciones
Salidas: f la matriz de n X p curvas principales de X
1: Calcular X* la matriz de vértices de X
2: Sea h la densidad de probabilidad de X*
3: fO(X) = v donde v es el primer componente principal de X*. Tome Ao(z) = A s ()
4: while |D?(h, f9)) — D?(h, f4~1)| > TOL and j < N do
5:  Sea fO)() = B(X | hya(X) =)
6: i) = A (z)
T DAk f9) = By B(IX - FO5CO)IR | A (0)
8 j=j+l,f=f0
9: end while
10: fio = [mingea, foik,, MéXk,en, foir] fori=1,....nandv=1,...,p
11: return f
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Capitulo 4

Analisis Experimental

4.1. Comparacion de ACP simbdlicos para datos de

tipo intervalo

4.1.1. Datos de aceite

Los datos de aceite fueron propuestos por el profesor Ichino en Ichino. M. (1994). Cada

fila en la tabla describe cuatro variables de tipo intervalo:

gravedad especifica (GRA)

puntos de congelamiento (FRE)

indice de yodo (IOD)

saponificacién (SAP).

Los individuos son los siguientes aceites:

= Linaza (L)

= Perilla (P)
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Semilla de Algodén (Co)

= Sésamo o ajonjoli (S)

= Camelia (Ca)

= Oliva (O)

= Res (B)

= Cerdo (H).

I GRA IFRE IIOD I SAP

L [0.93,0.94 [-27,18] [170,204] [118,196]
P (093,094 [5-4  [192,208 [188,197]
Co [0.92,092] [6-1]  [99,113]  [189,198]
S [0.92,093] [64]  [104,116] [187,193]
Ca [0.92,0.92] [-25-15] [80,82] [189,193]
O [0.91,0.92] [0,6] (79,90] [187,196]
B [0.86,0.87] [30,38] [40,48]  [190,199]
H [0.86,0.86] [2232] [5377  [190,202]

TABLA 4.1: Datos de aceite propuestos por el profesor Ichino.

4.1.1.1. Matriz éptima respecto a la distancia (MOD)

La matriz que resuelve el problema (

). expuesto en la seccién
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GRA FRE 10D  SAP

L 094 -27.00 204.00 118.00
P 094 -5.00 208.00 197.00
Co 092 -6.00 99.00 198.00
S 093 -6.00 116.00 193.00
Ca 0.92 -25.00 80.00 193.00
O 092 6.00 79.00 196.00
B 086 3800 40.00 199.00
H 086 32.00 53.00 202.00

TABLA 4.2: Matriz Z%.

Matriz minimiza la distancia

g —
| |
s - (o
o | 1
o™
o
m -
m pm——
w
g =
Co—% F—*
o |
(=]
I
L a3
] | 1 1
0.86 0.88 0.90 0.92 0.94
GRA

F1GURA 4.1: Matriz que minimiza la distancia de los vértices como elementos suplementarios.
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La varianza explicada por el primer componente principal del método de minimizacién
de distancia es de f’\lx = 73.98%. De igual manera se puede tomar mas componentes
principales, si se utilizan 2 o 3 componentes principales, la varianza acumulada serd de
90.28 % y 98.63 % respectivamente. En la tabla | ’, se pueden observar todos los valores

propios para este caso.

Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

A1 297 73.98 % 73.98 %
Az 0.65 16.30 % 90.28 %
As 0.33 8.35% 98.63 %
A4 0.05 1.37% 100.00 %

TABLA 4.3: Valores propios para el ACP de Z¥.

Los vectores propios se muestran en la tabla | !,

compl comp2 comp3 comp4

GRA 0.53 0.47 0.03 0.70
FRE -0.53 -0.27 0.58 0.55
IOD 0.52 -0.08 0.77 -0.36

SAP -0.42 0.83 0.25 -0.25

TABLA 4.4: Vectores propios para el ACP de Z¥.

Obteniendo los valores y vectores propios se verifica a modo de ejemplo las coordenadas del
individuo L para el primer componente prinicipal [1.2,3.05], las coordenadas en este ACP

simbdlico vienen dadas por el teorema ;. |.

Para esta verificacién se realizan los siguientes pasos:

1. Se obtienen las coordenadas de los vértices del objeto simbélico L.
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compl comp2 comp3 comp 4

L.1
L.2
L.3
L4
L.5
L.6
L
L.8
L.9
L.10
L.11
L.12
L.13
L.14
L.15
L.16

2.66
2.75
2.45
2.54
2.96
3.05
2.74
2.83
1.42
1.51
1.20

1.30
1.50
1.59

-1.60
-1.52
-1.71
-1.63
-1.64
-1.56
-1.75
-1.67
0.88
0.96
0.77
0.85
0.34
0.92
0.73
0.81

-0.60
-0.60
-0.36
-0.36
-0.16
-0.16
0.07
0.08
0.15
0.15
0.39
0.39
0.59
0.59
0.82
0.83

0.11
0.23
0.34
0.46
-0.09
0.03
0.13
0.25
-0.64
-0.52
-0.42
-0.30
-0.85
-0.73
-0.62
-0.50

TABLA 4.5: Coordenadas de los vértices (individuos suplementarios) para el ACP de Z¥%.

2. Obtener el valor minimo y maximo para el primer componente 1.20 y 3.05 respecti-

vamente.

3. Obtener Z% = (0.9087, 0.875, 109.875, 187.00).

4. Obtener oz = (0.02957,22.21732, 59.79849, 26.22975).

5. Considerar el primer vector propio de la matriz de varianza covarianza de w?” =

(0.5287, —0.5266, 0.5166, —0.4198).

6. Por Teorema 3.1 se tiene que:
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22.21732 26.22975

0.93 — 0.9087 170 — 109.875
(T) (0.02957) + (W) (0.51661

E 'EJ} (aij—?(j])wfj

» —18=-0. 196 — 187.00
it = (Cogran?) (-osae) + (52000 (o199

—

2

= 1.20.

s 0.94 — 0.9087 204 — 109.875

b = | S ) (0.5287) + | oo ) (051
i ( 0.02957 ) S ( 50.79849 ) (03 66)‘

Sjery bi—Z)wE,

—27 —0.875 118 — 187
0. s Yeann
+( 22.21732 )( Ll (26.22975)( SAR)

ZjEJE (“’*} _?U))wf_,-

= 3.05.

7. De acuerdo al item 2 y al 6 las coordenadas para el objeto simbdlico L son iguales,

verificando a manera de ejemplo con un caso particular el teorema : 1.

Las coordenadas en el ACP de Z¥ se encuentran en la tabla | ©.

I comp 1 I comp 2 I comp 3 I comp 4

L [123.05 [1.75096] [0.6,0.83] [-0.85,0.46)
P (104,148 [0.29,0.73] [0.93,1.26]  [-0.33,0.04]
Co [01,032 [0.2,0.] [0.29,0.11] [-0.12,0.22]

S [0.17,052] [0.23,0.56] [-0.25,0.03] [0,0.33]
Ca [0.15049] [041,068) [-1.04-0.71] [-0.36,-0.04]

O [0.44,0.03 [0.050.5  [-0.42,-0.03] [0.14,0.56]
B [2.55-1.97] [1.05-0.5] [0.150.26] [-0.18,0.4]
H [2.38-1.63] [1.05-0.42] [-0.205]  [-0.63,0.03]

TABLA 4.6: Coordenadas de los individuos suplementarios (vértices) para el ACP de Z¥.
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La calidad de la representacién de cada individuo en cada eje principal viene dada por el
coseno cuadrado, se realiza un ejemplo con el objeto simbélico L, los datos de los cosenos

cuadrados los podemos observar en la tabla ! 7.

compl comp2 comp3 comp4

L1 0.71 0.25 0.04 0.00
L.2 0.74 0.22 0.03 0.01
L.3 0.66 0.32 0.01 0.01
L.4 0.68 0.28 0.01 0.02
L.5 0.76 0.24 0.00 0.00
L.6 0.79 0.21 0.00 0.00
L.7 0.71 0.29 0.00 0.00
L.8 0.74 0.26 0.00 0.01
L.9 0.62 0.24 0.01 0.13
L.10 0.65 0.27 0.01 0.08
L11 0.61 0.25 0.06 0.07
L.12 0.63 0.28 0.06 0.03
L.13 0.62 0.15 0.07 0.15
L.14 0.65 0.17 0.07 0.11
L.15 0.58 0.14 0.18 0.10
L.16 0.61 0.16 0.17 0.06

TABLA 4.7: Cosenos cuadrados de los vértices de L en el ACP de Z¥.

Los cosenos cuadrados de los vértices del objeto simbélico L son:

Primer componente principal: [0.58,0.79].

Segundo componente principal: [0.14, 0.32].

= Tercer componente principal: [0,0.18].

Cuarto componente principal: [0, 0.15].
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Los cosenos cuadrados para los demé4s objetos simbélicos se detallan en la tabla

Icompl Icomp2 Icomp3
B [0.83,0.99] [0.01,0.16] [0,0.02]
Ca [0.02,0.16] [0.15,0.43] [0.49,0.74]
Co [0,0.56] [0.32,0.97] {0,0.49]

[0.75,0.98] [0,0.2] [0,0.07)
[0.44,0.55] [0.23,0.52] [0.01,0.2]
[0,0.4] [0,0.8] [0,0.71)

(0.3,0.64] [0.03,0.3] [0.29,0.47]
(0.05,0.8] [0.11,0.86] [0,0.31]

wm v O = o

TABLA 4.8: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para el ACP de Z¥.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente

principal de Z¥ son By H.

Para los demds consideramenos mds dimensiones para que puedan ser representados de

mejor manera. En la tabla |  se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3

dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

B [0.96,1] [0.96,1]
Ca [0.24,0.46] [0.88,0.99]
Co [0.4,1] [0.69,1]
H [0.89,1] [0.92,1]
L [0.71,0.98] [0.85,1]
O [0.01,0.92] [0.12,0.98]
P [0.51,0.7) [0.98,1]
S [0.59,1] [0.75,1]

TABLA 4.9: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de Z%.

Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son B, H y L.
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Los objetos simbdlicos Co y Ca necesitan tres componentes principales para poder represen-
tarse de buena manera, ademas el individuo O necesita mds de tres componentes principales

para estar bien representado.

La figura 4 2 muestra los individuos en el primer plano principal, mientras que la figura | ;

muestra el circulo de correlaciones.

Primer y sequndo componente principal

@]
i |
i) 43 |
o Ca ‘ |
Co S ' |
2 1 | |
o |
| |
o |
O w |
< TEF | |
\ .
=)
< 7| Bt | ‘
0 | I
T | |
. |
E
1 1 I | | I
-2 -1 0 1 2 3
C1

FIGURA 4.2: Primer y segundo componente principal de Z¥.

En la figura 4 2 se puede notar una segmentacién de los aceites vegetales (Co, Ca, P, O, L
y B) y animales (B y H).
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Circulo de correlacion método de BMD
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F1cURA 4.3: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de Z%.

En la figura < J puede apreciarse:

Las variables IOD, SAP y GRA poseen correlacién positiva con el primer componente

principal.

Las variables SAP y GRA poseen una alta correlacién con el primer componente

principal.

La variable FRE posee una alta correlacién ngativa con el primer componente prin-

cipal.

Las variables FRE y GRA se encuentran correlacionadas negativamente.
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s La variable SAP se correlaciona de mejor manera con el segundo componente princi-

pal.

Si se realiza un anilisis de dualidad sobre el primer plano principal, utilizando las figuras

1.2 y 1 3, se puede notar:

= Los aceites animales se encuentran el tercer cuadrante segin la figura | 2, esto quiere

decir que estos se congelan a una mayor temperatura.

= Los aceites vegetales (Ca, S y P) poseen una mayor gravedad especifica y necesitan

de una menor temperatura para congelarse.

4.1.1.2. Matriz éptima respecto a la varianza (MOV)

La matriz que resuelve el problema .2+ es

GRA FRE 10D SAP

L 093 -27.00 190.21 167.02
P 094 -4.00 195.23 188.00
Co 092 -2.79 105.77 192.32
S 092 -6.00 111.34 193.00
Ca 092 -15.00 80.00 189.00
O 091 000 90.00 196.00
B 087 3285 44.50 195.92
H 086 3200 60.58 190.00

TABLA 4.10: Matriz Z2.
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Matriz maximiza la varianza

40

30
1|

10
|

FRE
|

-10

0.86 0.88 0.90 0.92 0.94

GRA

FIGURA 4.4: Matriz con mejor varianza.

La varianza explicada por el primer componente principal del método de maximizacién
de la varianza es de E"Jg = 76.79 %. De igual manera se puede tomar més componentes
principales, si se utiliza 2 o 3 componentes principales, la varianza acumulada serd de 93.11 %
y 100.00 % respectivamente. En la tabla , se pueden observar todos los valores propios

para este caso.

Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

M 3.07 76.79 % 76.79 %
A2 0.65 16.32 % 93.11%
X3 0.28 6.89 % 100.00 %
Xi 0.00 0.00 % 100.00 %

TABLA 4.11: Valores propios para el ACP de ZA.
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Los vectores propios se mucstran en la tabla

compl comp2 comp3 comp4
GRA 0.52 0.52 0.06 0.68
FRE -0.53 -0.25 0.61 0.54
IOD 0.52 -0.11 0.75 -0.39
SAP -0.42 0.81 0.24 -0.32

TABLA 4.12: Vectores propios para el ACP de Z2.

Las coordenadas en el ACP de Z* se encuentran en la tabla | 1.

I comp 1 I comp 2 I comp 3 I comp 4
L [121,569] [611,1.43] [1.93,1.03] [-1.17,2.33]
P [1,1.77] (0.22,1.24] [1.02,1.55]  [-0.64,0.02]
Co [0.340.41] [0.181.15] [0.36,0.25] [-0.36,0.27]
S (012,07  [0.11,0.84] [0.33,0.09] [-0.09,0.43]
Ca [0.09,059] [0.42,0.94] [1.22,-0.77] [-0.46,0]
O [0.67,0.14] [0.08,0.95 [0.52,0.09] [0,0.71]
B [3.14-221] [1.21-005 [-0.20.43]  [-0.4,0.47]
H [-3.04-1.83] [-1.23,0.18 [-0.27,0.73] [-0.99,0.06]

TABLA 4.13: Coordenadas de los individuos suplementarios para el ACP de ZA.

Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla | 1 1.
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Icomp 1

Icomp2 Icomp3

B [0.82,]]
Ca [0.01,0.16]
Co [0,0.62]
[0.71,0.97]
0.36,0.51)
0,0.4)
0.24,0.68]
S [0.03,0.85]

0 O o m

[0,0.17]  [0,0.02]
[0.14,0.51] [0.46,0.76]
0.27,0.94] [0,0.48]
[0,0.23]  [0,0.07)
[0.23,0.53] [0.01,0.18]
[0,0.88]  [0,0.61]
[0.01,0.33] [0.28,0.45]
0.04,0.95] [0,0.28]

TABLA 4.14: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para el ACP de Z*.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente

principal de Z* son By H.

Para los demés consideramenos méas dimensiones para que puedan ser representados de

mejor manera. En la tabla { 17 se representan la calidades de los individuos en 2 y 3

dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

B [0.97,1] [0.97,1]
Ca [0.24,0.52] [0.91,1]
Co [0.39,0.99] [0.63,1]
H [0.85,1] [0.87,1]
L [0.66,0.93] [0.8,0.96]
O [0,0.99] [0.07,1]
P [0.47,0.72] 0.92,1]
S [0.56,0.99] [0.69,1]

TABLA 4.15: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de ZA.

Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son B y H.

Los objetos simbdélicos Co y P necesitan tres componentes principales para poder represen-

tarse de buena manera, ademas el individuo O necesita mas de tres componentes principales

para estar bien representado.
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La figura 4 5 muestra los individuos en ¢l primer plano principal, mientras que la figura | ¢

muestra el circulo de correlaciones.

Primer y segundo componente principal

| C'- i l
o - f_.___ Cos—
o
N 1
O
ﬂ" —
@ - L -
T 1 T T 1
-2 0 2 4 6
c1

FIGURA 4.5: Primer y segundo componente principal de Z2.

En la figura 4 5 se puede notar una segmentacién de los aceites vegetales (Co, Ca, P, O, L
y B) y animales (B y H).
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Circulo de correlacién método de BMV
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Cc1

FIGURA 4.6: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de Z*A.

En la figura +  puede apreciarse:
= Las variables JOD, SAP y GRA poseen correlacién positiva con el primer componente
principal.

= Las variables SAP y GRA poseen una alta correlacién con el primer componente

principal.

= La variable FRE posee una alta correlacién ngativa con el primer componente prin-

cipal.

= Las variables FRE y GRA se encuentran correlacionadas negativamente.
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= La variable SAP se correlaciona de mejor manera con el segundo componente princi-

pal.

Si se realiza un andlisis de dualidad sobre el primer plano principal, utilizando las figuras

5y 4 0, se puede notar:
= Los aceites animales se encuentran el tercer cuadrante segin la figura | °, esto quiere
decir que estos se congelan a una mayor temperatura.

= Los aceites vegetales (Ca, S y P) se encuentran en el poseen una mayor gravedad

especifica y necesitan de una menor temperatura para congelarse.

4.1.1.3. Meétodo de centros (CM)

La varianza explicada por el primer componente principal del método de centros es de f)qﬂ =
76.79 %. De igual manera se puede tomar méds componentes principales, si se utilizan 2 o 3

componentes principales, la varianza acumulada sera de 89.77 % y 98.73 % respectivamente.

En la tabla | 10, se pueden observar todos los valores propios para este caso.
Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza
M 2.98 74.60 % 74.60%
s 0.61 15.17% 89.77%
A3 0.36 8.95% 98.73%
A1 0.05 1.27% 100.00 %

TABLA 4.16: Valores propios para el ACP de centros.

Los vectores propios se muestran en la tabla | |~

compl comp2 comp3 comp4
GRA 0.53 0.45 -0.04 0.71
FRE -0.53 -0.27 0.54 0.60
IOD 0.51 -0.04 0.81 -0.30
SAP -0.43 0.85 0.23 -0.21

TABLA 4.17: Vectores propios para el ACP de centros.
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Las coordenadas en el ACP de centros se encuentran en la tabla

I comp 1 I comp 2 I comp 3 I comp 4
L [1.21,5.69] [6.11,1.43] [-1.93,1.03] [-1.17,2.33]
P [1,1.77 [0.22,1.24]  [1.02,1.55]  [-0.64,0.02]
Co [-0.34,041] [0.18,1.15] [-0.36,0.25] [-0.36,0.27]
S [0.12,0.7] [0.11,0.84]  [-0.33,0.09] [-0.09,0.43]
Ca [0.09,0.59] [0.42,0.94] [-1.22,-0.77] [-0.46,0]
O [-0.67,0.14] [-0.08,0.95] [-0.52,0.09] [0,0.71]
B [-3.14,2.21] [-1.21,-0.05] [-0.2,0.43] [-0.4,0.47]
H [3.04-1.83] [-1.23,0.18] [-0.27,0.73] [-0.99,0.06]

TABLA 4.18: Coordenadas de los individuos suplementarios para el ACP de centros.

Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla | 1

Icompl Icomp2 Icomp3
B [0.83,0.99] [0.01,0.16] [0,0.02]
Ca [0.02,0.16] [0.15,0.43] [0.49,0.74]
Co [0,0.56] [0.32,0.97] [0,0.49]

0.75,0.98] [0,0.2] [0,0.07]
0.44,0.55] [0.23,0.52] [0.01,0.2]
0,0.4) [0,0.8] 0,0.71)

(0.3,0.64] [0.03,0.3] [0.29,0.47]
[0.050.8] [0.11,0.86] [0,0.31]

wm v O o o™

TABLA 4.19: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para el ACP de centros.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente

principal de centros son B y H.

Para los demds consideramenos mds dimensiones para que puedan ser representados de

mejor manera. En la tabla ! 0 se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3

dimensiones.
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Componentes 1 y 2 Componentes 1,2y 3

B [0.96,1] [0.96,1]
Ca [0.24,0.46] [0.88,0.99]
Co [0.4,1] [0.69,1]
H [0.89,1] [0.92,1]
L [0.71,0.98] [0.85,1]
O [0.01,0.92] [0.12,0.98]
P [0.51,0.7) [0.98,1]
S [0.59,1) [0.75,1]

TABLA 4.20: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de centros.

Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son B, H y L.

Los objetos simbélicos Ca y P necesitan tres componentes principales para poder represen-
tarse de buena manera, ademas el individuo O necesita mas de tres componentes principales

para estar bien representado.

La figura | 7 muestra los individuos en el primer plano principal, mientras que la figura | »

muestra el circulo de correlaciones.



Capitulo 4. Andlisis Ezperimental 87

Primer y segundo componente principal

I

C2

-4
|

C1

FIGURA 4.7: Primer y segundo componente principal de centros.

En la figura | 7 se puede notar una segmentacién de los aceites vegetales (Co, Ca, P, O, L
y B) y animales (B y H).
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Circulo de correlaciones método de centros
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F1GURA 4.8: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de centros.

En la figura 4 2 puede apreciarse:
= Las variables IOD, SAP y GRA poseen correlacién positiva con el primer componente
principal.

= Las variable JOD y GRA poseen una alta correlacién con el primer componente prin-

cipal.

= La variable FRE posee una alta correlacién negativa con el primer componente prin-

cipal.

= Las variables FRE y GRA se encuentran correlacionadas negativamente.
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» La variable SAP se correlaciona de mejor manera con el segundo componente princi-

pal.

Si se realiza un anilisis de dualidad sobre el primer plano principal, se utilizan las figuras

1.7 y 1 8 se puede notar:

= Los aceites animales se encuentran el tercer cuadrante segin la figura | 7, esto quiere

decir que estos se congelan a una mayor temperatura.

= Los aceites vegetales (Ca, S y P) se encuentran en el poseen una mayor gravedad

especifica y necesitan de una menor temperatura para congelarse.

4.1.1.4. Método de vértices (VM)

La varianza explicada por el primer componente principal del método de centros es de —E‘l‘z =
67.76 %. De igual manera se puede tomar méas componentes principales, si se utilizan 2 o 3
componentes principales, la varianza acumulada serd de 88.02 % y 97.77 % respectivamente.

En la tabla ! /1. se pueden observar todos los valores propios para este caso.

Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

Ny 2.71 67.76 % 67.76 %
X 0.81 20.26 % 88.02 %
As 0.39 9.75% 97.77%
A 0.09 2.23% 100.00 %

TABLA 4.21: Valores propios para el ACP de vértices.

Los vectores propios se muestran en la tabla | 2.

compl comp?2 comp3 comp4

GRA 0.57 0.29 -0.14 0.76
FRE -0.55 -0.19 0.56 0.59
10D 0.52 0.07 0.81 -0.26

SAP -0.33 0.94 0.10 -0.10

TABLA 4.22: Vectores propios para €l ACP de vértices.



Capitulo 4. Andlisis Ezperimental

90

Las coordenadas en el ACP de vértices se encuentran en la tabla -1 /5.

I comp 1 I comp 2 I comp 3 I comp 4

L [1.46,351] [3.02,1.07] [-0.41,0.8] [-0.76,0.25]

P [1.26,1.75] [0.38,0.94] [0.92,1.28]  [-0.11,0.25]
Co [-0.05,043] [0.13,0.67] [-0.42,0] -0.07,0.26]

S [0.26,0.66] [0.11,0.51]  [-0.39,-0.09] [0.06,0.38]
Ca [0.25,0.65] [0.24,0.55]  [-1.26,-0.91] [-0.47,-0.1]

O [-0.45,0.09] [-0.09,0.49] [-0.56,-0.15] [0.19,0.62]

B [-2.94,-2.26] [-0.88,-0.24] [0,0.45] [-0.21,0.4]

H [-2.73,-1.88] [-0.83,-0.04] [-0.01,0.74] [-0.67,-0.01]

TABLA 4.23: Coordenadas de los individuos para el ACP de vértices.

Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla | * |

Icomp 1

I comp 2

I comp 3

Ca

w v O - o

[0.88,0.99)
[0.05,0.19]
[0,0.67]
0.8,0.98)
0.47,0.72)
[0,0.33]
0.46,0.69]
0.19,0.82]

[0.01,0.09]
[0.05,0.18]
0.12,0.96]
0,0.1]
[0.17,0.53]
0,0.53]
[0.04,0.22]
[0.04,0.53]

[0,0.02)
[0.64,0.84]
0,0.63]
[0,0.08]
[0,0.13]
[0.05,0.74)
0.23,0.37]
[0.02,0.38]

TABLA 4.24: Cosenos cuadrados de los individuos para el ACP de vértices.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente

principal de centros son B y H.

Para los deméds consideramenos méas dimensiones para que puedan ser representados de

mejor manera. En la tabla ! '° se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3

dimensiones.



Capitulo 4. Andlisis Ezperimental 91

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

B [0.96,1] [0.98,1]
Ca [0.15,0.28] 0.9,0.99]
Co [0.2,0.98] 0.63,1]
H [0.88,0.99] (0.92,1]
L [0.82,1] [0.91,1]
O [0,0.62] [0.15,0.9]
P [0.62,0.75) 0.98,1]
S [0.51,0.94] [0.72,0.99]

TABLA 4.25: Calidades de los individuos para el ACP de vértices.

Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son B, H y L.

Los objetos simbélicos Ca y P necesitan tres componentes principales para poder represen-
tarse de buena manera, ademas el individuo O necesita més de tres componentes principales

para estar bien representado.

La figura -| U muestra los individuos en el primer plano principal.
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Primer y segundo componente principal
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Dim.1

FIGURA 4.9: Primer y segundo componente principal de vértices.

En la figura < U se puede notar una segmentacién de los aceites vegetales (Co, Ca, P, O, L
y B) y animales (B y H).

4.1.1.5. Comparacion de métodos

En esta seccion se realizarda una comparacion de los métodos antes expuestos, utilizando los

datos de la tabla ! 1.
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4.1.1.5.1 Varianza

En la tabla ' ', se muestra la varianza acumulada en cada uno de los componentes prin-
cipales, el método de vértices es el que presenta una menor varianza en los primeros tres
componentes principales 97.77 %, mientras que el ACP de maximizacién de varianza obtiene

un 100 % de la varianza en los primeros tres componentes principales.

Vértices  Centros zZ¥ e
compl 67.76% 7460% 73.98% 76.79%
comp?2 38802% 89.77% 90.28% 93.11%
comp3 97.77% 98.73% 98.63% 100.00 %
comp 4 100.00% 100.00% 100.00% 100.00 %

TABLA 4.26: Comparacion de la varianza para diferentes ACP, datos de aceite.

Independiente del componente principal la matriz Z* es mejor (respecto a la varianza

acumulada) en todos los componentes.

4.1.1.5.2 Distancias

En la tabla ' ', se muestran las distancias de los vértices a cada uno de los componentes
principales, para este caso la mayor distancia (982.12) se alcanza en la matriz Z* y la menor

distancia (368.51) se obtiene con Z¥.

Vértices Centros Zw Za
512.00 706.80 36851 932.12

TABLA 4.27: Comparacién de la distancia para diferentes ACP. datos de aceite.

4.1.1.5.3 Cosenos cuadrados

En las tablas Sy se muestran los valores de los cosenos cuadrados para cada in-

dividuo, se puede notar que entre los diversos tipos de ACP existe consistencia en estos
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2. Componentes principales 1, 2 y 3.

Vértices  Centros VA Z-

B [0.98,1] [0.96,1] [0.97,1] [0.97,1]
Ca [0.9,0.99] [0.88,0.99] [0.92,1] [0.91,1)
Co [0.63,1] [0.69,1] [0.66,1] [0.63,1]

H [0.92,1] [0.92.1] (0.91,1] [0.87,1]

L [0.91,1] [0.85,1] (0.85,1] [0.8,0.96]

O [0.15,09] [0.12,0.98] [0.14,0.93] [0.07.1]

P [0.98,1] (0.98.1] [0.97,1] [0.92.1]

S [0.72,0.99] [0.75,1] [0.73,1] [0.69,1]

TABLA 4.31: Comparacién de las calidades para los primeros tres componentes principa-
les, para diferentes ACP, datos de aceite.

Los individuos muy bien representados en los componentes principales 1, 2 y 3 (para

todos los ACP) son B, H, Ca, L y P, para los aceites vegetales es necesario tener

al menos estos tres componentes principales, esto con el fin de obtener una mejor

interpretacion.

4.1.1.5.5 Coordenadas

En la figura < |1 se muestra el primer plano principal, de acuerdo con el andlisis de la

varianza acumulada (subseccién

puede observar lo siguiente:

11.1.5.1) la varianza oscila entre 88.02% y 93.11%, se

1. En todos los anilisis existe una segmentacién entre los aceites vegetales y animales.

2. E1 ACP de Z¥ es el que més se parece al método de vértices.

3. El tinico aceite vegetal bien representado (anélisis de calidades | 1.1.7 1) es L, el cual

es mejor representado por el método de vértices y después por el método Z¥.
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FIGURA 4.10: Comparacién de ACP: datos de aceite.
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4.1.2. Datos reconocimiento facial

Los datos de reconocimiento facial fueron propuestos por el profesor Edwin Diday en
Chouakria, A.; Billard. L.; Diday, E. (2011)|. Cada fila en la tabla es descrita por seis
variables de tipo intervalo, las cuales son ilustradas en la figura | 11.

FIGURA 4.11: Descripcién de las variables para reconocimiento facial.

La matriz de intervalos para reconocimiento facial es la tabla < 37



AD

BC

AH

DH

EH

GH

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHIN

[168.9,172.84]
[169.8,175.03]
(168.8,175.15]
[155.3,160.45]
[156.3,161.31]
[154.5,160.31]
[164,168]
(163,170]
(164,169.01]
(167.1,171.19]
(169.1,173.18]
(169,170.11]
(149.3,155.54]
149.3,155.32]
(150.3,157.26]
(152.6,157.62]
(154.6,157.62]
(154.8,157.81]
(163.1,167.07]

[58.55,63.39]
[60.21,64.38]
[61.4,63.51]
[53.15,60.21]
(51.09,60.07]
[55.08,59.03]
[55.01,60.03]
[54.04,59]
(55,59.01]
[61.03,65.01]
60.07,65.07)
59.01,65.01]
(54.15,59.14]
(52.04,58.22]
[52.09,60.21]
[61.35,56.22]
[52.24,56.32
(50.36,55.23]
(66.03,68.07]

[102.83,106.53]
[102.94,108.71]
[104.35,107.45]
[95.88,98.49)]
[95.77,99.36]
93.54,98.98]
[120.28,123.04]
[118.8,123.04]
[117.38,123.11]
[118.23,121.82]
[118.85,120.88]
[115.88,121.38)]
[111.95,115.75)
[111.2,113.22]
[109.04,112.7)
[116.73,119.67]
(117.52,119.67]
(117.59,119.75)
[115.26,119.6]

(122.38,124.52]
(120.24,124.52]
(120.93,125.18]
[91.68,94.37]
[91.21,96.83]
[90.43,96.43]
[117.52,121.02]
(116.67,120.24]
[116.67,122.43)
[108.3,111.2]
(108.98,113.17)
[110.34,112.49]
[105.36,111.07]
[105.36,111.07]
(104.74,111.07)
[114.62,117.41]
[114.28,117.41]
[114.04,116.83]
[116.1,121.02]

[56.73,61.07]
(56.73,62.37]
[57.2,61.72)
[62.48,66.22]
[54.92,64.2)
(59.03,65.86]
[54.38,57.45]
[55.47,58.67)
[52.8,58.31]
[63.89,67.88]
[62.63,69.07]
[61.72,68.25)
[54.2,58.14]
(53.71,58.14)
[55.47,60.03]
(55.44,59.55]
[57.63,60.61]
[56.64,61.07]
(60.96,65.3]

(60.44,64.54]
(60.44,66.84]
[58.14,67.08)]
(58.9,63.13]
[54.41,61.55]
(55.97,65.8]
[50.8,53.25]
[52.43,55.23]
(52.2,55.47)
(57.28,60.83]
[57.38,61.62]
[59.46,62.94]
(48.27,50.61]
[49.41,52.8]
49.2,53.41]
[53.01,56.6]
(54.41,57.98]
(55.23,57.8]
[57.01,59.82]

Tabla 4.32 — Contintia en la siguiente pagina

pusuiadzy sisypuy y omade)

001



Tabla 4.32 — Continta de la pagina anterior

AD

BC

AH

DH

EH

GH

PHI2  [164,168.03]
PHI3  [161,167]
ROM1 [167.2,171.24]
ROM2 [168.2,172.14)
ROM3 [167.1,171.19]

[65.03,68.12)
[64.07,69.01)
64.07,68.07]
[63.13,68.07]
[63.13,68.03)

[114.55,119.6]

[116.67,118.79]
[123.75,126.59)
[122.33,127.29)]
[121.62,126.57]

[115.26,120.97)
[114.59,118.83)
[122.92,126.37)
[124.08,127.14]
[122.58,127.78)

[60.96,67.27)
[61.52,68.68|
[51.22,54.64]
[50.22,57.14]
[49.41,57.28]

[55.32,61.52]
56.57,60.11]
[49.65,53.71]
[49.93,56.94]
[50.99,60.46]

TABLA 4.32: Datos de reconocimiento facial.
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4.1.2.1. Matriz 6ptima respecto a la distancia (MOD)

La matriz que resuelve el problema .27 es:

AD

BC

AH

DH

EH

GH

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHI1
PHI2
PHI3
ROM1
ROM2
ROM3

172.84
175.03
175.15
155.26
156.26
154.47
168.00
170.00
169.01
171.19
173.18
170.11
149.34
149.34
150.33
152.64
154.64
154.83
167.07
168.03
161.01
171.24
172.14
171.19

63.39
64.38
63.51
53.15
51.09
55.08
55.01
54.04
55.00
65.01
65.07
65.01
54.15
52.04
52.09
51.35
52.24
50.36
68.07
68.12
69.01
68.07
63.07
68.03

102.83
102.94
104.35

95.88

95.77

93.54
123.04
123.04
123.11
121.82
120.88
121.38
111.95
111.20
109.04
119.67
119.67
119.75
119.60
119.60
118.79
126.59
127.29
126.57

124.52
124.52
125.18

91.68

91.21

90.43
121.02
120.24
122.43
108.30
108.98
110.34
105.36
105.36
104.74
117.41
117.41
116.83
121.02
120.97
118.83
126.37
127.14
127.78

56.73
62.37
61.72
66.22
64.20
65.86
54.38
55.47
52.80
67.88
69.07
68.25
54.20
53.711
55.47
55.44
57.63
56.64
65.30
67.27
68.68
51.22
50.22
49.41

64.54
66.84
67.08
63.13
61.55
65.80
50.80
52.43
52.20
60.83
61.62
62.94
48.27
49.41
49.20
53.01
54.41
55.23
59.82
61.52
60.11
49.65
49.93
50.99

TABLA 4.33: Matriz Z¥ para datos faciales.
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Matriz minimiza la distancia
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FIGURA 4.12: Matriz con mejor distancia.

La varianza explicada por el primer componente principal del método de maximizacién
de la varianza es de E‘\Jg = 45.16 %. De igual manera se puede tomar méis componentes
principales, si se utilizan 2 o 3 componentes principales, la varianza acumulada serd de
83.21% y 92.34 % respectivamente. En la tabla =, se pueden observar todos los valores

propios para este caso.
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Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

2.71
2.28
0.55
0.25
0.19
0.02

45.16 %
38.05 %
9.13%
411 %
3.14%
0.41%

45.16 %
83.21 %
92.34%
96.45 %
99.59 %
100.00 %

Los vectores propios se muestran en la tabla | 1.

TABLA 4.34: Valores propios para el ACP de Z¥.

compl comp2 comp3 comp4 comp5 comp6

AD
BC
AH
DH
EH
GH

0.43
0.39
0.50
0.56
-0.26
-0.21

0.40
0.43
-0.17
0.02
0.52
0.60

-0.29
0.20
0.64

-0.32
0.55

-0.24

0.22
0.77
0.36
0.28
0.26
0.28

-0.70
0.13
-0.07
0.65
0.14
0.21

-0.21
0.10
0.42

-0.29

-0.51
0.65

TABLA 4.35: Vectores propios para el ACP de Z¥.

Las coordenadas en el ACP de Z¥ se encuentran en la tabla | 36
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Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla |

Icompl Icomp2 Icomp3
HUS1 [0,0.17] [0.07,0.66] [0.29,0.89]
HUS2 [0,0.27] [0.12,0.8] [0.12,0.83]
HUS3 [0,0.28] [0.07,0.74] [0.19,0.74]
INC1 [0.69,0.96] [0,0.2] [0,0.05]
INC2 [0.38,0.98] [0,0.21]  [0,0.24]
INC3 [0.6,0.9] [0,0.24] [0,0.16]
ISA1 [0.1,0.79] [0.13,0.78] [0,0.13]
ISA2 [0,0.72]  [0.01,0.83] [0,0.25]
ISA3 [0.01,0.77] [0.01,0.79] [0,0.32]
JPL1 [0,0.18]  [0.16,0.76] [0.06,0.6]
JPL2 [0,0.31] (0.15,0.78] [0,0.47]
JPL3 [0,0.24]  [0.2,09] [0,04]
KHA1 [0,0.34] [0.42,0.94] [0,0.18]
KHA2 [0.02,0.47] [0.37,0.9] [0,0.12]
KHA3 [0.01,0.62] [0.12,0.85] [0,0.19]
LOT1 [0,0.26] [0.32,0.97] [0,0.22]
LOT2 [0,0.28] [0.14,0.84] [0,0.31]
LOT3 [0,0.29] [0.15,0.82] [0,0.27]
PHI1 [0.01,0.65] [0.1,0.79] [0,0.48]
PHI2 [0,0.74] [0.03,0.89] [0,0.57]
PHI3 [0,0.6] [0.04,0.77] [0,0.6]
ROM1 [0.68,0.97) [0,0.25]  [0,0.05]
ROM2 [0.66,0.96] [0,0.26]  [0,0.15]
ROM3 [0.46,0.92) [0,0.28]  [0,0.22]

TABLA 4.37: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para ¢l ACP de Z%.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente
principal de Z¥ son ROM1 y ROM2.
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Para los demds considerarenos méas dimensiones para que puedan ser representados de mejor

manera. En la tabla ! )¢ se representan la calidades de los individuos en 2 y 3 dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHI1
PHI2
PHI3
ROM1
ROM2
ROM3

[0.07,0.69]
(0.13,0.83)
[0.11,0.76]
[0.74,1]
0.42,0.98]
[0.6,0.98]
[0.56,0.99)
(0.2,0.97]
(0.23,0.98]
(0.16,0.8]
(0.18,0.85)
(0.22,0.9]
[0.6,0.99]
(0.67,0.98]
0.4,0.98]
[0.38,0.97]
[0.18,0.88]
[0.22,0.87]
[0.37,0.88]
[0.26,0.9]
[0.11,0.94]
0.8,0.99]
[0.71,0.98]
(0.48,0.96]

[0.74,0.99]
[0.75,1]
[0.62,1]
[0.74,1]
0.47,0.99]
[0.62,0.99]
0.57,1]
[0.23,0.99]
[0.3,0.99]
0.52,1]
(0.36,0.98]
[0.37,]]
(0.66,0.99)]
0.7,1]
[0.43,0.99]
[0.46,0.97)
0.3,0.92]
0.35,0.88
[0.45,0.99]
[0.38,0.99]
0.42,0.95]
0.81,1]
[0.76,0.99]
[0.6,0.98]

TABLA 4.38: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de Z¥.
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Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son ROM1, ROM2 e INC1.

Los demés objetos simbdlicos necesitan tres o mas componentes principales para poder

representarse de buena manera.
La figura | 1 muestra el circulo de correlaciones simbélico, se puede observar que:

= Las variables BC y AD se encuentran muy correlacionadas positivamente.

= La variable GH se encuentra correlacionada positivamente con las variables BC y

EH.

= Las variables EH y AH se encuentran muy correlacionadas negativamente.

Circulo de correlacion método de BMD

1.5

1.0

05

Cc2
0.0
|

-1.0

-1.5

I I | l I 1 I
45 10 05 00 05 10 15

C1

FIGURA 4.13: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de Z¥.
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La matriz de correlaciones se encuentra en la tabla . !0 y en la figura | | |, las correlaciones

se puede concluir lo siguiente:

= El primer componente principal tiene mayor correlacién con las variables DH y AH.

= El segundo componente principal tiene mayor correlacién con las variables EH y GH.

= El tercer componente principal posee una correlacién negativa con las variables AD,

DH y GH.

AD BC AH DH EH GH
compl 064 059 080 090 -0.37 -0.22
comp2 0.63 059 -024 004 0.67 0.83
comp3d -0.28 0.11 049 -0.18 0.45 -0.37
comp4 023 -042 039 037 0.12 0.17
comp5 -0.33 0.06 020 047 -0.06 0.01
comp 6 -0.03 0.04 0.18 0.04 -0.40 0.36

TABLA 4.39: Matriz de correlaciones suplementarios de Z%.
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FIGURA 4.14: Matriz de correlaciones suplementarios de Z¥.

En la tabla ! !0, se muestra la contribucién de cada varible en el ACP de Z¥. En el primer

componente principal las variables que més contribuyen son DH y AH, mientras que en el

segundo componente son GH y EH.
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compl comp2 comp3 comp4 comp5 comp 6
AD 18.07  15.78 8.30 473 4891 4.22
BC 1524  18.12 4.07  60.04 1.61 0.92
AH 2479 3.00  40.53 13.15 0.49 18.04
DH  31.03 0.03  10.52 7.62  42.49 8.32
EH 6.65 2736  30.65 6.85 2.09 26.41
GH 423  35.72 5.93 7.62 4.41 42.09

TABLA 4.40: Contribuciones de las variables en el ACP de Z¥.

La figura ! |5 muestra los individuos en el primer plano principal (83.21 % de la varianza),
en este plano se pueden obtener 5 grupos INC, KHA, LOT, ISA y ROM.

Primer y segundo componente principal

c2

C1

FIGURA 4.15: Primer (C1) y segundo (C2) componente principal de Z¥.
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La figura ' ' muestra los individuos en el plano principal formado por el primer y tercer
componente principal (45.29 % de la varianza), en cste plano se obtiene una separacién (que
no se da en el plano principal) para los grupos JPL, HUS y PHI, algunos individuos de
estos grupos se intersecan, como por ejemplo JPL2 y PHIS3.

Primer y tercer componente principal

1.5

1.0

C3

C1

FIGURA 4.16: Primer (C1) y tercer (C3) componente principal de Z¥.

Si se realiza un anélisis de dualidad sobre el primer plano principal, se utilizan las figuras

7y . se puede notar:

= Los grupos LOT y KHA no tienen medidas muy amplias en las variables BC y AD.
= El grupo INC no tiene medidas muy amplias en la variable DH.

= El grupo ROM tiene medidas muy amplias en la variable DH.
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4.1.2.2. Matriz éptima respecto a la varianza (MOV)

La matriz que resuelve el problema .25 es

AD

BC

AH

DH

EH

GH

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA?2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHI1
PHI2
PHI3
ROM1
ROM2
ROM3

172.48
175.03
175.15
156.73
156.26
158.60
164.00
163.00
164.01
167.11
169.14
169.13
150.21
150.08
150.33
155.57
157.62
157.81
167.07
168.03
167.00
168.01
172.14
171.19

58.556
60.21
61.40
53.15
52.57
55.08
60.03
59.00
59.01
65.01
65.07
65.01
54.15
52.04
52.09
54.32
56.32
55.23
66.03
65.09
64.26
64.07
67.24
65.62

106.53
104.65
107.22

96.02

98.68

98.98
123.04
120.03
120.44
118.23
118.85
115.88
115.756
113.22
112.44
117.25
117.52
117.59
119.60
119.60
118.79
126.59
127.29
126.57

122.38
120.24
120.93

93.99

96.83

96.43
121.02
120.24
122.43
110.63
113.17
112.49
106.41
105.55
104.74
114.62
114.28
114.52
116.10
115.26
114.59
126.37
126.75
127.78

56.73
58.99
59.056
66.22
64.20
65.86
55.53
55.69
54.77
63.89
62.63
63.26
58.14
58.14
58.67
55.44
57.63
56.64
61.72
61.58
61.52
54.64
57.14
55.83

64.54
66.84
65.75
63.13
61.55
62.59
53.25
54.84
55.07
57.51
58.02
59.46
50.61
52.54
53.00
53.01
54.41
55.23
57.01
57.21
57.16
53.71
55.41
95.32

TABLA 4.41: Matriz Z® para datos faciales.
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Matriz maximiza la varianza

65
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150 155 160 165 170 175

AD

FIGURA 4.17: Matriz con mejor varianza.

La varianza por el primer componente principal del método de maximizacién de la varianza
es de f‘; = 52.97 %. De igual manera se pueden tomar més componentes principales, si
se utilizan 2 o 3 componentes principales, la varianza acumulada serd de 87.38% y 99.83 %

respectivamente. En la tabla | ', se pueden observar todos los valores propios para este

caso.
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Valor propio Porcentaje de varianza

Porcentaje acumulado de varianza

A1
A2

As
Ag

3.18
2.06
0.75
0.01
0.00
0.00

52.97 %
34.41%
12.45%
0.17%
0.00 %
0.00 %

52.97%
87.38%
99.83 %
100.00 %
100.00 %
100.00 %

Los vectores propios se muestran en la tabla | 2.

Las coordenadas en el ACP de Z” se encuentran en la tabla

TABLA 4.42: Valores propios para el ACP de Z2.

compl comp2 comp3 comp4 comp5 comp 6

AD
BC
AH
DH
EH
GH

0.35
0.42
0.49
0.54
-0.37
-0.18

0.54
0.36
-0.25
0.06
0.36
0.62

-0.11
0.47
0.35

-0.33
0.63

-0.38

0.09
-0.53
0.72
-0.01
0.24
0.38

-0.73
0.24
0.02
0.51
0.17
0.36

0.20
-0.37
-0.24

0.59

0.50
-0.41

TABLA 4.43: Vectores propios para el ACP de ZA.









Capitulo 4. Andlisis Ezperimental

119

Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla

Icompl Icomp2 Icomp3
HUS1 [0,0.19] [0.16,0.86] [0.03,0.71]
HUS2 [0,0.29] [0.23,0.96] [0,0.56]
HUS3 [0,0.28] [0.14,0.92] [0,0.43]
INC1 [0.69,0.97] [0,0.21] (0,0.13]
INC2 [0.21,0.98] [0.0.22] [0,0.31]
INC3 [0.55,0.89] [0,0.26] [0,0.16]
ISA1 [0.1,0.73] [0.12,0.62] [0,0.22]
ISA2 [0,0.7] [0,0.67] [0,0.35]
ISA3 [0.01,0.71] [0,0.57] [0,0.5]
JPL1 [0,0.11] [0.11,0.67] [0.17,0.76]
JPL2 [0,0.17] [0.15,0.75] [0.03,0.66]
JPL3 [0,0.15] [0.23,0.85] [0,0.55]
KHA1 [0,0.23] [0.58,0.94] [0,0.15]
KHA2 [0,0.36] [0.55,0.88] [0,0.21]
KHA3 [0,0.55] [0.2,0.88] [0,0.28
LOT1 [0,0.23] [0.36,0.93] [0,0.4]
LOT2 {0,0.28] [0.17,0.96] [0,0.3]
LOT3 [0,0.3] [0.16,0.85] [0,0.36]
PHI1 [0,0.5] [0.08,0.62] [0.05,0.68]
PHI2 [0,0.55] [0.02,0.83] [0,0.75]
PHI3 [0,0.37] [0.01,0.7]  [0.09,0.73]
ROM1 [0.65,0.96] [0,0.22] [0,0.07]
ROM2 [0.62,0.98] [0,0.21] [0,0.21]
ROM3 [0.47,0.87] [0,0.25] [0,0.32]

TABLA 4.45: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para el ACP de ZA.

Los individuos mejor representados (cuyo minimo es mayor que 0.5) en el primer componente

principal de Z* son ROM1, ROM2, INC1 y INCS.
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Para los demas se considerean mas dimensiones para que puedan ser representados de

mejor manera. En la tabla | !0 se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3

dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHI1
PHI2
PHI3
ROM1
ROM2
ROM3

[0.17,0.87]
[0.26,0.96)
[0.22,0.93]
[0.75,1]
[0.26,0.99)
[0.55,0.99]
[0.46,0.95]
(0.12,0.98]
[0.14,0.9]
[0.12,0.68)
[0.15,0.81]
[0.24,0.86]
[0.64,0.97]
[0.61,1]
[0.41,0.99]
[0.46,0.95)
[0.23,0.97)
[0.26,0.87)
[0.17,0.78]
[0.1,0.88]
[0.06,0.8]
[0.8,1]
[0.69,0.98]
[0.48,0.93]

(0.62,1)
[0.61,0.99]
(0.41,0.99)
0.77,1]
0.29,1]
[0.55,1]
[0.51,0.99)
(0.21,1]
[0.29,0.99]
[0.65,1]
0.49,0.99]
[0.37,0.97)
[0.64,0.99)
0.64,1)
[0.44,0.99]
[0.5,1]
[0.23,0.98]
0.26,0.97]
0.58,0.97]
[0.56,0.96]
[0.44,0.99]
[0.81,1]
[0.78,0.99)
[0.68,0.96]

TABLA 4.46: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de ZA.
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Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son ROM1, ROM2, INC1 y INCS.

Los demds objetos simbdlicos necesitan tres o més componentes principales para poder

representarse de buena manera.

La figura - 15 muestra el circulo de correlaciones simbdlico, se puede observar que:

» Las variables BC y AD se encuentran muy correlacionadas positivamente.

= Las variables DH y AH se encuentran correlacionadas positivamente.

Circulo de correlacion método de BMV

1.5

1.0

c2
0.0
|

-0.5

-1.0

-1.5

I I 1 I I I I
15 10 05 00 05 10 15

C1

FIGURA 4.18: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de ZA.
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La matriz de correlaciones se encuentra en la tabla | | y en la figura | |7, de las correla-

ciones se puede concluir lo siguiente:

= El primer componente principal tiene mayor correlacién con las variables DH y AH.
= FEl segundo componente principal tiene mayor correlacién con las variables EH y GH.

= El tercer componente principal posee una correlacién negativa con las variables DH

y GH.

AD BC AH DH EH GH
compl 0.56 0.54 078 0.88 -0.51 -0.30
comp2 0.65 0.56 -0.26 0.06 0.64 0.85
comp3 0.02 042 0.21 -0.22 0.75 -0.06
comp4 0.16 -0.23 049 0.18 0.38 0.25
compds -0.13 032 006 028 036 0.43
comp 6 0.19 -0.12 0.17 032 0.46 -0.14

TABLA 4.47: Matriz de correlaciones suplementarios de Z2.
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FIGURA 4.19: Matriz de correlaciones suplementarios de ZA.

En la tabla | '8, se muestra la contribucién de cada variable en el ACP de Z2. En el primer
componente principal las variables que mas contribuyen son DH y AH, mientras que en el

segundo componente son GH y AD.
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compl comp2 comp3 comp4 compd comp 6
AD 12.18 29.20 T | 0.79 52.88 3.84
BC iy e 12.89 22.40 27.89 5.62 13.43
AH 24.38 6.29 12.33 51.16 0.05 5.79
DH 28.69 0.35 10.69 0.00 25.64 34.63
EH 13.61 13.31 39.10 5.75 2.84  25.39
GH 3.38 37.97 14.37 14.41 12.96 16.92

TABLA 4.48: Contribuciones de las variables ACP ZA.

La figura ! 20 muestra los individuos en el primer plano principal (87.38 % de la varianza),
en este plano se pueden obtener 6 grupos INC, KHA, LOT, ISA, ROM y PHI.

Primer y segundo componente principal

© i
|
N —
od o |
9 H P
17 = NG‘3‘ E:
INE2
t\l.l -~
t’? =4

C1

FIGURA 4.20: Primer y segundo componente principal de ZA.
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La figura 1 21 muestra los individuos en el plano principal formado por el primer y tercer
componente principal (65.42% de la varianza), en este plano se puede obtener una separa-
cién (que no se da en el plano principal) para los grupos JPL y HUS, algunos individuos
de estos grupos se intersecan, como por ejemplo JPL2 y HUSZ2.

Primer y tercer componente principal

C3

C1

FIGURA 4.21: Primer y tercer componente principal de ZA.

Si se realiza un anélisis de dualidad sobre el primer plano principal, se utilizan las figuras
4.18 y 4 20 se puede notar:
= Los grupos LOT y KHA no tienen medidas muy amplias en las variables BC' y AD.
= El grupo INC no tiene medidas muy amplias en la variable AH.

= El grupo ROM tiene medidas muy amplias en la variable AH.



Capitulo 4. Andlisis Ezperimental

4.1.2.3. Método de centros (CM)

La varianza por el primer componente principal del método de maximizacién de la varianza
es de f\{\f‘ = 43.09 %. De igual manera se pueden tomar més componentes principales, si
se utilizan 2 o 3 componentes principales, la varianza acumulada ser4 de 80.17 % y 90.50 %
respectivamente. En la tabla ! 10 se pueden observar todos los valores propios para este

caso.

Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

2.59
2.23
0.62
0.35
0.17
0.05

43.09 %
37.08 %
10.33 %
5.83%
2.91%
0.75 %

43.09 %
80.17 %
90.50 %
96.34 %
99.25 %
100.00 %

Los vectores propios se muestran en la tabla

TABLA 4.49: Valores propios para el ACP de centros.

compl comp2 comp3 comp4 compb5 comp6
AD 0.49 0.34 -0.26 0.06 -0.72 -0.26
BC 0.46 0.31 0.22 -0.74 0.26 0.15
Al 0.46 -0.30 0.57 0.36 -0.17 0.47
DH 0.56 -0.12 -0.26 0.35 0.58 -0.38
EH -0.16 0.54 0.64 0.26 0.10 -0.45
GH -0.03 0.63 -0.30 0.35 0.20 0.60

Las coordenadas en el ACP de centros se encuentran en la tabla | 51.

TABLA 4.50: Vectores propios para el ACP de centros.



Icomp1 I comp 2 Icomp3 Icomp4 Icomp5 1Icomp6
HUS1  [-0.01,1.28] [0.51,2.41] [-2.48,-0.8] [-0.55,1.15] [-0.28,0.94] [-1.08,0.6]
HUS2  [0.04,1.66] [0.59,3.14] [-2.64,-0.38] [-0.77,1.27] [-0.59,1.03] {-1.25,1.14]
HUS3  [0.22,1.55] [0.36,2.98] [-2.46,-0.42] [-0.72,1.08] [-0.57,1.11] [-1.43,1.04]
INC1  [-3.93,-2.37] [0.66,2.68] [-0.89,0.79] [-1.36,0.65] [-0.93,0.55] [-0.76,0.96]
INC2  [4.01,-1.8] [-1.21,2.21] [-2.18,0.83] [-2.22,0.85] [-1.6,0.46] [-1.4,1.58]
INC3  [-3.99,-2.19] [-0.22,3.06] [-1.75,0.99] [-1.79,0.64] [-1.12,0.87] [-1.29,1.8]
ISA1 [0.14,1.42] [-2.32,-0.85] [-0.75,0.59] [-0.48,1.02] [-1.14,0.04] [-0.95,0.35]
ISA2 [-0.22,1.36] [-2.03,-0.28] [-0.92,0.67] [-0.21,1.42] [-1.35,0.2] [-1,0.56]
ISA3 [-0.12,1.53] [-2.34,-0.29] [-1.43,0.6] [-0.45,1.34] [-1.27,0.26] [-1.09,0.86]
JPL1  [-0.15,1.09] [0.69,2.42] [0.49,2.05] [-0.51,0.99] [-1.12,0.07] [-0.8,0.77]
JPL2  [-0.08,1.35] [0.58,2.77] (0.1,2.07)  [-0.53,1.35] [-1.35,0.04] [-1.06,0.87]
JPL3  [-0.25,1.13] [0.7,2.8] [-0.25,1.79] [-0.47,1.55] [-0.93,0.11] [-0.72,1.14]
KHA1 [-2.19,-0.53] [-3.16,-1.41] [-0.43,1.25] [-1.51,0.19]  [-0.59,1] [-1.01,0.6]
KHA2 [-2.45,-0.76] [-3.1,-1.12) [-0.81,0.96] [-1.32,0.61] [-0.59,1.07] {-0.94,0.81]
KHA3 [-2.61,-0.51] [-2.83,-0.45] [-0.79,1.31) [-1.65,0.77) [-0.79,1.2] [-1.37,0.73]
LOT1 [-1.52,-0.16] [-2.49,-0.66] [-0.74,0.87) [0.03,1.67] [-0.22,1.11] [-0.63,0.98]
LOT2 [-1.31,-0.25) [-1.82,-0.32] [-0.4,0.87)  [0.32,1.71] [-0.06,0.98] [-0.47,0.88]
LOT3 [-1.52,-0.34] [-1.94,-0.35] [-0.62,0.84] [0.5,2.02] [-0.19,0.86] [-0.44,0.93]
PHI1 [0.47,1.68] [0.34,1.91] [0.04,1.6] [-1.09,0.17] [0.05,1.23] [-0.78,0.76]

Tabla 4.51 — Contimia en la siguiente pigina

(pauauwiuadziy stsypuy “p omyude)

L2



Tabla 4.51 — Contintia de la pdgina anterior

Icomp 1 I comp 2 Icomp3 Icomp4 Icomp5 Icomp®6
PHI2 [0.26,1.76] [0.06,2.53] [-0.22,2.03) [-1.3,0.61] [-0.25,1.28] [-1.35,1.02]
PHI3  [-0.02,1.58] [0.17,2.44] [0.17,2.28] [-1.26,0.61] [-0.14,1.44] [-1.12,0.87]
ROM1  [1.89,3.1] [-2.35,-0.64] [-0.89,0.58] [-1.71,-0.2] [-0.84,0.38] [-0.67,0.89]
ROM2 [1.74,3.29] [-2.49,0.28] [-1.48,0.93] [-1.76,0.45] [-0.94,0.57] [-1.08,1.43]
ROM3 [1.51,3.24] (-2.47,0.84] [-1.89,0.91] [-1.81,0.75] [-0.89,0.92] [-0.96,2.1]

TABLA 4.51: Coordenadas de los individuos suplementarios para el ACP de centros.

[PyudwLLadzy S1SyPUYy “p omyide)
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Los coscnos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla

Icompl Icomp2 Icomp3
HUS1 [0,0.29 [0.06,0.66] [0.17,0.84]
HUS2 [0,0.41] [0.09,0.78] [0.04,0.79]
HUS3 [0.01,0.4] [0.04,0.73] [0.06,0.69]
INC1 [0.48,0.96] [0.03,0.49] [0,0.05]
INC2 [0.37,0.91] [0,0.43] [0,0.32]
INC3 [0.42,0.92] [0.0.54] [0,0.19]
ISA1 [0.01,0.56] [0.33,0.85] [0,0.11]
ISA2 [0,0.58] [0.06,0.89] [0,0.19]
ISA3 [0,0.63] [0.08,0.81] [0,0.37]
JPL1 [0,0.26] (0.2,0.7] (0.06,0.6]
JPL2 [0,0.41] [0.18,0.71] [0,0.51]
JPL3 [0,0.36] (0.23,0.83] [0,0.41]
KHA1 [0.04,0.5] [0.37,0.86] [0,0.16]
KHA2 [0.08,0.62] [0.29,0.78] [0,0.1]
KHA3 [0.05,0.75] [0.07,0.72] [0,0.2]
LOT1 [0.01,0.37 [0.22,0.95] [0,0.17]
LOT2 [0.02,0.35] [0.06,0.78] [0,0.25]
LOT3 [0.04,0.36] [0.06,0.72] [0,0.21]
PHI1 [0.05,0.72] [0.04,0.67] [0,0.54]
PHI2 [0.01,0.76] [0,0.8] [0,0.65]
PHI3 [0,0.65] [0.02,0.65] [0.01,0.65]
ROM1 ([0.4,0.86] [0.05,0.47] [0,0.08]
ROM2 [0.38,0.97] [0,0.48] (0,0.22]
ROM3 [0.34,0.87] [0,0.49] [0,0.31]

TABLA 4.52: Cosenos cuadrados de los individuos suplementarios para el ACP de centros.

El método de centros no presenta individuos bien representados (cuyo minimo es mayor que

0.5) en el primer componente principal.
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Se consideran mas dimensiones para que puedan ser representados de mejor manera. En la

tabla 4 03 se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3 dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

HUS1
HUS2
HUS3
INC1
INC2
INC3
ISA1
ISA2
ISA3
JPL1
JPL2
JPL3
KHA1
KHA2
KHA3
LOT1
LOT2
LOT3
PHI1
PHI2
PHI3
ROM1
ROM2
ROM3

[0.1,0.78]

0.18,0.88]
[0.16,0.82]
[0.83,0.99]
[0.41,0.97)
[0.66,0.98]
[0.5,0.98]

[0.15,0.99]
0.17,0.96]
[0.22,0.84]
[0.23,0.89)
[0.28,0.89)
[0.66,0.99]
[0.74,0.99]
[0.44,0.99]
[0.39,0.98]
[0.16,0.91]
[0.2,0.84]

[0.35,0.86)
[0.23,0.9]

(0.13,0.92]
[0.75,0.98]
[0.65,0.97]
[0.42,0.92]

[0.67,0.98]
[0.71,0.99]
(0.55,0.98]
[0.83,1]
[0.5,0.98]
[0.69,0.99]
[0.5,0.99]
[0.18,0.99]
[0.25,0.99]
[0.62,1]
[0.42,0.99]
[0.38,0.99]
[0.72,1]
[0.76,0.99]
[0.52,1]
[0.41,0.99]
[0.24,0.92]
[0.28,0.85]
[0.5,0.98]
(0.44,0.98]
[0.47,0.96]
[0.76,0.98]
[0.75,0.98]
[0.61,0.96]

TABLA 4.53: Calidades de los individuos suplementarios para el ACP de centros.
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Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son: ROMI ¢ INC1.

Los demds objetos simbdlicos necesitan tres o mds componentes principales para poder

representarse de buena manera.

La figura ' - muestra el circulo de correlaciones simbdlico, se puede observar que:

= Las variables BC y DH se encuentran muy correlacionadas positivamente.

= Las variables EH y GH se encuentran correlacionadas positivamente.

Circulo de correlaciones método de centros

1.5

1.0

0.5

c2
0.0
|

-0.5

-1.0

-1.5

C1

FIGURA 4.22: Circulo de correlaciones del primer y segundo componente principal de centros.
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La matriz de correlaciones se encuentra en la tabla | ! y en la figura | 23, las correlaciones

se puede concluir lo siguiente:

= El primer componente principal tiene mayor correlacién con las variables DH y AD.

= El segundo componente principal tiene mayor correlacién con las variables EH y GH.

= FEl tercer componente principal posee una correlacion negativa con las variables DH,

GH y AD.

AD BC AH DH EH GH
compl 0.75 071 071 0.88 -0.24 -0.04
comp 2 047 043 -041 -0.17 075 0.87
comp3 -0.19 0.19 040 -0.18 060 -0.27
comp4 0.04 -055 018 018 022 0.29
comp 5 -0.37 020 -0.07 0.23 0.09 0.18
comp 6 -0.08 0.08 0.08 -0.06 -0.32 0.41

TABLA 4.54: Matriz de correlaciones suplementarios del ACP de centros.
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A
B
A
D
E
GH

. ’ 06
comp2 (N : ;

- - 0.4
comp 3 . 02
comp 4 . --0.2

F-0.4

comp 5
-0.6
comp 6 038

FIGURA 4.23: Matriz de correlaciones suplementarios del ACP de centros.

En la tabla | 55 se muestra la contribucién de cada varible en ACP de centros. En el primer
componente principal las variables que més contribuyen son DH y AD, mientras que en el

segundo componente son GH y EH.
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La figura, *!

comp 1

comp 2 comp3d comp4 compS5 comp6

AD
BC
AH
DH
EH
GH

23.62
21.31
20.90
31.61
2.50
0.07

11.42 6.69 0.38 51.26 6.63
9.57 4.82 55.17 6.92 221
8.88 32.53 12.99 3.00 21.71
1.49 6.51 12.52 33.80 14.07

29.16 40.67 6.83 1.00 19.84

39.47 8.77 12.11 4.03 35.54

TABLA 4.55: Contribuciones de las variables ACP de centros.

. muestra los individuos en el primer plano principal (80.17 % de la varianza),

en este plano se pueden obtener 5 grupos INC, KHA. LOT, ISA y ROM.

c2

Primer y segundo componente principal

o —
= ol —— e
INC+—
[« ]
NE3————
' “lez
(‘:I —
- KHA3
; Khidaa1
] 1 I |
4 2 0 2

C1

FIGURA 4.24: Primer y segundo componente principal de centros.
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La figura ¢ 25 muestra los individuos en el plano principal formado por el primer y tercer
componente principal (53.42% de la varianza), en este plano se puede obtener una sepa-
racién (que no se da en el plano principal) para los grupos JPL, HUS y PHI, algunos
individuos de estos grupos se intersecan, como por ejemplo PHII y JPL2.

Primer y tercer componente principal

o —
™ o
(@]
KHA1.": lore—"
— |iNe1—— Kz 8F- 1
NES———
l":«l 1.1
NE2
I T I I
4 ! j :

C1

FIGURA 4.25: Primer y tercer componente principal de centros.

Si se realiza un an4lisis de dualidad sobre el primer plano principal, utilizando las figuras
1.24 y 4 22 se puede notar:
» Los grupos LOT y KHA no tienen medidas muy amplias en las variables BC y AD.
= El grupo PHI, HUS y JPL tienen medidas muy amplias en las variables BC y AD.

= El grupo ROM tiene medidas muy amplias en las variables AH y DH.
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4.1.2.4. Msétodo de vértices (VM)

La varianza por el primer componente principal del método de vértices es de fh,\_, = 40.07 %.
De igual manera se pueden tomar méas componentes principales, si se utilizan 2 o 3 compo-
nentes principales, la varianza acumulada serd de 72.01 % y 83.71 % respectivamente. En la
tabla | 50, se pueden observar todos los valores propios para este caso.

Valor propio Porcentaje de varianza Porcentaje acumulado de varianza

X 2.40 40.07 % 40.07%
X 1.92 31.94 % 72.01%
Xs 0.70 11.71% 83.71 %
X 0.49 8.09 % 91.80 %
X 0.29 4.78% 96.58 %
s 0.20 3.42% 100.00 %

TABLA 4.56: Valores propios para el ACP de vértices.

Los vectores propios se muestran en la tabla | 57.

compl comp2 comp3d comp4 compb comp6
AD 0.48 0.36 -0.24 0.09 -0.76 0.11
BC 0.44 0.32 0.22 -0.76 0.28 0.04
AH 0.47 -0.30 0.47 0.36 0.13 0.56
DH 0.57 -0.11 -0.19 0.31 0.31 -0.65
EH -0.16 0.52 0.70 0.29 -0.09 -0.34
GH -0.04 0.63 -0.37 0.33 0.48 0.36

TABLA 4.57: Vectores propios para el ACP de vértices.

Las coordenadas en el ACP de vértices se encuentran en la tabla



I comp 1 I comp 2 Icomp3 Icomp4 I cdrr;p 5 Icomp 6
HUS1 [-1.14,0.@7 [0.51,2.16] [-2.2,-0.67] [-0.55,0.95] [-0.67,0.62] [-1.21,-0.12]
HUS2 [-1.48,0.02] [0.58,2.79] [-2.37,-0.31] [-0.75,1.06) [-0.88,0.85] [-1.27,0.37]
HUS3 [-1.39,-0.15] [0.39,2.65] [-2.22,-0.31] [-0.68,0.84] [-0.97,0.98] [-1.36,0.22]
INC1  [2.34,3.74] [0.51,2.28] [-0.85,0.69] [-1.3,0.48] [-0.6,0.94] [-0.35,0.71]
INC2 [1.81,3.8] [-1.03,1.9] [-1.99,0.77] [-2.04,0.68] [-0.56,1.57) [-0.71,1.22]
INC3  [2.16,3.84] [-0.21,2.6] [-1.63,0.80] [-1.68,0.45] [-1.02,1.19] [-0.83,1.26]
ISA1  [-1.38,-0.22] [-1.99,-0.69] [-0.64,0.56] [-0.36,0.98] [-0.05,1.09] [-0.43,0.47]
ISA2  [-1.33,0.12] [-1.76,-0.21] [-0.81,0.62] [-0.14,1.33] [-0.26,1.26] [-0.46,0.63]
ISA3  [-1.49,0.04] [-1.99,-0.22] [-1.26,0.55] [-0.36,1.25] [-0.3,1.14] [-0.67,0.82]
JPL1  [-0.99,0.14] [0.56,2.06] [0.38,1.79] [-0.42,0.92] [-0.23,0.98] [-0.07,1]
JPL2  [-1.23,0.06] [0.49,2.37] [0.02,1.83] [-0.43,1.23] [-0.17,1.22] [-0.21,1.07]
JPL3  [-1.02,0.22] [0.58,2.38] [-0.3,1.55) [-0.41,1.39] [-0.32,0.73] [-0.15,1.13]
KHA1 [0.47,2) [-2.77,-1.23] [-0.33,1.16] [-1.33,0.19] [-0.87,0.6]  [-0.76,0.45]
KHA2 [0.69,2.23] [-2.72,-0.99] [-0.69,0.89] [-1.18,0.54] [-1.01,0.59] [-0.73,0.48]
KHA3 [0.48,2.38] [-2.49,-0.41] [-0.67,1.22] [-1.47,0.69] [-1.03,0.9] [-1.01,0.45]
LOT1 [0.08,1.31] [-2.23,-0.64] [-0.68,0.78]  [0.02,1.48]  [-1.2,0.15]  [-0.59,0.45]
LOT2 [0.15,1.12] [-1.65,-0.36] [-0.39,0.77) [0.28,1.51] [-1.09,-0.01] [-0.48,0.42]
LOT3 [0.24,1.29] [-1.76,-0.39] [-0.59,0.73] [0.43,1.78] [-0.99,0.04]  [-0.41,0.5]
PHI1  [-1.53,-0.4] [0.28,1.64] [0.03,1.43] [-0.97,0.16] [-1.06,0.05] [-0.78,0.42]

Tabla 4.58 — Continda en la siguiente pagina
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Tabla 4.58 — Continta de la pdgina anterior

I comp 1 I comp 2 Icomp3 Icomp4 1 com-p 5 Icomp 6
PHI2  [-1.61,-0.21] [0.05,2.16] [-0.22,1.83] [-1.14,0.54] [-1.13,0.45] [-1.08,0.62]
PHI3  [-1.42,0.03] [0.11,2.07] (0.13,2.04] [-1.12,0.55] [-1.27,0.28] [-0.86,0.46]
ROM1 [-2.89,-1.78] [-1.94,-0.45] [-0.77,0.57] [-1.43,-0.1] [-0.48,0.79]  [-0.35,0.7]
ROM2 [-3.07,-1.65] [-2.05,0.32] [-1.33,0.89] [-1.48,0.47] [-0.75,0.93] [-0.64,0.99]
ROM3 [-3.02,-1.41] [-2.03,0.78] [-1.74,0.85] [-1.54,0.7) [-1.23,0.79] [-0.67,1.35]

TABLA 4.58: Coordenadas para el ACP de vértices.
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Los cosenos cuadrados para este ACP vienen dados en la tabla

ITcompl Icomp2 Icomp3
HUS1 [0,0.26] [0.07,0.65] [0.14,0.75]
HUS2 [0,0.39] [0.11,0.78] [0.03,0.7]
HUS3 [0,0.37] [0.05,0.73] [0.04,0.56]
INC1 [0.55,0.97] [0.02,0.41] [0,0.06]
INC2 [0.43,0.92] [0,0.36] [0,0.32]
INC3 [0.49,0.92] [0,0.46] [0,0.2]
ISA1 [0.02,0.62] [0.27,0.84] [0,0.11]
ISA2 [0,0.63] [0.03,0.87] [0,0.2]
ISA3 [0,0.68] [0.05,0.79] [0,0.37]
JPL1 [0,0.27) [0.16,0.68] [0.05,0.61]
JPL2 [0,0.41] [0.15,0.69] [0,0.53]
JPL3 [0,0.36] [0.19,0.83] [0,0.41]
KHA1 [0.04,0.5] [0.36,0.87] [0,0.17]
KHA2 [0.09,0.62] [0.28,0.78] [0,0.11]
KHA3 [0.06,0.75] [0.06,0.72] [0,0.23]
LOT1 [0,0.33] [0.25,0.94] [0,0.17]
LOT2 [0.01,0.32] [0.09,0.77] [0,0.24]
LOT3 [0.02,0.32] [0.09,0.72] [0,0.19]
PHI1 [0.05,0.75] [0.04,0.67] [0,0.57]
PHI2 [0.01,0.79] [0,0.8] [0,0.73]
PHI3 [0,0.68] [0.01,0.64] [0.01,0.73]
ROM1 [0.47,0.9] [0.03,0.42] [0,0.08]
ROM2 [0.45,0.97] [0,0.42] [0,0.22]
ROM3 [0.4,0.88] [0,0.43] [0,0.35]

TABLA 4.59: Cosenos cuadrados de los individuos ACP de vértices.

El método de vértices solamente presenta un individuo bien representado (cuyo minimo es

mayor que 0.5), INC1.
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Se consideran més dimensiones para que puedan ser representados de mejor manera. En la

tabla 4 00 se representantan la calidades de los individuos en 2 y 3 dimensiones.

Componentes 1 y 2 Componentes 1,2 y 3

HUS1 [0.11,0.76) [0.59,0.99)
HUS2 [0.19,0.88] [0.62,0.99]
HUS3 [0.16,0.81) [0.46,1]

INC1 [0.82,1] [0.83,1]

INC2 [0.45,0.98) [0.53,0.99)
INC3  [0.68,0.98] 0.7,1]

ISA1 [0.49,0.99] [0.49,1]

ISA2 [0.15,0.99) [0.18,0.99]
ISA3  [0.17,0.97) [0.24,1]

JPL1 [0.18,0.82) [0.56,0.98]
JPL2 [0.21,0.87) [0.39,0.98]
JPL3 [0.25,0.88) [0.32,0.99]
KHAL [0.67,1] [0.75,1]

KHA2 [0.72,0.99] [0.76,0.99)
KHA3  [0.46,0.99] 0.57,1]

LOT1 [0.38,0.98] 0.4,0.98)
LOT2 [0.17,0.89] [0.23,0.89)]
LOT3 [0.2,0.83) [0.26,0.84]
PHI1 [0.34,0.87] [0.49,0.99]
PHI2 [0.23,0.91] [0.45,0.98]
PHI3 [0.11,0.92) [0.44,0.98]
ROM1 [0.77,0.99) [0.78,0.99)
ROM2 [0.69,0.97] [0.78,0.98]
ROM3 [0.46,0.94] [0.67,0.98)

TABLA 4.60: Calidades de los individuos para el ACP de vértices.
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Con dos componentes principales los individuos que se encuentran bien representados (cuyo

minimo es mayor que 0.69) son KKA2, ROM1 y INCI.

Los demds objetos simbélicos necesitan tres o mas componentes principales para poder

representarse de buena manera.

La matriz de correlaciones se encuentra en la tabla | (! y en la figura | ’0, de las correla-

ciones se puede concluir lo siguiente:

= El primer componente principal tiene mayor correlacién con las variables DH y AD.
= FEl segundo componente principal tiene mayor correlacién con las variables EH y GH.

= Fl tercer componente principal posee una correlacién negativa con las variables DH,
GH y AD.

AD BC AH DH EH GH
compl 0.74 068 074 0.89 -025 -0.06
comp?2 0.50 045 -041 -0.15 0.72 0.87
comp3 -020 0.19 040 -0.16 0.59 -0.31
comp4 0.06 -0.53 025 022 020 0.23
comp 5 -040 0.15 007 0.17 -0.05 0.26
comp6 0.05 0.02 025 -030 -0.16 0.16

TABLA 4.61: Matriz de correlaciones método de vértices.
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EH
GH
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FIGURA 4.26: Representacion grifica de la matriz de correlaciones método de vértices.

En la tabla | (2, se muestra la contribucién de cada variable en el ACP de vértices. En
el primer componente principal las variables que mas contribuyen son DH y AD, mientras

que en el segundo componente son AH y EH.



Capitulo 4. Andlisis Ezperimental

143

comp 1

comp2 comp3 comp4 compd comp6

AD
BC
AH
DH
EH
GH

22.62
19.25
22.51
32.78
2.66
0.17

12.91 5.59

0.73 57.01

10.52 5.00 57.28 7.83
8.77 2246 13.14 1.68

1.14 3.80
2736  49.15

9.87 9.90
8.25 0.80

39.31 14.00 10.72 22.77

1.13
0.13
31.44
42.51
11.78
13.02

TABLA 4.62: Contribuciones de las variables ACP de vértices.

La figura 77 muestra los individuos en el primer plano principal (72.01 % de la varianza),
en este plano se pueden obtener 5 grupos INC, KHA, LOT, ISAy ROM.

Primer y segundo componente principal

Dim.2
0

N S ——

LOT1
KHA3

ING3——

INE2--

FIGURA 4.27: Primer y segundo componente principal del ACP de vértices.

Dim.1
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La figura | /> muestra los individuos en el plano principal formado por el primer y tercer
componente principal (51.78 % de la varianza), en este plano se pueden obtener una se-
paracién (que no se da en el plano principal) para los grupos JPL, HUS y PHI, algunos
individuos de estos grupos se intersecan, como por ejemplo PHI1 y JPLS.

Primer y tercer componente principal

o~
e ———— e = _]
PLt ||
2 - T
a i e 1 : |
_ Rt 18 T INE+- |
e |
i o ! | |
s | ING3—————
o - INE2 '
H
H i
| | T | | | I |
3 E -1 0 1 2 3 4
Dim.1

FIGURA 4.28: Primer y tercer componente principal del ACP de vértices.
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4.1.2.5. Comparacion de métodos

En esta seccién se realizara una comparacién de los métodos antes expuestos, utilizando los

datos de la tabla | 32, datos de reconocimiento facial.

4.1.2.5.1 Varianza

En la tabla ! (3, se muestra la varianza acumulada en cada uno de los componentes prin-

cipales, el método de vértices es el que presenta una menor varianza en los primeros tres

componentes principales 83.71 %, mientras que el ACP de maximizacién de varianza obtiene

un 99.83 % de la varianza en los primeros tres componentes principales.

Vértices  Centros VAS 2
compl 40.07% 43.09% 45.16% 5297%
comp2 7201% 80.17% 8321% 87.38%
comp3 8371% 90.50% 92.34% 99.83%
comp4 91.80% 96.34% 96.45% 100.00%
comp5 96.58% 99.25% 99.59% 100.00%
comp 6 100.00% 100.00% 100.00% 100.00 %

TABLA 4.63: Comparacién de la varianza para diferentes ACP, datos de reconocimiento

facial.

Independiente del componente principal la matriz Z* es mejor (respecto a la varianza

acumulada) en todos los componentes.

4.1.2.5.2 Distancias

En la tabla ! (4, se muestran las distancias de los vértices a cada uno de los componentes

principales, para este caso la mayor distancia (11392.81) se alcanza en la matriz centros y

la menor distancia (5929.60) se obtiene con Z*.
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Vértices Centros zr ZA
9216.00 11392.81 5929.60 11063.17

TABLA 4.64: Comparacién de la distancia para diferentes ACP, datos de reconocimiento
facial.

4.1.2.5.3 Cosenos cuadrados

En las tablas 4 05 y 4 (' se muestran los valores de los cosenos cuadrados para cada in-
dividuo, se puede notar que entre los diversos tipos de ACP existe consistencia en estos
resultados, esto quiere decir que si un individuo se encuentra bien representado (mayor a

50%) en un tipo de ACP, en los demds también se encuentra muy bien representado.

1. Primer componente principal.

Vértices Centros Z? Th
HUS1  [0,0.26] [0,0.29] (0,017  [0,0.19]
HUS2  [0,0.39] [0,0.41] 0,027  [0,0.29]
HUS3  [0,0.37] 0.01,0.4] 0,028  [0,0.28]
INC1  [0.55,0.97] [0.48.0.96] [0.69,0.96] [0.69,0.97]
INC2  [0.43,0.92] [0.37,0.91] 0.38,0.98] [0.21,0.98]
INC3  [0.49,0.92] [0.42,0.92] 06,09 [0.55,0.89]
ISA1  [0.02,0.62] [0.01,0.56] 0.1,0.79]  [0.1,0.73]
ISA2  [0,0.63] [0,0.58] 0072  [0,0.7]
ISA3  [0,0.68] [0,0.63] [0.01,0.77] [0.01,0.71]
JPL1  [0,0.27] [0,0.26] 0018  [0,0.11]
JPL2  [0,0.41] [0,0.41] 0,031  [0,0.17]
JPL3  [0,0.36] [0,0.36] 0,024  [0,0.15]
KHAL [0.04,0.5] [0.04,0.5) 0,034  [0,0.23]
KHA2  [0.09,0.62] [0.08,0.62] [0.02,0.47]  [0,0.36]
KHA3  [0.06,0.75] [0.05,0.75] (0.01,0.62]  [0,0.55]

Tabla 4.65 — Continta en la siguiente pagina
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Vértices Centr;)s ze 4 A

HUSL  [0.11,0.76] [0.1,0.78] [0.07,0.69] [0.17,0.87]
HUS2  [0.19,0.88] [0.18,0.88] [0.13,0.83] [0.26,0.96]
HUS3  [0.16,0.81] [0.16,0.82] 0.11,0.76] [0.22,0.93]
INC1  [0.82,1] [0.83,0.99] 0741  [0.75,1]

INC2  [0.45,0.98] [0.41,0.97) [0.42,0.98] [0.26,0.99]
INC3  [0.68,0.98] [0.66,0.98] [0.6,0.98 [0.55,0.99]
ISAL  [0.49,0.99] [0.5,0.98] [0.56,0.99] [0.46,0.95]
ISA2  [0.15,0.99] [0.15,0.99] 0.2,097] [0.12,0.98]
ISA3  [0.17,0.97] [0.17,0.96] 0.23,0.98  [0.14,0.9]
JPLL  [0.18,0.82] [0.22,0.84] [0.16,0.8] [0.12,0.68]
JPL2  [0.21,0.87] [0.23,0.89] [0.18,0.85] [0.15,0.81]
JPL3  [0.25,0.88] [0.28,0.89] [0.22,09] [0.24,0.86]
KHA1  [0.67,1] [0.66,0.99] [0.6,0.99) [0.64,0.97]
KHA2  [0.72,0.99] [0.74,0.99] 067,098 [0.61,1]

KHA3  [0.46,0.99] [0.44,0.99] 0.4,0.98)  [0.41,0.99]
LOT1 [0.38,0.98] [0.39,0.98] [0.38,0.97] [0.46,0.95]
LOT2 [0.17,0.89] [0.16,0.91] [0.18,0.88] [0.23,0.97]
LOT3  [0.2,0.83] [0.2,0.84] 0.22,0.87] [0.26,0.87]
PHIl  [0.34,0.87] [0.35,0.86] [0.37,0.88] [0.17,0.78]
PHI2  [0.23,0.91] [0.23,0.9] [0.26,0.9]  [0.1,0.88]
PHIS  [0.11,0.92] [0.13,0.92] [0.11,0.94] [0.06,0.8]
ROM1 [0.77,0.99] [0.75,0.98] 08099  [0.8,1]

ROM2 [0.69,0.97] [0.65,0.97] 0.71,0.98] [0.69,0.98]
ROM3  [0.46,0.94] [0.42,0.92] 0.48,0.96] [0.48,0.93]

TABLA 4.67: Comparacién de las coordenadas en el primer plano principal, para
diferentes ACP, datos de reconocimiento facial.

4

Los tinicos individuos muy bien representados en el primer plano principal (para todos

los ACP) son ROM1 y INC1.
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todos los ACP) son ROMI1, ROM2 y INCI1, para los demés individuos es necesario

tener al menos estos tres componentes principales, esto con el fin de obtener una mejor

interpretacién.

4.1.2.5.5 Coordenadas

En la figura ! ’! se muestra el primer plano principal, de acuerdo con el anélisis de la
varianza acumulada (subseccién 4 1.2.5.1) la varianza oscila entre 72.01% y 87.38%, se

puede observar lo siguiente:
1. En todos los andlisis existe una segmentacién clara de 5 grupos.

2. El ACP de Z¥ es el que més se parece al método de vértices.

3. El tinico individuo bien representado (andlisis de calidades | | .2 7. 1) es ROMI, el cual

es mejor representado por el método de vértices y después por el método Z¥.
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Ficura 4.29: Comparacién de ACP: datos de reconocimiento facial.

4.2. Superficies principales simbdlicas vs ACP simbdli-

co

4.2.1. Datos de Aceite

Para esta comparacién se utilizan los datos de aceite de Ichino, presentados en el cuadro

11
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Al realizar el andlisis de curvas principales en los datos de Ichino los resultados se muestran

en la tabla 4 GU.

I superficie 1 I superficie 2 I superficie 3 I superficie 4 Ilambda

B [1.42,1.87] [1.2,-1] [1.91-1.54] 10.36,0.4] [9.3,9.92]
Ca [-0.7,-0.51] [-0.17,-0.02]  [0.43,0.51] [0.19,0.22] [6.1,6.36]
Co [0.52-0.19] [-0.35-0.17] [0.28,0.43]  [0.18,0.19]  [6.35,6.76]
H [1.24,1.69] [1.11,-0.92] [-1.76,-1.35] [0.33,0.38] [9.02,9.66]
L
0
P
S

[1.26-0.65] [0.99,1.52]  [0.81,0.91]  [-3.88,0.35]  [0,5.03]

[-0.14,0.12]  [-0.49,-0.38]  [0.06,0.25] [0.18,0.19] (6.82,7.17]
[-0.6,-0.5] [1.59,1.75]  [0.93,0.95]  [0.01,0.24]  [3.99,4.34]
[-0.64-0.37] [0.26,-0.08] [0.37,0.48]  [0.18,0.21]  [6.19,6.54]

TABLA 4.69: Curvas principales en datos de aceite Ichino.

La figura 4 (Y representa la curva principal simbdélica ( F ) de los datos de aceite de Ichino,
en la columna lambda se encuentra el intervalo de los pardmetros para estimar las 4 curvas

principales.

En la figura 4 30 se puede observar una clara separacién entre los aceites animales B y H,

ademads de la separacién de los aceites vegetales L y P.

En la figura 4 31 se puede observar una clara separacién entre los objetos simbélicos B v

H, ademads se forman tres grupos de aceites vegetales, cuyos elementos son:

= Ly P.

s Ca, Coy S.

= O
La figura 4 52 y en la tabla 4 70, muestran la matriz de correlacién entre las superficies
principales y las variables.

Se puede concluir a partir de la matriz de correlaciones:

= La superficie principal 1 se encuentra muy correlacionada con las variables GRA y
FRE.



Capitulo 4. Andlisis Experimental 154
Primer y segunda superficie principal
L (S
o | l_
o
o © -
§ o
2
£ °
- = 3%
S * i il
= p——T
1 H B.—
T T T I T
-1.0 05 0.0 0.5 1.0 1.5
prin_surface_1
FIGURA 4.30: Primer y segunda curva principal.
GRA FRE IOD SAP
superficie 1 -0.96 0.96 -0.71 0.39
superficie 2 0.78 -0.69 0.97 -0.40
superficie 3 0.99 -0.92 0.77 -0.29
superficie 4 -0.31 037 -042 0.98
TABLA 4.70: Correlacién de las variables con las superficies principales.
= La superficie principal 2 se encuentra muy correlacionada con la variable IOD.
» La superficie principal 4 se encuentra muy correlacionada con la variable SAP.
En la tabla | 71, se muestra una comparacién de la distancia de los diferentes ACP y las

superficies principales, se puede observar que las superficies principales poseen la. menor

distacia (27.03), que es menor que la distancia de Z% (368.51).
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Lambda y la primer superficie principal
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FIGURA 4.31: Primer curva principal.

vértices centros Z¥ Z" superficies
512.00 706.80 368.51 982.12 27.03

TABLA 4.71: Distancia para los distintos ACP vs superficies principales.

En la figura | 3, se muestra una comparacién del ACP de vértices y las superficies princi-
pales de vértices.

De la comparacién 4 33 se puede concluir:
= La variable SAP correlaciona mejor con la superficie principal que con el ACP, ya que

correlaciona 0.84 con el segundo componente principal, mientras que con la cuarta

superficie principal correlaciona un 0.98.
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FIGURA 4.32: Correlacién de las variables con las superficies principales.

» En las superficies principales se forman 4 grupos de aceites, mientras que en el ACP
se forman 3 grupos, la diferencia radica en la separacién del aceite vegetal O en el

andlisis de superficies principales.

4.2.2. Datos de reconocimiento facial

Para esta comparacién se utilizan los datos faciales de la tabla | 2.

Al realizar el anilisis de curvas principales en los datos de Ichino los resultados se muestran

en la tabla | 72.
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F1GURA 4.33: Comparacién de las curvas principales vs los componentes principales.






Tabla 4.72 — Continta de la pagina anterior

I superficie 1 1 superficie 2 I superficie 3 I superficie 4 1 superficie 5 I superficie 6 1 lambda
PHI2  [-0.02,0.39) (0.3,0.88] [0.04,0.89] 022,084  [0.30,071]  [0.23,0.74]  [2.62,5.01]
PHI3  [-0.02,0.41] [0.25,0.88] [-0.02,0.87] [0.21,0.75] [-0.14,0.71] 0.19,0.74] [2.99,5.12]
ROM1  [0.86,1.39) 0.77,0.83] 0.94,1.03) [1.04,1.21] [-1.87-1.15]  [-1.41,-0.58]  [0.12,1.36]
ROM2  [0.51,1.44] [0.77,0.86] [0.91,1.04] 0.92,1.23] [-1.940.67]  [-1.49,-0.04] [0,2.17]
ROM3  [0.28,1.41] [0.77,0.88) [0.88.1.03] [0.82,1.22] [-1.9,-0.34] [1.45,0.27]  [0.07,2.69]

TABLA 4.72: Curvas principales en datos faciales.

[ppuawadzryy s1sypuy p omyde)

69T
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La tabla | 72 representa la curva principal simbélica (f) de los datos de aceite de reco-
nocimiento facial, en la columna lambda se encuentra el intervalo de los pardmetros para

estimar las 6 curvas principales.

En la figura | }! se pueden observar 4 grupos KHA, INC, LOT e ISA.

Primer y segunda superficie principal
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| | | I
-2 -1 0 1

prin_surface_1

FIGURA 4.34: Primer y segunda curva principal.

En la figura | 5 se puede observar una clara separacién entre los objetos simbélicos INC

y KHA, ademss se forman tres grupos de razas, cuyos elementos son:

= ROM e ISA.
« PHI y JPL.

= LOT y KHA.
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Lambda y la primer superficie principal
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FIGURA 4.35: Primer curva principal.

La tabla - 73, muestran la matriz de correlacién entre las superficies principales y las va-

riables.

AD BC AH DH EH GH
superficie 1 043 0.32 0.88 0.87 -0.36 -0.34
superficie 2 0.88 0.77 0.35 0.65 0.12 0.39
superficie 3 0.83 0.80 0.28 0.60 0.04 0.34
superficie 4 0.63 0.52 0.74 0.93 -0.26 -0.10
superficie 5 0.07 0.00 -0.47 -0.45 0.81 0.68
superficie 6 0.38 0.30 -0.50 -0.26 0.71 0.84

TABLA 4.73: Correlacién de las variables con las superficies principales.

Se puede concluir a partir de la matriz de correlaciones:

= La superficie principal 1 se encuentra muy correlacionada con las variables DH y AH.
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= La superficie principal 2 se encuentra muy correlacionada con la variable AD.
= La superficie principal 6 se encuentra muy correlacionada con la variable GH.
En la tabla ! 7!, se muestra una comparacién de la distancia de los diferentes ACP y las

superficies principales, se puede observar que las superficies principales poseen la menor
distacia (2512.21), que es menor que la distancia de Z¥ (5929.60).

vertices  centros Z¥ Z"  superficies
9216.00 11392.81 5929.60 11063.17 2512.21

TABLA 4.74: Distancia distintos ACP vs superficies principales.

En la figura 4 36, se muestra una comparacién del ACP de vértices y las superficies princi-

pales de vértices.
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FIGURA 4.36: Comparacién de las curvas principales vs los componentes principales.
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De la comparacién mostrada cn la figura ¢ 3 se puede concluir:

= La variable BC no se encuentra correlacionada con la quinta superficie principal.

s Las superficies principales separan mejor que los componentes principales a la raza
INC.

= La variable DH correlaciona mejor con la sexta curva principal, mientras que en el

ACP correlaciona mejor con el primer componente principal.
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo se ha generalizado el método de centros (expuesto en la seccién 2.5.2.2)
a un método de componentes principales que se aplica a cualquier matriz que pertenezca
a una matriz de intervalos (seccién .1) Las coordenadas de los vértices en el método de
centros vienen dadas por (2.42) y (2 !2), estas féormulas son generalizadas en el teorema
3.1. Respecto a la dualidad para el método de centros propuesto por Rodriguez, O. (2012)]
(seccién 2 5.2.2), las coordenadas en el circulo de correlacién vienen dadas en el teorema ” 11,
se generaliza en el teorema ' . Los teoremas ) | y ’ 2, permiten encontrar las coordenadas
de los vértices de manera explicita (seccién } 1), para la seleccion de los puntos se realiza

por medio de dos criterios de optimizacion:

1. Minimizar la distancia al cuadrado de los vértices a los ejes principales (seccién 5 1.1)

2. Maximizar la varianza en los primeros componentes (seccién | )

Ademsds se propone el algoritmo (G), con el cual se construyen las curvas principales para
variables simbolicas de tipo intervalo, para futuros trabajos se deben generalizar los concep-
tos de esperanza condicionada y autoconsistencia a variables simbélicas de tipo intervalo,
esto con el fin de construir de manera formal las curvas principales para variables de tipo
intervalo. Los resultados expuestos en el capitulo 4 1, cumplen lo esperado para los casos

analizados y esto es:
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1. Z¥ posee menor distancia al cuadrado de los vértices a los ejes principales.

2. ZA maximizar la varianza en los primeros s componentes.

Por su parte las curvas principales simbélicas segmentan mejor los individuos, con lo cual
es més sencillo interpretar los resultados. En futuros trabajos se pueden definir nuevas fun-
ciones para la seleccién de la matriz 6ptima (Z*), de manera similar se pueden utilzar los
conceptos expuestos en esta tesis, con €l fin de mejorar otros métodos de reduccién de la
dimensionalidad (analisis de correspondencias simples, andlisis de correspondencias multi-
ples, entre otros). Por dltimo la implementacién de los métodos expuestos en este trabajo
fue realizada en R, esta implementacién se encuentra en el paquete RSDA. [Rodriguez. O.

with contributions from Olger Calderén. Roberto Zuniga and Jorge Arce (2015)].
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Apéndice A

Cédigo en R

A.1. Cadigo

Para el desarrollo de los ejemplos se programaron las siguientes funciones en R. Para los
objetos simbdlicos se utiliza el paquete RSDA Hodriguez. O. with contributions from

Olger Calderén. Roberto Ziiiga and Jorge Arce (2015)], para la construccion de las curvas

principales se utiliza el paquete princurve Hastie. T ; Weingessel. A (2014)].

A.1.1. Cébdigo para generar BETEX

Estas funciones tienen como objetivo, escribir objetos RSDA en BTEX.

= generate.columns.set: Genera una visualizacién para las variables simbdlicas de

tipo conjunto.

generate.columns.set<-function(data)
{
data. colnames<-colnames (data)
sal<-apply(data,1,function(x) {

pasteO(paste0("{",paste(data.colnames[x==1], collapse = ",")),"}")
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b

return(sal)

= generate.columns.interval: Genera una visualizacion para las variables simbélicas

de tipo intervalo.

generate.columns.interval<-function(data)

{
min.char<-as.character(round(datal,11,2))
max.char<-as.character(round(datal,2],2))

return(pasteO(paste0("[",paste(min.char,max.char,sep = ",")),"]1"))

= generate.columns.multivalued: Genera una visualizacién para las variables simbdli-

cas de tipo multievaluadas.

generate.columns.multivalued<-function(data)
{
data.colnames<-colnames(data)
sal<-apply(data,l,function(x) {
pasteO(paste0("{",paste( paste(data.colnames[x>0], x[x>0] , sep =
—p M0 . collapse = ¥ 1)) Wie)
1))

return(sal)

= generate.sym.table: Genera una visualizacién para una tabla de datos simbélica.

generate.sym.table<-function(sym.data)
{
sym.var .names<-sym.data$sym.var .names

sym.var.starts<-sym.data$sym.var.starts
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sym.var.length<-sym.data$sym.var.length
sym.var.types<-sym.data$sym.var.types
sym.obj.names<-sym.data$sym.obj.names
sym.var.names.length<-length(sym.var.names)
sym.obj.names.length<-length(sym.obj.names)
sym.tbl.columns<-rep("X", sym.var.names.length)
sym.tbl<-matrix(rep("X",sym.obj.names.length*sym.var.names.length),
— nrow=sym.obj.names.length,ncol=sym.var.names.length, byrow =
— TRUE)
for (i in 1:sym.var.names.length) {
data<-sym.data$metal[,sym.var.starts[i] : (sym.var.starts[i]+sym.var.
— length[i]-1)]
switch(sym.var.types[i], ’$C’ = {
sym.tbl[,i]<-as.character(data)
sym. tbl.columns[i]<-paste0(’C ’, sym.var.names[i])
y, 81 =
sym.tbl[,i]<-generate.columns.interval (data)
sym.tbl.columns[i]<-paste0(’I ’, sym.var.names[i])
}, $H’ = {
sym.tbl[,i]<-generate.columns.multivalued(data)
sym.tbl.columns[i]<-paste0(’H ’, sym.var.names([i])
}, ’88’ = {
sym.tbl[,i]<-generate.columns.set (data)
sym.tbl.columns[i]J<-paste0(’S ’, sym.var.names[i])
}, stop("Invalid variable type"))
¥
sym.tbl<-as.data.frame(sym.tbl)
colnames(sym.tbl)<- sym.tbl.columns
row.names (sym.tbl)<-sym.obj.names

return(sym.tbl)
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» RSDA. .to.latex: Genera el c6digo KTgXpara una tabla de datos simbélica (formato

RSDA).
RSDA.to.latex<-function(sym.data)
{
return(xtable(generate.sym.table(sym.data)))
kg

A.1.2. Cddigo para calcular matrices de vértices y centros

= vertex.interval.new.j: Genera la matriz de vértices de una matriz simbélica de tipo

intervalo definida en (- 7).

vertex.interval.new.j<-function (sym.data)

{
if ((sym.data$sym.var.types[1] != "$1")) {
stop("Variables have to be Interval")
¥
else {

nn <- sym.data$N
mm <- sym.data$M
num.vertex <- rep(-1, nn)
vertex <- matrix(0, 1, mm)
vertex <- as.data.frame(vertex)
colnames(vertex) <- sym.data$sym.var.names
sym.text <- "as.matrix(sym.data$datal["
for (i in 1:nn) {
current.row <- as.character(i)

previous <- "1:2"
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command <- pasteO(sym.text, curremt.row, ",", previous,
"]1)*)
for (j in 2:mm) {
col.current.min <- 2 * j - 1
col.current.max <— 2 * j
nxt.grid <- paste0O(as.character(col.current.min),
":", as.character(col.current.max))
command <- pasteO(command, ",", sym.text, current.row,
o m HE R, 1)
}
command <- pasteO("expand.grid(", command, ")")
aux <- eval(parse(text = command))
aux <- sqldf ("select distinct * from aux")
num.vertex[i] <- dim(aux) [1]
colnames(aux) <- sym.data$sym.var.names
vertex <- rbind(vertex, aux)
}
num.vertexf <- dim(vertex) [1]
return (list(vertex = vertex[2:num.vertexf, ], num.vertex = num.

- vertex))

= centers.interval.j: Genera la matriz de centros de una matriz simbélica de tipo

intervalo definida en

centers.interval. j<-function (sym.data)

{
idn <- all(sym.data$sym.var.types == sym.data$sym.var.types[1])
if (idn == FALSE)
stop("All variables have to be of the same type")

if ((sym.data$sym.var.types[1] != "$I"))
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stop("Variables have to be continuos or Interval")
else nn <- sym.data$N
mm <- sym.data$M
centers <- matrix(0, nn, mm)
ratios <- matrix(0, nn, mm)
centers <- as.data.frame(centers)
ratios <- as.data.frame(ratios)
rownames (centers) <- sym.data$sym.obj.names
colnames (centers) <- sym.data$sym.var.names
rownames (ratios) <- sym.data$sym.obj.names
colnames(ratios) <- sym.data$sym.var.names
for (i in 1:mn) {
for (j in 1:mm) {
sym.var.act <- sym.var(sym.data, j)
min.val <- sym.var.act$var.data.vector[i, 1]
max.val <- sym.var.act$var.data.vector[i, 2]
centers[i, j] <~ (min.val + max.val)/2

ratios[i, j] <- (-min.val + max.val)/2

e

return(list(centers = centers, ratios = ratios))

A.1.3. Cdbdigo para calcular los limites del ACP general

= get.limits.PCA: Encuentra las coordenadas de los individuos en el ACP, aplicando

el teorema

get.limits.PCA<-function(sym.data,matrix.stan,min.stan,max.stan,svd,nn

— ,mm){
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colnames (sym.comp$data) [pos + 1] <- comp.name

pos <- pos + 2

comp.name <- paste("Min.C", j, sep = "")

colnames(sym.comp$meta) [sym.comp$sym.var.starts[j]] <- comp.name
comp.name <- paste("Max.C", j, sep = "")

colnames (sym. comp$meta) [sym. comp$sym.var.starts[j] + 1] <- comp.

— Iame

}

svdV <- matrix(0, nn, nn)

for (i in 1:mm) {
for (j in 1:mm) {
ss <- 0
for (k in 1:mm) {
ss <- ss + matrix.stan[i, k] * svd$vectors[k,j]
¥

svdV[i, j] <- (1/sqrt(svd$values[jl)) * ss

IPrinCorre <- matrix(0, mm, 2 * mm)
for (i in 1:mm) {
pcol <- 1
for (j in 1:mm) {
smin <- 0
smax <- 0
for (k in 1l:nn) {
if (svavlk, j] < 0) {

smin <- smin + (1/sqrt(mn)) * max.stan(k,i] * svdV([k, j]
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smax <- smax + (1/sqrt(mn)) * min.stan[k,i] * svdV[k, j]
}
else{

smin <- smin + (1/sqrt(on)) * min.stan[k,i] * svdV[k, j]

smax <- smax + (1/sqrt(mn)) * max.stan[k,i] * svdV([k, j]

¥
IPrinCorre[i, pcol]l <- smin
IPrinCorre[i, pcol + 1] <- smax

pcol <- pcol + 2

¥

IPrinCorre <- as.data.frame(IPrinCorre)

rownames (IPrinCorre) <- sym.data$sym.var.names

class(sym.comp) <- "sym.data.table"
return(list(Sym.Components = sym.comp, Sym.Prin.Correlations =

— IPrinCorre))

= sym.circle.plot.new: Encucntra las coordenadas de las variables en el circulo de

correlaciones, aplicando el teorema

sym.circle.plot.new<-function (prin.corre,msg = paste("Correlation

— Circle"))

v <—- C("green", "I'Ed.“, "blue", "Cyall", "brown“, "_YE]_]_OW",

“pin.k" 5 "purple“ 5 IIOIangell L l!grayu)

plot(-1.5:1.5, -1.5:1.5, type = "n", xlab = "C1", ylab = "C2",
main = msg)

abline(h = 0, 1ty = 3)

i

abline(v = 0, 1ty = 3)
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if ((x1 < 0) & (x2 < 0) && (y1 < 0) & (y2 > 0)) {
RSDA:::plotX.slice(x2, y1, x2, y2, v, vars, k)

¥

if ((x1 < 0) & (x2 > 0) && (y1 < 0) && (y2 > 0)) {
RSDA: : :plotX.slice(x2, y1, x2, y2, v, vars, k)

A.1.4. Cdbdigo para calcular el ACP de vértices

= sym.interval.vertex.pca.j.new: Realiza el ACP de vértices, utilizando las ecuacio-

nes (0 1) y (0 17) para encontrar las coordenadas de los individuos.

sym.interval.vertex.pca.j.new<-function (data.sym)
{
vertex.sym <- vertex.interval.new.j(data.sym)
data.vertex <- as.matrix(vertex.sym$vertex)
dim.sym <- dim(data.vertex)
indx.cols <~ data.frame(i = 1:dim.sym[2])
medias <- apply(indx.cols, 1, function(i) {
mean(data.vertex[, i])
B
data.vertex.centrada <- t(t(data.vertex) - medias)
desviaciones <- apply(indx.cols, 1, function(i) {
sd(data.vertex[, i])
1)
desviaciones <- desviaciones * sqrt((dim.sym[1] - 1)/dim.sym[1])
data.vertex.centrada <- t(t(data.vertex.centrada)/desviaciones)
matrix.data <- as.matrix(data.sym$data)

matrix.data.centrada <- as.matrix(data.sym$data)
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m <- data.sym$M
n <- data.sym$N
indx <~ data.frame(pos = 1:m)
list.stand <- apply(indx, 1, function(i) {
pos.ini <- 2 * (1 - 1) + 1
pos.fin <- 2 * i
matrix.data.centradal, pos.ini:pos.fin] <<- (matrix.datal,
pos.ini:
— pos.fin] - medias([i])/desviaciones[i]
b
cor.matrix <- t(data.vertex.centrada) J*% data.vertex.centrada/dim.
- sym[1]
cor.matrix.eigen <- eigen(cor.matrix)
vector.propios <- cor.matrix.eigen$vectors
vector.propios.pos <- vector.propios
vector.propios.pos <- apply(indx, 1, function(i) {
apply(indx, 1, function(j) {
if (vector.propios[j, il > 0) {
vector.propios(j, il
¥
else {
0
}
b
b
vector.propios.neg <- vector.propios - vector.propios.pos
indx.max <- seq(2, to = 2 * m, by = 2)
indx.min <- seq(1, to = 2 * m, by = 2)
max.neg <- matrix.data.centradal, indx.max] %#*J vector.propios.neg

min.neg <- matrix.data.centradal, indx.min] %*% vector.propios.neg
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max.pos <- matrix.data.centradal, indx.max] %*% vector.propios.pos
min.pos <- matrix.data.centradal, indx.min] %*% vector.propios.pos
maximos <- max.pos + min.neg
minimos <- min.pos + max.neg
names.sal <- pasteO("Dim.", t(indx))
sal.sym <- as.data.frame(matrix(rep(0, n * 2 * m), nrow = n))
colnames(sal.sym) [indx.min] <- names.sal
colnames(sal.sym) [indx.max] <- pasteO(names.sal, ".1")
sal.sym[, indx.max] <- maximos
sal.sym[, indx.min] <- minimos
row.names(sal.sym) <- data.sym$sym.obj.names
return(list (Sym.Components = data.frame.to.RSDA.inteval.table.]j(sal.
— sym),
pos.coord.eigen = vector.propios.pos, neg.coord.eigen =

~— vector.propios.neg,

mean.vertex = medias, sd.vertex = desviaciones))

A.1.5. Cébdigo para calcular el ACP de centros

= centers.pca.j.new: Realiza el ACP de centros, utilizando las ecuaciones (= ') y

(* 1) para encontrar las coordenadas de los individuos.

centers.pca.j.new<- function(sym.data)
{

nn <- sym.data$N

mm <- sym.data$M

seq.min<-seq(from = 1, to = 2kmm,by = 2)

seq.max<-seq(from = 2, to = 2xmm,by

2)

centers<— RSDA:::centers.interval (sym.data)
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sym.data.vertex <- vertex.interval.new.ja(sym.data)
sym.data.vertex.matrix <- sym.data.vertex$vertex
dim.vertex <- dim(sym.data.vertex.matrix)[1]
tot.individuals <- N + dim.vertex

centers <- rbind(centers, sym.data.vertex.matrix)

PCA.centers<-PCA(X = centers, scale.unit = TRUE,
ind.sup = (N + 1):tot.individuals,

ncp = mm, graph = FALSE)

centers.stan.mean<-PCA.centers$call$centre

centers.stan.stand<-PCA.centers$call$ecart.type

centers.stan<-scale.matrix.j(centers,centers.stan.mean,centers.stan.
- stand,nn,mm)

data<-stand.data(sym.data,centers.stan.mean, centers.stan.stand,nn,mm

3

svd<-list(values = PCA.centers$eigl[,1],

vectors = PCA.centers$svds$v)

sym.PCA.res<-get.limits.PCA(sym.data, centers.stan,datal,seq.min],

datal,seq.max],svd,nn,mm)

return(list(classic.PCA = PCA.centers,

symbolic.PCA = sym.PCA.res))
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A.1.6. Cédigo para calcular las funciones ¢(Z) y A(Z,s)

= pca.supplementary.vertex.fun.j.new: Calcula la funcién ¢(Z) definida en (=),

utilizando el algoritmo

pca.supplementary.vertex.fun. j.new<-function (x, N, M, sym.var.names,
sym.data.vertex.matrix,

tot.individuals)

M.x <- matrix(x, nrow = N)
colnames(M.x) <- sym.var.names
M.x <~ rbind(M.x, sym.data.vertex.matrix)
pca.min <- PCA(X = M.x, scale.unit = TRUE,
ind.sup = (N + 1):tot.individuals,
ncp = M, graph = FALSE)
min.dist.pca <- pca.min$ind.sup$dist * pca.min$ind.sup$dist

return(sum(min.dist.pca))

= pca.supplementary.vertex.lambda.fun.j.new: Calcula la funcién A(Z, s) definida

en - ., utilizando el algoritmo

pca.supplementary.vertex.lambda.fun. j.new<-function (x, M, N, sym.var.
- names,
sym.data.vertex.

- matrix,

tot.individuals,

— num.dimen.aux)

M.x <- matrix(x, nrow = N)
colnames(M.x) <- sym.var.names

M.x<-scale(M.x)
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pca.max <- PCA(X = M.x, scale.unit = FALSE, ncp = M, graph = FALSE)

return(-sum(pca.max$eig$eigenvalue [(1:num.dimen.aux)]))

A.1.7. Cédigo para optimizar las funciones ¢(Z) y A(Z)

= optim.pca.distance.j.new: Resuelve el problema (/.7 ), utilizando el algoritmo .

optim.pca.distance.j.new<-function (sym.data)
{

N <~ sym.data$N

M <~ sym.data$M

seq.min <- seq(from = 1, by 2, length.out = M)

seq.max <- seq(from = 2, by = 2, length.out = M)

sym.var.names <- sym.data$sym.var.names

sym.data.vertex <- RSDA:::vertex.interval.new.j(sym.data)

sym.data.vertex.matrix <- sym.data.vertex$vertex

dim.vertex <- dim(sym.data.vertex.matrix) [1]

tot.individuals <- N + dim.vertex

min.interval <- as.vector(as.matrix(sym.data$datal, seq.min]))

max.interval <- as.vector(as.matrix(sym.data$datal, seq.max]))

init.point <- as.vector(as.matrix(RSDA:::centers.interval.j(sym.data

)$centers))

res.min <- 1bfgs(init.point, pca.supplementary.vertex.fun.j.new,

lower = min.interval, upper = max.interval, nl.info

= FALSE,

control = list(xtol_rel = 1e-08, maxeval = 20000),

M = M, sym.var.names = sym.var.names,
sym.data.vertex.matrix = sym.data.vertex.matrix,

tot.individuals = tot.individunals)
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M.x <- matrix(res.min$par, nrow = N)

colnames(M.x) <- sym.var.names

M.x <~ rbind(M.x, sym.data.vertex.matrix)

pca.min <- PCA(X = M.x, scale.unit = TRUE,
ind.sup = (N + 1):tot.individuals,

ncp = M, graph = FALSE)

svd<-list(values = pca.min$eig$eigenvalue,

vectors = pca.min$svd$Vv)

best.stan.mean<-pca.min$call$centre
best.stan.stand<-pca.min$call$ecart.type

best.stan<-scale.matrix.j(M.x,best.stan.mean,best.stan.stand,N,M)

data<-stand.data(sym.data,best.stan.mean,best.stan.stand,N,M)

sym.PCA.res<-get.limits.PCA(sym.data,best.stan,datal,seq.min],

datal[,seq.max],svd,N,M)

return(list(symbolic.PCA = sym.PCA.res,
classic.PCA = pca.min,

res.best = res.min))

= optim.pca.variance.j.new: Resuelve el problema (- '), utilizando el algoritmo

optim.pca.variance. j.new<-function (sym.data, num.dimension)
{

N <- sym.data$N

M <- sym.data$M
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num
seq

seq

sym.
Sym.
sym.
dim.
tot.

min.

max

.dimen.aux <- num.dimension

.min <- seq(from = 1, by = 2, length.out = M)

.max <- seq(from = 2, by = 2, length.out = M)

var.names <- sym.data$sym.var.names

data.vertex <- RSDA:::vertex.interval.new.j(sym.data)
data.vertex.matrix <- sym.data.vertex$vertex

vertex <- dim(sym.data.vertex.matrix) [1]

individuals <- N + dim.vertex

interval <- as.vector(as.matrix(sym.data$datal, seq.min]))

.interval <- as.vector(as.matrix(sym.data$datal, seq.max]))

init.point <- as.vector(as.matrix(RSDA:::centers.interval.j(sym.data

res

M.x

)Y$centers))

.min <- 1lbfgs(init.point, pca.supplementary.vertex.lambda.fun.j.
- new,
lower = min.interval, upper = max.interval, nl.info
= FALSE,
control = list(xtol_rel = le-10, maxeval = 20000),
N = N,
M = M, sym.var.names = Sym.Var.names,
sym.data.vertex.matrix = sym.data.vertex.matrix,
tot.individuals = tot.individuals,
num.dimen.aux = num.dimen.aux)
<- matrix(res.min$par, nrow = N)

colnames(M.x) <- sym.var.names

M.x

<~ rbind(M.x, sym.data.vertex.matrix)

pca.max <- PCA(X = M.x, scale.unit = TRUE,

ind.sup = (W + 1):tot.individuals,

ncp = M, graph = FALSE)
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svd<-list(values = pca.max$eig$eigenvalue,

vectors = pca.max$svd$V)

best.stan.mean<-pca.max$call$centre
best.stan.stand<-pca.max$call$ecart.type

best.stan<—scale.matrix.j(M-x,best.stan.mean,best.stan.stand,N,M)

data<-stand.data(sym.data,best.stan.mean,best.stan.stand,N,M)

sym.PCA.res<-get.limits.PCA(sym.data,best.stan,data[,seq.min],

datal, seq.max],svd,N,M)

return(list(symbolic.PCA = sym.PCA.res,
classic.PCA = pca.max,

res.best = res.min))

A.1.8. Cdbdigo para calcular las curvas principales

= sym.interval.pc.limits: Genera las coordenadas de los individuos en las curvas prin-

cipales, utilizando el algoritmo

sym.interval.pc.limits<-function (sym.data, prin.curve, num.vertex,

— lambda, var.ord)

num.vars <- sym.data$M

num.ind <- sym.data$N

res <- as.data.frame(prin.curve)
res$lambda <- lambda

sym.indiv <- rep("X", sum(num.vertex))

start <- 1
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finish <- pum.vertex[1]
sym.indiv[start:finish] <- sym.data$sym.obj.names[1]
for (i in 2:num.ind) {
previous <- num.vertex[i - 1]
start <- start + previous
finish <- pum.vertex[i] + finish
sym.indiv([start:finish] <- sym.data$sym.obj.names[i]
¥
res$symindiv <- sym.indiv
var.type <- rep("$I", num.vars + 1)
variables <- rep("X", num.vars)
for (i in l:num.vars) {

variables[var.ord[i]] <- pasteO("prin_surface_ ", as.character(i))

}
colnames (res) [1:num.vars] <- variables
variables <- c(variables[var.ord], "lambda")

sym.res <- classic.to.sym(dataTable

res, concept = c("symindiv"),

variables = variables, variables.types =
~ var.type)

return(sym.res)

= variance.princ.curve: Calcula la inercia en cada una de las curvas principales, segiin

[&

]-

variance.princ.curve<-function (data, curve)

{

var.data <- diag(var(data))

var.curve <- diag(var(curve))

dist <- sum((data - curve)~2)/dim(data) [1]
ord <- order(x = var.data, decreasing = TRUE)

var .data.cum <- cumsum(var.datalord])
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var.curve.cum <- cumsum(var.curve[ord])
return(list(var.data = var.data, var.data.cum = var.data.cum,
var.curve = var.curve, var.curve.cum = var.curve.cum,

dist = dist, var.order = ord))

» sym.interval.pc: Calcula la curva principal para una matriz de intervalos.

sym.interval .pc<-function (sym.data, method = c("vertex", "centers"),
— maxit, plot,

scale, center)

idn <- all(sym.data$sym.var.types == sym.data$sym.var.types[1])
if (idn == FALSE)
stop("All variables have to be of the same type")
method <- match.arg(method)
if ((sym.data$sym.var.types[1] != "$C") && (sym.data$sym.var.types
¢ [1] i=
"$I"))
stop("Variables have to be continuos or Interval')
else if (sym.data$sym.var.types[1] == "$C")
res <- principal.curve(sym.data$data, plot.true = plot,
maxit = maxit)
else if (sym.data$sym.var.types[1] == "$I") {
vertex <- vertex.interval(sym.data)
individuals <- scale(as.matrix(vertex$vertex), scale = scale,
center = center)
if (method == "centers") {
centers <- centers.interval (sym.data)
res <- principal.curve(as.matrix(centers), plot.true = plot,
maxit = maxit)

n <- dim(individuals)
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projection.matrix <- matrix(data = NA, nrow = n[1],

nl[21)

n

ncol
distance.vector <- rep(NA, n[1])
lambda <- rep(NA, n[1])
orthogonal .projection <- rep(NA, n[1])
for (i in 1:n[1]) {
neig <- neighbors.vertex(as.matrix(individuals[i,
1), res$s, 2)
v <- -neig$neighbors[1l, ] + neig$neighbors[2,
]
vp <~ -neig$neighbors[1l, ] + individuals[i, ]
proy <- sum(v * vp)/(norm.vect(v)~2) * v
proy.point <- neig$neighbors[1l, 1 + proy
projection.matrix[i, ] <- proy.point
orthogonal.projection[i] <- sum((vp - proy) *
v)
distance.vector[i] <- norm.vect(vp - proy)
lambdal <- res$lambda[neig$order[1:2]]
if (lambdal[1] <= lambdal[2]) {
lambda[i] <- -lambdal[1] + norm.vect (proy)
}
else {

lambda[i] <- lambdal[1] - norm.vect(proy)

&
res.var.ind <- variance.princ.curve(data = individuals,

curve = projection.matrix)

res.var.mid <- variance.princ.curve(data = as.matrix(centers),

curve = res$s)
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}

res.var <—- list(res.var.ind = res.var.ind, res.var.mid = res.var
.mid)

colnames (projection.matrix) <- sym.data$sym.var.names
res.limits <- sym.interval.pc.limits(sym.data = sym.data,

prin.curve = projection.

- matrix, num.vertex = vertex$num.vertex,

lambda = lambda, res.var$

- res.var.mid$var.order)

num.vars <- sym.data$M
variables <- rep("X", num.vars)
for (i in 1l:num.vars) {
variables[res.var.ind$var.order[i]] <- pasteO("prin_surface_",
as.character(i))
ks
colnames(projection.matrix) <- variables
projection.matrix <- projection.matrix[, res.var.ind$var.order]

correl <- cor(x = projection.matrix, y = vertex$vertex)

else if (method == "vertex") {

res <- principal.curve(individuals, plot.true = plot,
maxit = maxit)
res.var <- variance.princ.curve(data = individuals,
curve = res$s)
res.limits <- sym.interval.pc.limits(sym.data = sym.data,

prin.curve = res$s, num.

- vertex = vertex$num.vertex,

lambda = res$lambda, res.

- var$var.order)

num.vars <- sym.data$M

variables <- rep("X", num.vars)
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for (i in 1:num.vars) {
variables[res.var$var.order[i]] <- pasteO("prin_surface_ ",
as.character(i))
}
colnames(res$s) <- variables
res$s <- res$sl, res.var$var.order]
correl <- cor(x = res$s, y = vertex$vertex)
¥
return(list(prin.curve = res, sym.prin.curve = res.limits,
var.curve = res.var, cor.ps = correl))
}
return (TRUE)

A.1.9. Funcién para invocar los métodos de reduccién de la di-

mensionalidad

= sym.interval.pca.new: Ejecuta el analisis de reduccién de la dimensionalidad, segiin

el método que se desee.

sym.interval.pca.new<-function (sym.data, method = c("classic", "tops"

— , "centers",

"principal.curves", "optimized.distance

"

— ", Y"optimized.variance"))

idn <- all(sym.data$sym.var.types == sym.data$sym.var.types[1])
if (idn == FALSE)

stop("All variables have to be of the same type")
method <- match.arg(method)

if (method == "classic") {
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if ((sym.data$sym.var.types[1] != "$C") && (sym.data$sym.var.types
— [1] I=
"$1"))
stop("Variables have to be continuos or Interval")
if (sym.data$sym.var.types[1] == "$C")
res <- PCA(sym.data$data, scale.unit = TRUE, ncp = sym.data$M,
graph = FALSE)
else if (sym.data$sym.var.types[1] == "$I") {
nn <~ sym.data$N
mm <- sym.data$M
centers <- matrix(0, nn, mm)
centers <- as.data.frame(centers)
rownames (centers) <- sym.data$sym.obj.names
colnames(centers) <- sym.data$sym.var.names

for (i in 1:nn) for (j in 1:mm) centers[i, j] <- (sym.var(sym.

data,

j)$var
- .data.vector[i, 1] + sym.var(sym.data,

j)$var.data.vector[i, 2])/2

res <- FactoMineR::PCA(centers, scale.unit = TRUE,

ncp = sym.data$M, graph = FALSE)
}

return(res)
}
if (method == "centers") {

res<-centers.pca.j.new(sym.data)

return(res)

}
if (method == "tops") {
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res <- vertex.pca.]j(sym.data)
return(res)
¥
if (method == "principal.curves") {
res <- sym.interval.pc(sym.data, "vertex", 150, FALSE,
FALSE, TRUE)
return(res)
¥
if (method == "optimized.distance") {
res <- optim.pca.distance.j.new(sym.data)
return(res)
¥
if (method == "optimized.variance") {
if (sym.data$M > 3){
num.dimension<-3
}
else if (sym.data$M > 1){

num.dimension<- sym.data$M -1

.
elseq{
num.dimension<-1
}
res <- optim.pca.variance.j.new(sym.data, num.dimension = num.
- dimension)
return(res)
4

return (TRUE)
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Please, follow the rules for the Revista de Matematica: Teoria y Aplicaciones at
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| would appreciate if you can confirm your participation in the Symposium no
later than December 10th, 2015.
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o SEMMAL
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Abstract. |z thiz papor w2 proposs a goocralivalize to simScd: intar-
val vadued vasiabkes. of the Priczipal Cuves ood Sizlacs mochzd poo-
poeod by lhashe In WL Ciwes a data a2 X wild n cbeervalions and
M oesRimuous varisbee the mam idoa of Monapal Cusves aod Swiane
methed 5 10 preesaiee the prmcinal coopoment bee. providing a ootk
coxdimcasonal cumvwed Approvimation o oa st of data poinu in R™
A prncipal zurises B mome eerccal, pravidine a curved manzld agprax-
iracizn of disensZon 2 or morz 12 our case we are imlereetod W findimg
152 wam principal cunve thal approximatas boties symbedic mwerval data
vamakbioe. Im (3.4 . authoes proposcd the Conters Mothed and the Ver-
soes Mctkod to cxtend the woll-koown pringpal componcerss analysis
mothed 12 a particular kicd of sywdolic chiects charastormed by ol
vaiasd vasiabics of mierval vpe In thiz pager wo goneraline botk, (2
Comtery Mezhod ard he Ventics Matkod fisding a mocalk curve tha
sames through the widdle of the daza X 5 ar orikozzral sonse. Sooe
companiscrs of the proposed molkod rmzarding the Contess and the Var-
tces Mothods arc made. this was done with Lhe B4 pukare using
Ichinz data scb. soc [, L Tz make those sommparizon: we bave weed the
exrrelation indox.

Keywords: lnwerval-valued vanables - Poincipal cioves and suriaces -
Syvmbelbic data aralyss

1 Svmbolic Data

Symboiic duta was Emt mireduced by (12, In the clusical data analysis n ynri
ubie tnker & singls wlze, I the symbolic analvsis the varinhke ooy take & Brize
or an mhuiie set of valaoes A type of symbolic varisble may take an mfnice et
of nzmerival values nicging froe u low to o high valoe (inserall.

A 12e Prioeizal Compzoen: Analy=is [PCA) is cae of tbe moe: posular
multivarinss methods. it is temoting vs exteed ke PCA analvds w0 ambcl:
date Somes methofs cur be fzand o the Mienuooe. wncee them ske vertex

(3 Sprinper lalerzalionnl Pusisbioe AC 2016
M. Mostesp-Clmaz ot nl [ida): eIz 2018, LN AL L0c2, PP 9T 2 N
DOL 101007 D A3 2 Dd -2
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B.5. SIMMAC 2018

XXT SIMMAC
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M Congrosa
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October 24th, 2017

Jorge Arce / Oldemar Rodriguez
Universidad de Costa Rica

Banco Nacional de Costa Rica
Jjarceg@bncr fi.cr
oldemar.rodriguez@ucr.ac.cr

Dear colleagues:

On behalf of the University of Costa Rica and the Organizing Committee of International
LY’ on Math tical Methods Applied to the Sciences, SIMMAC XX which will
take plaoe in 5an José, Costa Rica in February 27th-March 027, 2018, | am pleased to
inform you that your communication:

“Best point principal comp for interval-valued variables”
has been accepted for presentation in the Sympaosium.

Please, consult the instructions for the authars at the  website
e www cimpaucraccrsimmag, for the final version of your abstract. Also, indicate
the language (English or Spanish) of your presentation. First author should be the one who
presents the communication at the SIMMAC.

For those authors willing to publish the complete article, should bring it to the SIMMAC
on February in Latex 2e version and paper, with a maximum of 10 pages. Please, follow the
rules for the Revista de Matematica: Teoria y Aplicaciones at the website
https i inciex C

Iwould apprecdiate if you can confirm your participation in the Symposium no later than

January 5th, 2018. ,—‘—......;;:
Sincerely yours, WL '\ -_;
0N
3
Dr. Javier Trejos Zelaya =
Chairman
00 SIMMAC

m;e;_

Fioura B.6: SIMMAC 2018.
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