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Presentacion

Presentamos un estudio descriptivo y exploratorio en el que se analizan los diferentes
niveles de generalizacion que manifiestan ocho estudiantes de cuarto curso de primaria en
una entrevista semiestructurada, a la vez que se reconoce la influencia, en tales

manifestaciones, de los estimulos efectuados a los alumnos por parte de la entrevistadora.

We present a descriptive and exploratory research in which we analyze the different
levels of generalization demonstrated by eight fourth grade students of primary school in a
semistructured interview, at the same time we recognize, in the students’ manifestations, the

influence of the stimuli made by the interviewer to the students.
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Introduccion

La investigacion que presentamos en esta memoria corresponde al Trabajo de Fin
de Master en Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, del autor, y se
ubica dentro de la linea de investigacion de Pensamiento Numérico y Algebraico. Se ha
desarrollado en el marco de dos proyectos de investigacion (EDU2013-41632-P,
EDU2016-75771-P), financiados por el Ministerio de Economia y Competitividad de
Espafia, cuyo objeto de estudio es el pensamiento funcional de estudiantes de educacién
primaria.

Actualmente nuevas investigaciones se estan llevando a cabo respecto a las
capacidades algebraicas que los nifios poseen y la forma en que las manifiestan. En el area
del algebra investigadores han mostrado que los estudiantes desde edades tempranas tienen
la capacidad de pensar con ideas algebraicas y, en consecuencia, la introduccion esta area
matematica no tiene que postergarse a la educacion secundaria, sino que desde antes ese
potencial puede ser aprovechado.

Curricularmente en diversos paises, entre estos, Espafia, se considera incluir
actividades asociadas al pensamiento funcional desde los primeros afios escolares. Se
reconoce la importancia del pensamiento funcional como medio para el establecimiento de
generalizaciones y de relaciones entre cantidades que covarian, la identificacion de
patrones y el reconocimiento de leyes que describen los datos.

La generalizacion es considerada parte importante de la matemética y como la raiz
del algebra, de ahi que su fomento se puede apreciar como via de aprendizaje y de
adquisicion de conocimientos préacticos al estudiante. Un factor que actta en el proceso de
construccién de generalizaciones por parte de los alumnos es la forma en que el docente
interviene en ese proceso, ya que su mediacion y los estimulos que efectua influyen en los
resultados que obtienen.

El trabajo que aqui se describe parte de estas ideas. Se enmarca en un experimento
de ensefianza mas amplio, y tiene como principal propdsito analizar los niveles de
generalizacion que manifiestan estudiantes de primaria al resolver una tarea que involucra

el reconocimiento de una relacién funcional considerandose a su vez la influencia de los



estimulos que se llevan a cabo sobre el' alumno. Estos estudiantes contaban con cierta
experiencia previa en la resolucion de tareas que implican relaciones funcionales al haber
participado en el curso previo en un total de 4 sesiones realizadas en el marco del citado
experimento de ensefianza.

Participan ocho estudiantes de cuarto curso de un colegio privado de educacion
primaria. En el contexto de una entrevista individual semiestructurada, se les propuso
resolver una tarea cuya organizacion es inductiva y en la cual subyace una relacion
funcional.

Para el andlisis de los datos se establecen categorias que distinguen niveles de
generalizacion y tipos de estimulos efectuados al estudiante por parte de la entrevistadora.
Los resultados informan sobre la capacidad de los estudiantes de reconocimiento de
relaciones funcionales y de los diversos niveles de generalizacion que alcanzan, asi como

de la relacion de ambos con los estimulos que efectla la entrevistadora.

Estructura del trabajo

El trabajo se estructura en cinco capitulos. EI primero refiere a la justificacion de la
investigacion realizada y se evidencia su relevancia, a la vez se establecen los objetivos
que orientan la investigacion. En el capitulo siguiente se expone el principal fundamento
tedrico que sustenta el trabajo, a la vez que se sintetizan algunas investigaciones que se
relacionan con las tres &reas tedricas involucradas: early algebra y pensamiento funcional,
generalizacion y estimulos efectuados al estudiante. En el tercer capitulo se explica la
metodologia que se implementa para cumplir con los objetivos propuestos. El analisis de
los datos obtenidos y la exposicion de los resultados se detallan en el cuarto capitulo. Por

ultimo, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones de la investigacion.

! En esta investigacion se empleard el uso del masculino gramatical de forma inclusiva para
referirse a colectivos que agrupen hombres y mujeres, 0 a personas cuyo sexo se desconozca. Lo
anterior, para atender las recomendaciones de la Real Academia Espafiola, en el articulo Sexismo

linguistico y visibilidad de la mujer.



Capitulo 1. Justificacion y objetivos de investigacion

Hoy en dia nuevas investigaciones se estan llevando a cabo respecto a las capacidades
algebraicas que los nifios poseen y la forma en que las exteriorizan. En nuestro estudio el
problema de investigacion gira en torno a caracterizar los niveles de generalizacion que
alcanzan estudiantes de primaria al resolver tareas que involucran el reconocimiento de una
relacion funcional, considerdndose los estimulos efectuados al estudiante por una
entrevistadora.

A continuacién se justifica la relevancia del estudio contemplando los diversos
componentes con los que estd asociado: el early algebra como propuesta curricular, el
pensamiento funcional como via curricular dentro del early algebra para la introduccion de
ideas algebraicas y el desarrollo de la capacidad de generalizacion a través de las funciones,
la generalizacion como actividad matematica fundamental y raiz del algebra, y los estimulos
efectuados a los estudiantes como factor que influye en el proceso de construccion y

manifestacion de generalizaciones matematicas por parte de ellos.

Desde la investigacion: early algebra y pensamiento funcional

Diferentes investigadores (Blanton, Brizuela, Murphy, Sawrey y Newman-Owens,
2015; Blanton y Kaput, 2011; Carraher, Martinez y Schliemann, 2008; Warren, 2006) han
mostrado cémo los estudiantes desde edades tempranas tienen capacidades asociadas al
algebra, motivando aprovechar ese potencial de los estudiantes desde los primeros afios
escolares. El early algebra tiene como meta profundizar en la comprension de los estudiantes
de lo que significa la generalidad de la matematica y no necesariamente brindar una
formacion en calculo, de modo que se propone iniciar, con la escolaridad del nifio, la
construccion, expresion y justificacion de generalizaciones y no dejarlo para afios posteriores
(Blanton y Kaput, 2011; Kaput, 2008). La atencion al algebra hasta la educacion media o
secundaria ha hecho que histéricamente se ensefie como un tema aislado (Blanton, Levi,
Crites y Dougherty, 2011). De igual forma, a pesar de la importancia curricular que se ha
dado a las funciones, también la postergacion hasta la escuela secundaria ha determinado su

ensefianza (Blanton y Kaput, 2011). Blanton et al. (2015) explican que esto se ha debido a la



creencia de la necesidad de un nivel de abstraccién que s6lo se ha adquirido hasta ese
momento, pero en los Gltimos afios se han considerado las funciones como un hilo que recorre
todo el curriculo escolar.

Con respecto al aporte de las funciones, gracias a multiples investigaciones se ha
mostrado como los nifios usan diferentes recursos mediante los cuales razonan con estas,
demostrando su capacidad para interactuar de un modo introductorio con las generalizaciones
y las relaciones funcionales involucradas, y a la vez evidenciando que el abordaje de las
funciones se puede llevar a cabo desde los primeros afios escolares (Blanton y Kaput, 2011;
Molina, 2009).

Precisamente el pensamiento funcional es una via curricular para el desarrollo de la
capacidad de generalizacion en los estudiantes (Blanton y Kaput, 2011). Mediante las
funciones se puede promover la comprension algebraica y, si bien no tiene que cumplir
necesariamente un papel de apoyo en algebra, si podria ser una via de introduccion por los
recursos que aporta, por ejemplo las diferentes representaciones que dan sentido a relaciones
(Blanton et al., 2011). Blanton y Kaput (2011) mencionan al pensamiento funcional como un
medio para la introduccién de la construccién y generalizacion de patrones o relaciones a
través de herramientas linguisticas asi como representaciones en el tratamiento de las

generalizaciones o las funciones que subyacen como objetos matematicos por si mismos.

Desde la investigacion: generalizacion

La generalizacion por su cuenta es considerada parte importante de la matematica y
del algebra en particular, de ahi que su fomento se puede apreciar como via de aprendizaje y
de adquisicion de conocimientos practicos al estudiante. En la propuesta del early algebra se
promueve el trabajo con generalizaciones desde edades tempranas y se puede considerar en
la vision del algebra, como un medio para el desarrollo de habilidades matematicas en los
estudiantes.

Para Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985) “la generalizacion es el latido de la
matematica y el algebra es el lenguaje en el cual es expresada” (p.8). La importancia de la
generalizacion dentro de la matematica se da por su propia naturaleza de establecer

proposiciones sobre nimeros y formas (Mason et al., 1985).



Mason, Graham y Johnston-Wilder (2005), al iniciar el primer capitulo de su obra,
exponen que las raices del &lgebra estan en la posibilidad de generalizacion que se puede dar
a partir de los casos particulares y los nifios al iniciar su escolarizacidbn muestran esta
capacidad. El algebra como tal tiene un cuerpo de simbolismo que permite representar y
operar sobre la generalidad (Mason et al., 2005).

La adquisicion de habilidades de generalizacion es un proceso gradual como sugieren
Radford (2010) y el Ministerio de Educacion Pablica (2012). Y a pesar de que se puede
considerar que es facil mostrar pensamiento funcional, Mason et al. (2005) exponen que se
requiere de tiempo para expresar, fortalecer y aumentar esa capacidad. Como parte del
proceso, los profesores deben tener conciencia sobre la importancia de la generalizacion y
propiciar que los estudiantes formulen situaciones en las cuales se evidencie a la vez que
deben estar atentos de la presencia de la misma en las producciones de sus alumnos. Si lo
anterior no se da, el pensamiento matematico no se llevard a cabo (Mason, 1996). En algunos
casos no es que los estudiantes no tengan la capacidad de pensar algebraicamente, sino que
no estan expuestos frecuentemente a experiencias en las cuales se desarrolle este pensamiento
(Blanton et al., 2011).

Mediante la generalizacion se fomenta el aprendizaje del &lgebra, razén por la cual la
propuesta de situaciones en las que los estudiantes llevan a cabo razonamientos asociados al
pensamiento funcional es fundamental ya que les brinda herramientas de aprendizaje que a
futuro les serdn de utilidad y facilitardn una comprension superior de los contenidos
posteriores. Segun Mason et al. (2005) “los aprendices solo comprenderan el algebra como
un lenguaje de expresion si ellos perciben y expresan la generalidad por si mismos” (p.23).

En esta investigacion se le da al estudiante la posibilidad de acercarse, trabajar y
razonar sobre generalizaciones a traves del trabajo con una situacion que atiende a una
relacion funcional.

Un factor que también actta en el proceso de construccion de generalizaciones por
parte de los estudiantes es la forma en que el docente interviene en este, ya que su mediacion
y los estimulos que efectla influyen significativamente en los resultados que obtienen los
estudiantes.

Ademés de muchos de los autores mencionados antes, Warren (2006) al mismo

tiempo de indicar que la actividad algebraica se puede dar a edades méas tempranas de las que
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se cree, también aflade que la propuesta de experiencias con una adecuada guia docente,

asiste al estudiante y le ayuda para el futuro en su formacion cuando sea adolescente.

Desde los documentos curriculares

Considerando otra perspectiva, a nivel curricular en diversos paises se muestra una
atencion al pensamiento funcional desde los primeros afios escolares como parte importante
del desarrollo del algebra y una herramienta para la construccion de pensamiento matematico
asociado a funciones, geometria y otras areas matematicas.

En Espafia, pais en el cual es llevado a cabo el presente estudio, mediante el Real
Decreto 126/2014 se expone que la matematica estd asociada con una serie de saberes
relacionados con numeros y formas, asi como situaciones que dentro de otros aspectos
involucran la deduccidn, induccion, etc. De modo que la matematica permite analizar
situaciones para generar modelos y establecer relaciones en las cuales no so6lo se utilizan
nameros y figuras, sino que se encuentran patrones, regularidades y leyes matematicas
(Ministerio de Educacién, Culturay Deporte, 2014).

Es evidente la importancia que se da a aspectos propios de la generalizacion y el
pensamiento funcional como lo son la identificacién de patrones, el establecimiento de
relaciones entre cantidades y la formulacion de leyes asociadas a los datos. En dicho decreto
se establece que al finalizar la primaria se espera que el estudiante “sea capaz de describir y
analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas en
contextos numeéricos, geométricos y funcionales” (Ministerio de Educacion, Cultura y
Deporte, 2014, p.19387).

En el curriculo de otros paises, por ejemplo en los Programas de Estudio de
Matematicas (Ministerio de Educacién Publica, 2012) de Costa Rica, se organiza una
introduccion del pensamiento funcional desde primaria y ligado con varias areas
matematicas. Con respecto al area de Relaciones y Algebra se menciona

Se favorece un tratamiento ‘funcional’ de la manipulacion de expresiones
simbdlicas, por ejemplo las ecuaciones, la factorizacién y la simplificacién, lo que
permite darle significado a varios temas de ese tipo y empezar la formacion en este
pensamiento funcional desde la Primaria aunque de forma gradual. (Ministerio de

Educacion Publica, 2012, p.54)



En dicho programa de estudios el pensamiento funcional es introducido a los
estudiantes de primaria mediante situaciones problema que involucran sucesiones. En este
hay indicaciones explicitas en las cuales se promueve fomentar habilidades de
reconocimiento de patrones asi como la comprension de cambios. A la vez se espera que los
estudiantes determinen valores faltantes en expresiones o bien que determinen nuevos
términos en sucesiones de figuras o de nimeros. Dentro de las consideraciones curriculares
estd que el estudiante ya es capaz de describir verbalmente patrones y regularidades al tiempo

que relaciona objetos (Ministerio de Educacion Publica, 2012).

A partir de lo expuesto anteriormente se argumenta la capacidad de los nifios desde
edades tempranas para trabajar con tareas que involucran de una forma incipiente el
pensamiento algebraico. Se justifica la importancia de indagar sobre el proceso de
generalizacion que llevan a cabo estudiantes de primaria como una manifestacion del
pensamiento funcional y como parte importante del aprendizaje y desarrollo matematico de
los estudiantes. Se manifiesta también la relevancia de la investigacion en cuanto al estudio
de las intervenciones del docente o estimulos que se efecttan al estudiante como vehiculo
facilitador del proceso de generalizacidn que llevan a cabo ante las tareas que resuelven y su
proceso de aprendizaje, considerando a su vez la reducida literatura existente relacionada con
el interés de la investigacion.

Por todo lo anterior, en este trabajo se plantean los siguientes objetivos de

investigacion:

Objetivos de investigacion
Objetivo general

Analizar los niveles de generalizacion que manifiestan estudiantes de primaria

durante la resolucién de una tarea que involucra una relacién funcional.



Objetivos especificos

OL1. Describir los niveles de generalizacion que evidencian estudiantes de primaria
durante la resolucion de una tarea que involucra una relacion funcional.

02. Analizar cémo influyen los estimulos que se efectdan al estudiante de primaria
en el proceso de generalizacion que evidencian durante la resolucion de una tarea que

involucra una relacion funcional.



Capitulo 2. Marco tedrico y antecedentes

En este capitulo se presentan los principales fundamentos teéGricos de esta
investigacion, los cuales son utilizados posteriormente como soporte y guia en el anlisis de
las manifestaciones de generalizacion que llevan a cabo estudiantes de primaria, esto
enmarcado en la propuesta de early algebra y en correspondencia con el pensamiento
funcional. También se exponen aportes de autores sobre el papel de las interacciones entre
los participantes en actividades de aprendizaje. Estos aportes son un referente global sobre
las intervenciones y estimulos que lleva a cabo un docente en el proceso de aprendizaje y
sobre su posible incidencia en el proceso de construccion de generalizaciones por parte de
los estudiantes.

En correspondencia con la teoria presentada, se sintetizan investigaciones previas que
se relacionan con las tres areas tedricas: pensamiento funcional en el marco del early algebra,

generalizacion y estimulos efectuados al estudiante.

Early algebra. Pensamiento funcional

El algebra se puede ver desde diferentes puntos de vista. Kaput (2008) menciona que
es una actividad humana y al ser reconocida como razonamiento algebraico, se considera
como las formas de hacer, pensar y hablar matematicamente. Pensar de forma algebraica
consiste en “generalizar, expresar y justificar relaciones entre cantidades, asi como razonar
con generalizaciones expresadas a través de una variedad de representaciones” (Blanton et
al., 2011).

Una via de abordaje del algebra desde los primeros afios escolares es el early algebra.
Esta propuesta curricular nace en Estados Unidos con base en investigaciones de James
Kaput y su propoésito es promover el aprendizaje y fortalecimiento del pensamiento
algebraico desde edades tempranas (Cafiadas y Molina, 2016).

Durante los Gltimos veinte afios se ha hecho una mayor reflexion sobre la forma en
que el algebra se ensefia en la escuela y el modo en que el pensamiento algebraico es
fomentado en los escolares. A razon de esto es que para la mejora de la ensefianza de esta

area nace la propuesta curricular del early algebra que plantea la introduccion del algebra



desde los primeros afios escolares y se orienta a una mejor comprension de la matematica y
del &lgebra (Molina, 2009). El &lgebra se abarca como forma de razonamiento y actuacion
con objetos, relaciones, estructuras y situaciones matematicas (Molina, 2006). No hay un
abordaje algebraico como se hace en la escuela secundaria en términos de aprendizaje de
técnicas de resolucion de ecuaciones o simplificaciones, su énfasis esta en la generalizacion
de ideas asi como en el trabajo con esas generalizaciones como objetos por si mismos sin
necesidad de trabajar con numeros especificos (Blanton et al., 2011).

En la propuesta del early algebra cuando el énfasis del pensamiento algebraico son
las funciones, se trabaja dentro del pensamiento funcional, en el cual las relaciones que se
dan entre cantidades y su variacion son parte importante del desarrollo del pensamiento
algebraico. El pensamiento funcional se basa en la construccion, descripcion, representacion
y razonamiento con funciones y sus elementos (Cafiadas y Molina, 2016).

Este tipo de pensamiento implica la generalizacion de relaciones entre cantidades que
covarian, justificar esas relaciones en mudltiples formas y bajo distintos niveles de
representacion, y por ultimo, razonar sobre las representaciones generalizadas de modo que
se utilicen para predecir y reconocer el comportamiento de las funciones (Blanton et al.,
2015).

A partir de la misma definicion de funcion y el establecimiento de relaciones entre
conjuntos es que se puede considerar el pensamiento funcional como medio que facilita el
aprendizaje del &lgebra desde edades tempranas. En Blanton et al (2011) “una funcion es una
relacion especial entre dos conjuntos, en la cual cada elemento de un conjunto, llamado el
dominio, esta asociado Unicamente a un elemento del segundo conjunto, llamado codominio”
(p.48).

El énfasis del pensamiento funcional esta en la relacion que existe entre cantidades
que varian y la generalizacion de esas relaciones, también involucra expresar en palabras,
simbolos, tablas, o graficos las relaciones para trabajar con las representaciones y analizar el
comportamiento de las funciones (Blanton et al., 2011; Smith, 2008). El trabajo con este tipo
de pensamiento debe ser una de las metas de la ensefianza de la matematica (Rico, 2006).

La forma en que las cantidades varian en una relacién entre conjuntos y la forma en
que los patrones se presentan se pueden clasificar en tres tipos de relaciones funcionales:

patrones recursivos, relaciones covariacionales y relaciones de correspondencia. El patron
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recursivo se observa en la variacion que se da s6lo en una de las secuencias de valores que
se relacionan y es recursivo porque los valores que se van obteniendo surgen de los valores
obtenidos previamente y sin considerarse la variable independiente. Por su parte el
pensamiento covariacional implica el analisis de cdmo las dos cantidades cambian entre si,
es decir, se estudia como el cambio de una afecta a la otra cantidad. Por ltimo, en la relacion
de correspondencia la correlacion que se da entre las cantidades es expresada por medio de
una regla o férmula que establece de forma generalizada la relacion entre las dos cantidades
(Blanton et al., 2011).

Muchas investigaciones se han realizado en el marco del early algebra, asociadas con
el pensamiento funcional. En estas se trabaja con estudiantes de primaria y con fines muy
variados. De las investigaciones existentes dos son mencionadas a continuacion.

Los investigadores Blanton y Kaput (2004) realizan un estudio en el cual se observa
el modo en que los estudiantes de escuela primaria de zonas urbanas de Estados Unidos
desarrollan y expresan relaciones funcionales. Esta es una investigacién relacionada con el
pensamiento funcional en edades tempranas. A partir del andlisis de respuestas escritas y
entrevistas realizadas por un docente, en el estudio se consideran el modo en que los
estudiantes utilizan representaciones, su progreso en el lenguaje matematico, como ubican y
organizan la informacion y la interpretacion de las relaciones funcionales de acuerdo a la
operacion involucrada (aditiva o multiplicativa).

Dicha investigacién se lleva a cabo dentro de un programa de desarrollo profesional
en escuelas urbanas para ayudar a los profesores a crear ambientes que favorezcan el
pensamiento algebraico. Este trabajo es parte de una investigacion longitudinal desde
educacion infantil hasta quinto grado de primaria. Implica una tarea relativa a la relacion
funcional existente entre una cantidad arbitraria de perros y la correspondiente cantidad de
0jos 0 bien de ojos y colas.

En educacion infantil se utilizaron materiales concretos en los cuales los estudiantes
veian ilustraciones de perros, y carteles en los que hacian marcas de acuerdo a 0jos y colas
que luego contaban. En primer grado los estudiantes establecieron la relacién entre
cantidades segun los perros tanto a nivel aditivo como multiplicativo; de acuerdo al nimero
de perros habia entonces el doble de ojos y el triple de ojos y colas juntos. En segundo grado

los estudiantes describieron oralmente sus hallazgos y fueron capaces de predecir los
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resultados para 100 perros. En tercero, cuarto y quinto grado los estudiantes utilizaron de
forma fluida los carteles para organizar la informacién y expresaron con palabras y simbolos
las reglas multiplicativas presentes. Como resultado de este estudio se muestra el
pensamiento funcional de los estudiantes desde una corta edad y se sugiere que pueden
trabajar con pensamiento covariacional desde educacion infantil y progresar en los siguientes
niveles en términos de representaciones y lenguaje.

Dentro del early algebra, Carraher et al. (2008) realizan una investigacion
longitudinal de tres afios en una escuela metropolitana de Boston. La parte de la investigacion
que reportan fue desarrollada con 15 estudiantes de tercer grado de primaria (de
aproximadamente 9 afios) durante dos sesiones, y estaba orientada a estudiar temas asociados
a funciones, patrones y la generalizacion que llevan a cabo. La generalizacion de los
estudiantes se estudié mediante patrones de figuras geométricas para introducir funciones
lineales. El problema trabajado hace alusion a la colocacion de invitados alrededor de una
mesa, en la cual sélo un invitado puede sentarse en cada borde y ninguno en las esquinas. En
una leccion se trabajo con la idea de que las mesas estaban separadas y en la otra se les dijo
que las mesas se podian unir. A los estudiantes se les solicitaba determinar una relacién o
regla que se podia establecer entre la cantidad de mesas y la cantidad de invitados que se
podian sentar. Las funciones implicadas son g(t) =4t y f(t) = 2t+ 2, donde t es la
cantidad de mesas y g(t) y f(t) la cantidad de invitados de acuerdo a cada una de las
situaciones. A los alumnos se les dio material con tablas para que establecieran relaciones
entre la cantidad de mesas y de invitados. El trabajo de los estudiantes fue guiado por los
investigadores.

En el estudio se observa cdmo los estudiantes conceptualizan las funciones acorde a
patrones recursivos. Segun el modo en que son abordadas las funciones, el docente debe
reconocer la forma en que los estudiantes generan el concepto de una funcién ya que pueden
utilizar diversos recursos o formas de expresion: desde una forma recursiva, que puede
generar concepciones erréneas que dificultan comprender el caracter variable de la variable
independiente, a una donde se utilicen expresiones cerradas que permitan ver la relacion entre
las variables independiente y dependiente. A la vez se considera la forma en que los
estudiantes razonan, argumentan y representan, iniciando desde una postura empirica a una

de generalizacidn teorica.

12



En la presente investigacion el estudio de la manifestacion de generalizaciones por
parte de los estudiantes se realiza de acuerdo al modo en el evidencian indicios de
reconocimiento de la relacion funcional en la tarea. Como se menciond antes, el pensamiento
funcional como linea de investigacion dentro del early algebra es una via de propuesta de
situaciones que le permiten al estudiante fortalecer, desarrollar o evidenciar el razonamiento
asociado a la generalizacion. Este conocimiento y habilidad es fundamental dentro del

algebra y se detalla en el siguiente apartado.

Generalizacion

Dada la importancia del proceso de generalizacion y lo que esta capacidad involucra,
se exponen las concepciones mas relevantes que expertos en el area han desarrollado. Entre
estas ideas se encuentra el significado del término generalizacion (algebraica) asi como
algunas ideas sobre niveles de generalizacion que pueden ser desarrollados por los
estudiantes.

Polya (1989) expone que la generalizacion radica en

Pasar del examen de un objeto al examen de un conjunto de objetos, entre los
cuales figura el primero; o pasar del examen de un conjunto limitado de objetos al de

un conjunto mas extenso que incluya al conjunto limitado. (p.97)

Polya (1989) concibe la generalizacion como el paso de la identificacion de
regularidades en casos particulares a otros casos mas amplios que cumplen lo mismo.
Mediante la generalizacion se establecen relaciones entre los datos en situaciones
matematicas y se identifican estructuras (Blanton et al., 2011).

Es importante reconocer que la generalizacion, como es concebida en matematica,
difiere con la que es considerada en la educacion matematica. En la matematica las
generalizaciones se hacen sobre afirmaciones cuya validez es demostrada y sin importar
como es que es comprendida por parte del aprendiz. Mientras que en la educacion matematica
se considera lo formal matematico y no se ignora el componente psicoldgico de como es que
el estudiante lleva a cabo el proceso de generalizacion (Carraher et al., 2008).

La concepcion de generalizacién que se ha adoptado en este trabajo es la de Radford

(2010), quien considera que la generalizacion algebraica de un patron consiste en la habilidad
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de reconocer lo comun en los elementos de una secuencia de modo que se puede brindar una
expresion que represente a todos los términos de la sucesion. Asi esa capacidad de
reconocimiento de lo general a partir de lo particular se puede considerar la meta principal
de la generalizacién de patrones. Este proceso de reconocimiento de lo comdn y la
identificacion de semejanzas y diferencias es progresivo (Radford, 2010).

Radford (2001) apunta que la generalizacion como tal es un proceso semi6tico de los
mas naturales y con la semiosis se pueden objetivizar los objetos mediante signos que
evolucionan a sistemas mas complejos de representacion conforme se avanza en
generalizaciones. Este autor expone que mediante la generalizacion se logran concretar los
objetos a través de simbolos.

Radford (2001, 2010) define tres niveles de generalizacion considerando lo simbolico
y presimbdlico. Define la generalizacion factual como aquella en la cual se utilizan acciones
numeéricas en forma de esquemas de operaciones pero siempre dentro del nivel numérico
expresado en acciones concretas por lo cual aln no se enuncia lo indeterminado. Esta permite
el trabajo con casos especificos de numeros pero sin necesidad del conteo ya que se determina
un patron.

Luego, esta la generalizacion contextual en la cual los estudiantes observan un patron
y pueden explicarlo para cualquier figura dentro de la secuencia sin ser esta descrita por un
namero especifico. En este tipo de generalizacion intervienen los elementos comunicativos
y los matematicos ya que deben existir las explicaciones. Hay un nivel de abstraccién mayor
que en el tipo de generalizacion anteriormente descrito y se presta atencion al lenguaje
utilizado por el estudiante que refleja un nivel de generalidad mediante expresiones
especificas de indeterminacion, por ejemplo: “la siguiente figura”, “para cualquier nimero”,
entre otros. Se da una objetivacion de un esquema operacional que actla con la abstraccién
a pesar de que aun no hay un lenguaje simboélico que da mayor generalidad.

Por Gltimo, esta la generalizacion simbdlica que es la mas general, trasciende al objeto
0 numero especifico de contextos concretos, se habla en general, hay una representacion para
todos los elementos de la sucesion o patron.

Por otro lado, Radford (2010) plantea que existe otro tipo de generalizacion no
algebraica, esta es la aritmética. En este caso en una sucesion o patron los estudiantes

observan lo comun que han observado en algunas figuras sin la habilidad de extenderlo a
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otros casos o incluso de usar informacién que ya han recabado anteriormente ni de brindar
una expresion que represente a cada uno de los términos de la secuencia.

Mason y Pimm (1984) exponen que dentro de la matematica se da una confusion entre
las concepciones de genérico y lo general cuando se introduce al estudiante en el algebra y
se trabaja con simbolos o letras para representar nimeros. A partir de esto es que hacen una
diferencia de lo que es especifico, genérico y general.

Esta diferenciacion esta en términos de la intencidn que se quiera transmitir, es decir,
hay un énfasis en el lenguaje o expresiones utilizadas para expresar la generalidad. Emplean
el término especifico si lo que se expresa son casos en los cuales siempre se trabaja con
nameros concretos. Si se trabaja con expresiones que representan generalidad pero se
requiere de ejemplos concretos para explicar, se habla de casos genéricos. Un ejemplo es
genérico cuando se utilizan casos especificos como representantes de todo un grupo, es decir,
se esta pensando que el ejemplo engloba toda la generalidad. El caso general brinda una
respuesta que representa a todos los elementos de los que se estd hablando, hay una
representacion de lo indeterminado.

Mason y Pimm (1984) exponen un ejemplo de MacHale en el cual se observa la idea
de genérico. Segun ellos, a menudo el Gnico ejemplo que se da de una funcién continua pero
no diferenciable es la funcion valor absoluto, x — |x|, y ocurre que para el docente esto es
genérico, encierra a la familia de funciones x — k|x + a| + ¢, sin embargo, lo que sucede
con los estudiantes es que ven sélo un ejemplo y no al conjunto de funciones tal cual lo ve el
docente.

Por otro lado, en el proceso de generalizacion es fundamental el reconocimiento de
patrones (Cafiadas, 2007), los cuales vienen a ser el resultado de situaciones repetidas con
regularidad (Castro, 1995). Ese proceso se puede llevar a cabo por medio del razonamiento
inductivo el cual se trabaja en un procedimiento de identificacion de patrones y regularidades
a partir de casos particulares (Castro, Cafadas y Molina, 2010). Polya (1989) plantea que “la
induccion es un modo de razonar que conduce al descubrimiento de leyes generales a partir
de la observacion de ejemplos particulares y de sus combinaciones” (p.114). La actividad de
reconocimiento de patrones, el trabajo y analisis sobre las regularidades asi como el
establecimiento de relaciones entre las formas son actividades propias de la matematica

(Castro, 1995).
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Muiltiples investigaciones se han realizado en el marco de las generalizaciones que
Ilevan a cabo los estudiantes y la caracterizacion de las mismas. En el caso de Radford (2010),
la descripcion de los niveles de generalizacion algebraicos expuestos anteriormente, se da
con base en un estudio longitudinal sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra e involucra
cuatro grupos desde la escuela media a la escuela secundaria. El estudio de las
generalizaciones fue hecho sobre patrones y se pretendia investigar sobre el uso que los
estudiantes daban a los signos y al significado de los procesos algebraicos. Dentro de las
actividades a los estudiantes se incluia investigacion aritmética en la que se les preguntaba
sobre cuestiones asociadas a las figuras de posiciones especificas, también sobre las
expresiones de generalizacion en palabras propias de los estudiantes o bien usando lenguaje
algebraico.

Este autor determina que dentro del proceso de percepcidn de patrones entran en juego
actividades semidticas como lo son las palabras, gestos, dibujos, entre otros, los cuales se
utilizan como medios para objetivizar y alcanzar alguna de las capas (niveles) de
generalizacion que describe. Expone que el fin no es que los estudiantes expresen o mismo
de formas diferentes, sino que obtengan formas mas profundas de razonamiento. Por otro
lado este autor se detiene a reconocer los recursos que utilizan los estudiantes y como
contribuyen en los diferentes procesos de visualizacion que llevan a cabo.

En cuanto a investigaciones que se han llevado en la escuela primaria, Blanton et al.,
(2015) presentan el desarrollo de una trayectoria de aprendizaje con estudiantes de primer
grado (de 6 afios aproximadamente) de seis grupos de dos escuelas ubicadas en el noreste de
Estados Unidos.

Metodoldgicamente se llevd a cabo una investigacion de disefio en la cual
caracterizaron, en niveles de sofisticacion, el progreso de los nifios en cuanto al pensamiento
funcional. Dicho pensamiento esta relacionado con las formas de generalizacion que se dan
ante varias relaciones funcionales, las cuales progresan en complejidad segun lo demostrado
en estudios previos. Los niveles de generalizacion que utilizan son ocho y no son
considerados lineales, estos se describen a continuacion:

e Nivel 1. Prestructural: los nifios que exhiben este nivel no describen ni usan
aunque sea implicitamente relaciones matematicas para los datos dados,

tampoco describen patrones recursivos en secuencias individuales de datos o
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entre cantidades covariantes, de modo que no manifiestan haber identificado
una relacion entre las cantidades.

Nivel 2. Recursivo-Particular: los nifios en este nivel han conceptualizado un
patron recursivo como una secuencia de ejemplos particulares, esto es, el nifio
no identifica la caracteristica que comparten todos los ejemplos y por lo tanto
no ha notado una generalizacion que permita enunciar todo el patrén como
una unidad.

Nivel 3. Recursivo-General: en este nivel los nifios conciben un patron
recursivo como una regla generalizada entre valores sucesivos arbitrarios y si
se usan casos especificos para explicar lo que piensan.

Nivel 4. Funcional-Particular: aqui se considera una relacion funcional como
un conjunto de relaciones entre valores especificos que se corresponden entre
Si.

Nivel 5.Primitivo Funcional-General: se da una conceptualizacion de una
relacion funcional entre dos cantidades pero a través de un conjunto de casos
y no so6lo dentro de un conjunto particular, sin embargo, las representaciones
utilizadas son primitivas

Nivel 6. Emergente Funcional-General: en este caso el nifio refleja la
emergencia de caracteristicas claves propias de una relacion funcional
generalizada, aunque la representacion puede que esté incompleta ya que en
algunas ocasiones se puede transmitir una generalizacion de cantidades pero
no la relacién matematica o viceversa o bien se dan generalizaciones parciales.
Nivel 7. Funcional-General Condensado: en esta categoria las funciones son
conceptualizadas como relaciones generalizadas entre cantidades arbitrarias y
explicitas lo que implica que la transformacion matematica es evidente y la
relacion se representa por medio de palabras y notacion algebraica

Nivel 8. Funcion como objeto: aqui los nifios perciben los limites de la
generalidad de la relaciéon lo que les permite concebir que la relacién se
mantiene sobre un conjunto de valores siempre que la situacion del problema

no cambie.
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Las mismas autoras exponen que en la definicion de las categorias anteriores hay
caracteristicas que hacen que unas se parezcan a otras, aunque siguen siendo diferentes. Esto
evidencia que el reconocimiento de niveles de generalizacion no es sencillo y en algunos
casos el investigador puede incurrir en una ambigledad sobre la forma de interpretar la
informacion pero desde su postura y lo que establece, lo justifica.

Las investigadoras determinan que los nifios pueden aprender a pensar de forma
sofisticada y generalizada sobre las funciones desde niveles educativos bajos y cruzando por
diferentes niveles de generalizacion. Ademas se reconoce el aporte que genera el trabajo con
patrones recursivos como preambulo para el reconocimiento de relaciones funcionales,
aunque también se observa que en algunos nifios pudieron ver la relacion entre cantidades
sin la necesidad de los patrones.

Por otro lado, el modo en el que las interacciones son llevadas a cabo durante el
proceso de generalizacion que desarrollan los estudiantes se puede considerar fundamental.
Dicha interaccion es mediada por una serie de intervenciones que se dan entre los
participantes del discurso con fines determinados, en el caso de este estudio, se consideran
los estimulos efectuados al estudiante por parte de la entrevistadora, por esa razén a

continuacion se expone el area de los estimulos efectuados al estudiante.

Estimulos efectuados al estudiante

La primera definicidn que la Real Academia Espafiola brinda de estimulo refiere a un
“agente fisico, quimico, mecénico, etc., que desencadena una reaccion funcional en un
organismo” (Real Academia Espafiola, 2014). Moliner (2016) brinda la definicion de
estimulo en torno a un agente o variacion que genera cambios en un organismo. Se considera
en este trabajo entonces que un estimulo al estudiante es una accion que se efectla como un
desencadenante de efectos o cambios en el comportamiento, procesos o respuestas del
estudiante al que se le realizan. En esta investigacion se consideran los estimulos que efectua
la entrevistadora al alumno como medio para la manifestacién de razonamientos asociados a
la generalizacion.

Soller (2001) en su estudio, cuyo foco es el aprendizaje colaborativo, plantea que los

estudiantes tienden a aprender de forma maés efectiva en grupos en los cuales discuten,

18



explican, preguntan, justifican y argumentan sus razonamientos a la vez que reflexionan
sobre su conocimiento, sin embargo, esto solo se logra en equipos activos. En su
investigacion, llevada a cabo dentro de la interaccion efectiva de aprendizaje colaborativo,
se identificaron caracteristicas que fueron divididas en cinco categorias: participacion,
fundamentacion social, habilidades de aprendizaje activo conversacional, analisis de
actuacion y de grupo, e interaccion promotora. Dentro de las caracteristicas se observa como
los estudiantes toman turnos para cuestionar, contribuyen en los aportes que se generan,
sugieren, se contribuye a la comprension de todos los involucrados en el grupo, etc., de modo
que se promueve un aprendizaje grupal.

Para Soller (2001) “los estudiantes que mas se benefician de la situaciones de
aprendizaje colaborativo son aquellos quienes alientan a otros a justificar sus opiniones, y
articular y explicar su pensamiento” (p.45).

Si bien la investigacion que planteamos no estd relacionada con el trabajo
colaborativo y activo, se da una reinterpretacion de lo expuesto y se reconoce el papel del
profesor en las interacciones entre los participantes en los roles de preguntar, argumentar,
motivar, discutir, etc., mientras se da una construccion o muestra de conocimiento.

A partir de las ideas de Soller (2001), bajo la naturaleza de nuestra investigacion, en
los roles activos de generacion o evidencia de conocimiento por parte del estudiante, la
entrevistadora obtiene informacion a través del planteamiento de preguntas y la ejecucion de
estimulos al estudiante, con el fin de tener referencias sobre su conocimiento o capacidad de
generalizacion y asi reorientar el aprendizaje o la situacion que se esta trabajando.

Soller (2001) considera tres habilidades relacionadas con el trabajo colaborativo:
conversacion, aprendizaje activo y conflicto creativo. Para su descripcion se basa en la
taxonomia de McManus y Aiken (1995) en la cual dentro de cada habilidad se ubican
subhabilidades que a su vez involucran atributos, que vienen a ser tipos de actividades que
las caracterizan. Se presenta una descripcion de las habilidades, subhabilidades y atributos
(los cuales se colocan entre paréntesis) que presenta esta autora en su trabajo

Conversacion

e Reconocer: se reconoce la importancia de los aportes recibidos (apreciar,

aceptar y rechazar).
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Mantener: se procura apoyar la cohesién e involucramiento de los
participantes (solicitar atencion, sugerir acciones, solicitar confirmaciones,
escuchar y disculpar).

Tarea: implica reorientar el trabajo hacia otro énfasis (coordinar procesos de
grupo, solicitar cambio de énfasis, resumir informacion y finalizar la

participacion).

Aprendizaje activo

Motivar: se da una retroalimentacion y reforzamiento positivo (animar y
reforzar).

Informar: se avanza la conversacion por medio de informacion o consejo
(parafrasear, liderar, sugerir, elaborar, clarificar, justificar y afirmar).
Solicitar: se solicita ayuda o sugerencias al resolver problemas (solicitud de
informacion, elaboraciones, clarificacién, justificaciones, opiniones e

ilustracion o explicaciones).

Conflicto Creativo

Mediacion: esta relacionada con la intervencion que lleva a cabo el docente y
cdémo es involucrado en el proceso.

Discutir: se razonan los comentarios o sugerencias que otros han realizado
(conciliar, estar de acuerdo o en desacuerdo, ofrecer alternativas, inferir,

suponer, proponer excepciones y dudar).

Dentro de la taxonomia brindada anteriormente la autora también aporta algunas

expresiones verbales que acorde con la intencion de las mismas se asocian a cada uno de los

atributos para que la habilidad mostrada pueda ser identificada con mayor facilidad.

En el trabajo de Soller (2001) se aprecia que a partir de una mediacion activa en los

procesos educativos en los que participan los estudiantes, las intervenciones contribuyen en
un refuerzo o reorientacion del proceso llevado a cabo para promover un mejor aprendizaje

0 bien exhibir conocimiento o habilidades ya presentes en los estudiantes.

Entre otros estudios, una investigacion que permite valorar el impacto de las

intervenciones docentes en el progreso de los estudiantes en su forma de expresar
conocimientos es la de Warren (2006). Esta investigadora lleva a cabo un estudio con el cual

pretende identificar como la relacion que se da entre la habilidad de expresar generalizaciones
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de forma escrita y simbdlica se ve influenciada por la intervencion docente. A través de la
investigacion determind que tras las intervenciones, una quinta parte de los estudiantes podia
realizar ambos tipos de generalizaciones, y no s6lo eso sino que la ayuda docente contribuyo
a la identificacion de la generalizacion para expresarla como regla y como ecuacién. Dicha
investigacidn involucra situaciones con patrones crecientes, asi que la generalidad se observa
segun posiciones dentro del patron.

En la intervencion docente se considerd el uso de materiales concretos, también se
emplearon patrones lineales en los que era explicito lo visual asi como la regla que se
establecia entre la posicion de los términos y el patron, y se hacian preguntas que
relacionaban u orientaban a determinar la relacion. La autora manifiesta que los modos para
determinar las reglas de acuerdo a la posicion de los elementos dentro de un patron recae en
tres categorias: cuando se usa un solo término predecir la relacion para otros términos, usando
una estrategia aditiva notando relaciones entre términos consecutivos o bien mediante una
estrategia funcional en la cual se establece una relacién de dependencia entre dos conjuntos
de datos, por ejemplo se toma en cuenta la posicion para obtener la forma general de los
términos.

En el estudio participan 27 nifios de quinto grado de primaria (10 afos), el profesor y
dos investigadores. Las actividades se organizaron en cuatro sesiones de una horay las tareas
propuestas eran libres de contexto para que este no influenciara en el desarrollo del trabajo.
Las acciones docentes efectuadas implicaron la utilizacién de un lenguaje y acciones que le
permitiera a los nifios establecer relaciones entre el patron y las tablas de valores, asi como
incorporar lenguaje especifico que les orientara a describir el patron de forma més sencilla e
incluso utilizar simbolismo tras su introduccion.

Finalmente la investigadora menciona que los nifios desde corta edad pueden trabajar
con algebra y que las acciones docentes influyen en el proceso de generalizacién que llevan
a cabo, ademas de que considera que muchas de las dificultades que los nifios tuvieron se han
visto en otras investigaciones con jovenes, lo que sugiere que tal vez lo que influye es la
experiencia a la que se enfrentan los estudiantes. Tampoco se deja de lado que otro elemento
que influye en el aprendizaje del algebra es que en muchos casos es introducida junto con el
simbolismo de una forma abrupta (Warren, 2006), lo cual recae nuevamente en las practicas

a las que los estudiantes son expuestos.
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En otros estudios (Blanton y Kaput, 2004; Carraher et al., 2008) se logra observar a
partir de los resultados o la metodologia empleada, que la intervencion docente y acciones
como parafrasear, organizar o redirigir las respuestas o procedimientos de los estudiantes,
fueron importantes en el proceso de obtencion de informacion y la demostracion del
pensamiento funcional de los nifios.

Como sintesis, en este apartado se han expuesto los principales componentes tedricos
que dan sustento a la investigacion y permiten a su vez asumir una postura respecto a los
niveles de generalizacion que los estudiantes manifiestan y los estimulos que se le pueden
efectuar para tal efecto y contribuir en el proceso que llevan a cabo, de acuerdo a los aportes
de diferentes autores, investigaciones previas que se han realizado y el contexto propio de
esta investigacion. En el siguiente capitulo se explica la forma en que la investigacion ha sido
llevada a cabo para abordar el problema de investigacion planteado y dar respuesta a los
objetivos propuestos, alli se expone el paradigma metodolédgico que se ha asumido, la técnica
de recoleccion de datos empleada, los sujetos que participan asi el modo en que la

informacion recolectada ha sido analizada.
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Capitulo 3. Metodologia

En este capitulo se precisa el paradigma de investigacion y el método que se ha
adoptado en este estudio. También se describen el instrumento de recoleccion de informacién
utilizado y las principales caracteristicas de los participantes en el estudio. Por Gltimo se

concreta como la informacion recogida fue analizada.

Paradigma de investigacion

En esta investigacion se pretende analizar en profundidad los niveles de
generalizacién que alcanzan estudiantes de cuarto curso de primaria, tomando en cuenta la
intervencion de estimulos realizados por una docente-entrevistadora al alumno mientras se
enfrenta a una tarea que involucra una relacion funcional. Se considera, por tanto, que este
estudio se inscribe en el enfoque cualitativo, en el cual segin Barrantes (2007) la
investigacion “postula una concepcion fenomenoldgica, inductiva, orientada al proceso.
Busca descubrir o generar teorias. Pone énfasis en la profundidad y sus analisis no
necesariamente, son traducidos a términos matematicos” (p.71). En este caso se persigue
entender un fendmeno educativo en su realidad mediante el estudio de la interaccion de los
componentes del mismo: profesor, estudiante y el problema matematico. Hay un interés por
comprender el fendmeno desde el punto de vista del actor (Barrantes, 2007).

En nuestro caso la intencion principal es llevar a cabo un analisis del proceso y los
niveles de generalizacion exteriorizados por el estudiante tomando en cuenta los estimulos

que recibe de la entrevistadora.

Metodo de investigacion

La investigacion que aqui se describe es parte de una investigacion de disefio méas
general, concretamente un experimento de ensefianza. Este tipo de estudios persiguen
comprender y mejorar la realidad educativa considerando contextos naturales en su
complejidad, a la vez que se busca desarrollar y analizar un disefio de ensefianza especifico
(Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).
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El experimento de ensefianza referido implica el trabajo en el aula con tareas
disefiadas para promover manifestaciones de pensamiento funcional por parte de alumnos de
primaria. En algunas partes de las tareas se solicitaba al estudiante usar o interpretar
diferentes sistemas de representacion como tablas, lenguaje verbal y letras; estas ultimas
fueron introducidas para representar cantidades indeterminadas. La recoleccion de datos se
realiz6 durante dos cursos académicos consecutivos. Durante el primer curso participaron
tres grupos de una escuela primaria en el sur de Espafia y de niveles diferentes: primer curso
con 30 estudiantes, tercer curso con 27 estudiantes y quinto curso con 25 estudiantes. Los
alumnos participantes no habian trabajado previamente en el aula actividades matematicas
relativas a funciones ni al uso de los sistemas de representacion simbdlico-algebraico o
tabular. En el siguiente curso académico se trabajé con una seleccion de los mismos
estudiantes que en este caso cursaban segundo, cuarto y sexto de primaria. En este curso se
implementaron entrevistas semiestructuradas orientadas a complementar los datos
recolectados el curso previo. La investigacion que aqui se presenta considera los datos
recogidos en este segundo curso académico con estudiantes de cuarto de primaria.

El disefio metodoldgico que se sigue es descriptivo, el cual segun Hernandez,
Fernandez y Baptista (2007) tiene como objetivo “indagar la incidencia y los valores en que
se manifiestan una o mas variables; o ubicar; categorizar y proporcionar una vision de una
comunidad, un evento, un contexto, un fenémeno o una situacion” (p.144). Por otro lado, la
investigacion también es exploratoria ya que se estudia una situacion poco estudiada con
anterioridad y hay insuficientes antecedentes relacionados (Hernandez et al., 2007) y en
consecuencia se desea investigar mas sobre el tema y profundizar en los resultados que se
obtienen.

En la investigacion se pretende analizar y describir el proceso de generalizacion que
llevan a cabo los estudiantes al enfrentarse a una situacion que involucra una relacién
funcional para poner de manifiesto su pensamiento funcional. Se describen a su vez los
elementos de intervencion docente que median en tal proceso de generalizacion que llevan a

cabo los estudiantes.
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Técnica de recoleccion de informacion

La técnica de recoleccion de informacion que se ha utilizado en este trabajo es una
entrevista semiestructurada e individual orientada a obtener informacion que permita luego
analizar los niveles de generalizacion que alcanzan los estudiantes durante la resolucion de
una tarea bajo el cual subyace una relacion funcional.

La entrevista como método de recoleccion de datos consiste en una reunion mediante
la cual se intercambia informacion entre el entrevistador y el entrevistado (Hernandez,
Fernandez y Baptista, 2006). En particular, la entrevista que se desarrolla es
semiestructurada, esto significa que se tiene una guia de preguntas que orientan la entrevista,
sin embargo, hay flexibilidad a la hora de desarrollarla (Hernandez et al., 2006).

La entrevistadora plantea una serie de preguntas a cada estudiante, acorde a la
organizacion inductiva de la tarea que involucra una transicion desde el trabajo con casos
especificos hasta los mas generales en los que finalmente se involucra simbologia algebraica.
Segln considera necesario para reorientar el trabajo o resultados del estudiante, efectla
estimulos que faciliten la manifestacion de pensamiento funcional y fomenten una evolucién
en el proceso de generalizacion.

Concretamente a los estudiantes se les propone una tarea basada en la siguiente

situacion:

A mi familia y a mi nos gusta mucho ir a esquiar a la sierra. Mientras esquiamos
dejamos el coche en el parking. Entrar en el parking cuesta 2€ y cada hora completa que

pasa el coche en el parking cuesta 1€.

La entrevista esta estructurada en una secuencia de preguntas que asciende en niveles
de generalizacién esperada en el estudiante, esta se describe en los parrafos siguientes.

Al iniciar la entrevista se plantean preguntas orientadas a que el estudiante trabaje con
numeros especificos dentro de la situacion planteada. Se espera que, a partir del trabajo con
numeros concretos, el estudiante identifique la relacion funcional que subyace en la situacion
planteada. Segun la propia organizacion de la entrevista, se han considerado dos tipos de
nameros especificos, en primer lugar las preguntas de la 1 a la 5 involucran numeros

especificos pequefios, esto es numeros naturales menores al 100, luego de la 6 a la 7, nimeros
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especificos grandes, es decir, nimeros naturales mayores o iguales a 100. No en todas las
entrevistas se utilizan los mismos nimeros; en algunas ocasiones el niumero especifico de
horas para trabajar es solicitado al estudiante.

En las preguntas con numeros especificos pequefios se cuestiona al estudiante sobre
el nimero de euros asociado a diferentes cantidades de horas. A continuacion se exponen las

cinco primeras preguntas de la entrevista:

1. Si hace mal tiempo y solo dejamos el coche una hora en el parking ¢cuantos euros nos
cuesta?

¢ Cuéntos euros nos cuesta el parking si dejamos el coche 3 horas?

¢ Cuéntos euros nos cuesta el parking si dejamos el coche 5 horas?

¢ Cuantos euros nos cuesta el parking si dejamos el coche 10 horas?

a ~ DN

Como lo estamos pasando muy bien, decidimos quedarnos alli una noche y esquiar al
dia siguiente. Entre los dos dias dejamos el coche ha estado en el parking 20 horas

¢Cuénto euros nos cuesta el parking?

En las preguntas que contindan se utiliza un nimero de horas igual o superior al 100.

A continuacion se muestran ejemplos de las preguntas 6 y 7:

6. Si pasamos un puente entero de cinco dias (120 horas), ¢cuantos euros nos cuesta el
parking?

7. Decidimos pasar tres semanas (500 horas aproximadamente), ¢Cuantos euros nos
cuesta el parking?

Continuando con la entrevista, en la pregunta ocho se hace un cambio directo de
intencidn, esta se orienta a que el estudiante empiece a manifestar un nivel de generalizacion
superior. Si bien puede que el estudiante explique con nimeros especificos el patrén que
observa a partir de los resultados que obtiene, se espera que evidencie generalidad en la
respuesta que brinda segun expresiones verbales de indeterminacion que implican
generalidad.

La pregunta es la siguiente:
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8. Lo estamos pasando tan bien que hemos perdido la nocion del tiempo y no sabemos
cuéntas horas hemos pasado ¢;como podemos saber cudntos euros nos cuesta el

parking?

Finalmente la Gltima pregunta estd orientada a que el estudiante de forma general
exprese la relacion funcional e involucre una letra o simbologia algebraica que represente lo
indeterminado en la relacion funcional subyacente en la tarea. Se espera que el estudiante
brinde una expresion algebraica que represente a todos los términos que se obtienen de la

relacion funcional.

9. Imagina que llamamos N al nimero de horas que hemos dejado el coche en el parking

mientras esquiabamos. ¢ Cuéntos euros nos cuesta el parking?

Dado que a s6lo a algunos estudiantes se les plantearon preguntas sobre la relacion
funcional inversa entre cantidades, en este estudio Unicamente es considerada la informacion

correspondiente a la relacion funcional directa.

Participantes

En las entrevistas participan ocho estudiantes de cuarto curso (de aproximadamente
9-10 afios de edad) que estudiaban en una escuela privada y habian participado en la recogida
de datos previa del experimento de ensefianza. Los sujetos fueron seleccionados
intencionalmente de acuerdo a los criterios: disposicion a contribuir y manifestacion de

diferentes niveles de rendimiento académico (bajo, medio y alto).

Analisis de la informacion

En este apartado se expone el modo en que la informacion recolectada en el estudio

es categorizada y analizada acorde con lo definido anteriormente.
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Una vez que son realizadas las entrevistas, la informacion recabada por medio de
grabaciones de video y producciones escritas?, es transcrita® y posteriormente codificada. En
las transcripciones, de las intervenciones y preguntas que hace la entrevistadora se analizan
los estimulos efectuados al estudiante y en las respuestas que da el estudiante se analizan las
manifestaciones de generalizacion.

Las categorias empleadas en el analisis fueron generadas a priori, basadas en los
aportes de diversos autores y conforme a una revision superficial de los datos recolectados.
Las categorias se dividen en dos grandes grupos, por un lado estdn los niveles de
generalizacion que manifiestan los estudiantes y por otro los estimulos llevados a cabo por

la entrevistadora.

Niveles de generalizacion

Como parte del analisis, las manifestaciones de generalizacion en las respuestas de
los estudiantes son categorizadas. Si bien las preguntas de la entrevista estan orientadas a
obtener un tipo de respuesta esperada, las respuestas de los estudiantes son variadas y se
pueden notar diferentes niveles de generalizacion en estas con una sola pregunta. Este
fendmeno de variedad de opciones en las respuestas es motivado en cierta medida por las
intervenciones hechas por la entrevistadora para obtener evidencias del pensamiento
funcional de los alumnos.

La clasificacion en niveles de generalizacion se hace de acuerdo a si el estudiante en
sus respuesta muestra indicios del reconocimiento de la relacion funcional subyacente en la

tarea. Segun la forma en que manifiesta la generalizacion, asi se categoriza (ver Figura 1).

2 Las producciones escritas de los estudiantes se pueden consultar en el vinculo
https://drive.google.com/open?id=0B-SiYaQ261YUdkIkNVB5NGxwRmc
8 Las transcripciones de las entrevistas se pueden consultar en el vinculo
https://drive.google.com/open?id=0B-SiYaQ261YUaU90Njd0ZnB2UkU
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Reconocimiento de Manifestacion de
la relacion funcional generalizacion

No se evidencia
reconocimiento de la
relacién funcional

No hay
generalizacién

Generalizacion
Numérica

Generalizacién

Condicionada
Se evidencia

reconocimiento de la¢

relacion funcional
Generalizacion

Verbal

Generalizacién
Simbdlica

Figura 1. Niveles de generalizacion y reconocimiento de la relacion funcional

Los niveles de generalizacion establecidos ascienden en nivel de generalidad desde
una posicion en la cual no se evidencia generalizacion, hasta otras que pasan por el uso de
nimeros concretos, expresiones verbales de indeterminacion y finalizando con el uso de

simbologia algebraica como se describen a continuacion.

e No hay generalizacion (EO)

En este nivel, ante las preguntas planteadas por la entrevistadora, el estudiante recurre
a métodos de conteo 0 sumas repetidas en las cuales involucra ndmeros especificos
mencionados en la pregunta u otros, no dando muestras de haber percibido la relacion
funcional que subyace en la tarea. A modo de ejemplo a continuacion se muestra un extracto
de entrevista con el alumno A4 en el que se observa como para obtener una respuesta recurre
a un procedimiento de sumas repetidas haciendo uso de resultados previos. También es
importante mencionar que en este caso hay un mayor énfasis por parte del alumno en obtener
un resultado (el cual particularmente es incorrecto) que en determinar un patron. Algunas de

las respuestas dadas son correctas y otras no.
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E*. Imaginate que vas un dia y lo pasas entero ahi, entonces claro debes dejar
el coche en el parking, entonces lo terminas dejando 10 horas. ¢Cuénto tendrias que
pagar?

A4. Pues..., 10 horas; 5+1 igual a 6; 6+1, 7; 7+1, 8; 8+1, 9; 9+1, 10; 10+1,

11; serian 21.

e Numeérica: Numérica con numeros pequefios (N1) y Numérica con nimeros
grandes (N2).

El estudiante da muestras de haber identificado la relacion funcional que subyace en
la situacién planteada. En su respuesta utiliza nimeros especificos involucrados en las
preguntas que se le plantean. Dado el nivel de especificidad, la categoria se divide en dos
segln si en su respuesta el estudiante hace referencia a numeros pequefios (N1), es decir
menores a 100, o con ndmeros grandes (N2), es decir mayores o iguales a 100. A
continuacion se muestran ejemplos de respuestas codificadas en cada una de estas categorias.

E. Exactamente, son 20 horas que dejas el coche en el parking. ¢Cuanto
tendrias que pagar A1?
Al. Pues 20, si cada hora tienes que pagar, pues, y tenemos 20 euros, pues 20

euros mas los 2 que tenemos que pagar para entrar, 22, 22 euros.

E. Ahora dime un nimero muy grande A2.

Al. 1000

E. 1000, 1000 horas en el parking eso es dinero, eh. Imaginate que estas 1000
horas, dejas el coche 1000 horas en el parking, ¢cuanto tendrias que pagar?

A2. 1002 euros.

E. Y si estds, ..., otro numero mds grande.

A2. Un millon

* El significado de las siglas empleadas en las entrevistas es el siguiente: E: Entrevistadora;
Al: Estudiante 1; A2: Estudiante 2; A3: Estudiante 3; A4: Estudiante 4; A5: Estudiante 5; AG6:
Estudiante 6; A7: Estudiante 7 y A8: Estudiante 8.
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E. Un millén, bueno, pues sera bastante dinero.

A2. Pues un millén de euros con dos.

e Condicionada (C)

El estudiante da muestras de haber reconocido la relacion funcional en casos
generales pero recurre a una ejemplificacion que involucra numeros especificos para explicar
su respuesta. Por ejemplo, el alumno A2 manifiesta este nivel de generalizacion en el
siguiente segmento de entrevista

E. Imaginate que no sabemos exactamente el nimero de horas que dejamos el
coche en el parking, lo voy a poner asi “numero de horas” [la entrevistadora lo
escribe], el que sea. ¢ Como estas calculando siempre lo que tienes que pagar?

A2. Porque por ejemplo 50, uno cada uno, asi llegamos a 50, entonces 50 euros

mas 2 que he tenido que entrar al parking, pues me dan 52.

e Verbal (V)

El estudiante reconoce la relacion funcional y la expresa usando expresiones verbales
generales con las que alude a lo indeterminado. A continuacion se muestra un caso en el cual
el estudiante evidencia la relacion entre el nimero de horas en el parking y las de euros que
se deben pagar y la expresa usando lenguaje verbal general. Utiliza la expresion “a lo que
sea” parar referir al nimero de horas.

E. Aqui es un nimero cualquiera, el que sea, ¢,cdmo calcularias el nimero de
euros?

A3. ¢No tengo el tiempo ahi? [Inaudible].

E. Si, pero el problema es que no sabemos el nimero de horas que lo dejamos.

A3. Pues el tiempo que te cuenta.

E. El tiempo que se te cuenta, y ¢qué haces con ese tiempo que te cuenta?

A3. Pues le sumas 2 a lo que sea.

e Simbolica (S)
En esta Gltima categoria el estudiante reconoce la relacion funcional y la expresa
usando lenguaje algebraico simbdlico. Incluimos en esta categoria los casos en los que el
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estudiante muestra comprension del uso de representaciones de indeterminacion si estas son
utilizadas o las manipula para expresar la generalidad de la relacion funcional involucrada en
la tarea: el estudiante explica verbalmente el funcionamiento de letras o expresiones de
indeterminacion que se utilizan para expresar la generalidad de la relacion funcional
involucrada en la tarea. También puede que el estudiante escriba la expresion algebraica
asociada a la relacion funcional implicita en la tarea cuando son introducidas letras que
representan lo indeterminado.

Se muestra un ejemplo referido al estudiante A6 en el cual tras hacerse una aclaracion
del significado algebraico de la letra Z, de forma natural escribe la expresion algebraica que
representa el total de euros a pagar seglin una cantidad indeterminada de horas que ha pasado
el coche en el parking.

E. Vale y si ponemos Z horas como lo podrias escribir, ¢se te ocurre alguna
manera de escribirlo?

AB. Eh, es que no sé lo que es Z horas.

E. Le pasa como a X, es otro nimero que no sabemos cual es, a las letras
siempre les pasa eso, no sabemos exactamente qué namero es, pero puede ser
cualquier namero.

AB6. Pues podria poner a lo mejor Z+2, pues las horas que estd mas 2 del
parking.

E. ¢Y si yo te pusiera N horas?

AB6. Lo mismo.

E. ¢Lo mismo qué?

AB6. Pues lo mismo que esto y que esto [sefiala el X+2y Z+2]

E. ,Como lo escribirias?

A6. Pues N+2

En la definicion de los niveles de generalizacion anteriores son consideradas los
contribuciones de Mason y Pimm (1984), Radford (2001, 2010) y Blanton et al., (2015) en
esta area. Los primeros autores aportan una vision de lo que es considerado como genérico y
general y la forma en que esta presente en la matematica. Su caracterizacion permite la

acotacion de los casos en que los nifios llevan a cabo un trabajo de generalizacion a partir
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nameros especificos como se observa en la categoria N1 y N2, o bien con la intencién de
explicar una postura sobre la generalidad, se hace uso de ejemplos genéricos, lo cual se
evidencia en la categoria de generalizacion C. Finalmente la manifestacion de lo general que
representa a todos los elementos de los que se habla en un patron, es utilizada en la categoria
V por medio de la cual se expresa la generalizacion de forma verbal y en S donde se recurre
al uso de lenguaje algebraico.

Las capas de generalizacion de Radford (2001, 2010) se ponen de manifiesto en este
trabajo desde la categoria EO. En la categoria EO, se incluyen rasgos de la generalizacion
aritmética: el estudiante determina una caracteristica comin en una cantidad limitada de
elementos y recurre a procesos aritméticos de sumas repetidas o de conteo para caracterizar
la forma de los elementos. En cuanto a las capas de generalizacidn algebraica, la factual esta
relacionada con la generalizacion numérica N1 y N2, los estudiantes identifican un patron
pero se hace uso de operaciones siempre con ndmeros concretos. La generalizacion
contextual esta vinculada con la generalizacion verbal V, en la cual los estudiantes relejan un
reconocimiento del comportamiento de patrén y hacen uso de expresiones de
indeterminacion verbales. Posteriormente la generalizacion simbdlica estd matizada en este
trabajo en la categoria S mediante el uso expresiones escritas de indeterminacion cuando son
introducidas al estudiante letras que representan lo indeterminado.

Las categorias de Blanton et al. (2015) a pesar de que no estan correspondidas de una
forma estricta con las aqui propuestas, son consideradas en términos de la manifestacion de
reconocimiento de la relacion funcional implicita en la tarea como, se aprecia en la figura 1.
Respecto a la relacion de los niveles de generalizacion con la forma en que se reconoce la
relacién funcional, se ha considerado por ejemplo si los estudiantes hacen un reconocimiento
de un patrén por medio de la recursividad como se podria percibir en la categoria EO y sin
trascender a casos siguientes, o bien si se reconoce una relacion entre dos cantidades que

varian, como se observa de diferente forma desde el nivel N1 hasta el S.

Estimulos efectuados al estudiante

En el segundo objetivo especifico de este trabajo se plantea analizar como influyen

los estimulos de la entrevistadora en el proceso de generalizacion que llevan a cabo los
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estudiantes de primaria. Por esta razén es que dentro del andlisis de los datos son

considerados dichos estimulos. Los estimulos efectuados no son descritos a nivel sintactico,

sino de intencion; puede que una expresion o0 accién se use con dos intenciones

completamente diferentes. A continuacion, para cada uno de los estimulos que distinguimos

se brinda la descripcidn asi como un ejemplo de intervencion de la entrevistadora en la que

estos se ven involucrados.

De confianza (I11): este estimulo se orienta a generar una atmosfera de tranquilidad
para el estudiante para que trabaje de modo mas sereno. Su prop6sito es crear un
espacio ameno de conversacion, se relaciona con la actividad de motivar y alentar al
estudiante. Algunas expresiones que son utilizadas son por ejemplo: “t0 tienes
tiempo”, “no te preocupes” y otras.
En el siguiente extracto se muestra una intervencion de la entrevistadora

donde se lleva a cabo este tipo de estimulo 11 para transmitir tranquilidad.

E. Entonces si lo dejas 10 horas, ¢cuanto te cobran por 10 horas?

A4. Ah, entonces por 10 horas me cobran 10.

E. Piénsalo, tu tienes tiempo, tu no contestes rapido, podemos pensar [11]

A4. El resultado es 12, porque al principio nos anotan 2 euros y luego anotan

1 euro, pues serian 12, porque 10+2 son 12.

De reafirmacion (12): en este caso la entrevistadora afirma sobre el proceso que el
estudiante lleva a cabo y en ocasiones solicita también una explicacion sobre el
procedimiento efectuado. Algunos estimulos de este tipo son: “muy bien”, “entiendo”,
“;como lo has hecho?”. Es posible que la respuesta del estudiante no sea correcta pero
se busca que continGe razonando sobre la tarea o explique su razonamiento.
En el siguiente fragmento se muestra el estimulo de reafirmacion mediante el
cual se confirma al estudiante el resultado para que continde.
E. Exactamente, son 20 horas que dejas el coche en el parking. ¢Cuanto
tendrias que pagar A1?
A. Pues 20, si cada hora tienes que pagar, pues, y tenemos 20 euros, pues 20
euros mas los 2 que tenemos que pagar para entrar, 22, 22 euros.
E. Vale, muy bien. Muy bien, a ti no te engafian facilmente. [12]
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De correccidn (13): se pretende que el estudiante identifique un error que ha cometido
y lo corrija. Por ejemplo se interviene con expresiones como ““;estas seguro?”’. Cuando
el docente interviene para correcciones se fomenta la duda, también se mantiene la
conversacion cuando se solicita confirmacion al estudiante sobre sus resultados
buscando que reconozca el error en que esta incurriendo.
En el siguiente segmento de entrevista al estudiante Al la entrevistadora
realiza una observacion que le permite al estudiante encontrar un error y corregirlo.
E. Sino imaginate que vamos a dejar el coche alli toda la noche si luego cierran
el parking.
Al. [Anota] ya esta.
E. Sabes, estoy pensando una cosa, hay algo que no entiendo bien.
Ta has puesto que una hora cuesta un euro, pero en realidad si pasa una hora
¢cuanto tendria que pagar? [13]

Al.3 euros

De cambio de intencidn (14): con el propdsito de guiar y contribuir al estudiante en su
progreso o bien obtener respuestas diferentes a las que ha obtenido, la entrevistadora
cambia la intencion de las interrogantes o intervenciones que ha hecho, razén por la
cual parafrasea, replantea sus observaciones o preguntas y reorienta el proceso de
obtencion de informacion.

En la entrevista al estudiante A6 en un determinado momento se introduce la
letra X que representa una cantidad indeterminada de horas que pasa el coche en el
parking, para que el estudiante explique el modo en que utilizaria la letra. Este lo hace
de forma verbal y dando ejemplos especificos, sin embargo, la entrevistadora hace un
cambio de intencidn orientado a que el estudiante ahora explique de forma simbolica
la forma en que se utiliza la letra, de este modo le pregunta si tiene sentido la forma
escrita X+2 para representar el dinero que se debe pagar, y se obtiene lo siguiente

E. TG imaginate que no sabemos exactamente las horas que vamos a estar, pero

te digo, imaginate que voy a estar x horas, x no sabemos qué namero es. Sabemos que
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es un ndmero pero no sabemos cual es. ¢Cémo puedo yo saber los euros que voy a
pagar en el parking?, si yo tengo x horas.

AB6. Pues que si tu tienes x horas pues le afiades 2, todas las horas que estés le
afnades 2. Por ejemplo si estads 10 horas pues el afiades 2 y si son 3 le afiades 2. [en
este momento escribe un 2 en el espacio]

E. ¢Y eso lo podriamos poner asi?, si yo te pongo cuantos euros van a ser, Si
yo te pongo esto x+2 te parece que eso puede ser ¢0 no?, ¢esto es distinto a lo que me
estas diciendo? [14]

AB. A ver, si puede ser porque x es un numero, el que sea, pues si le afiades 2
tienes lo que tienes que pagar.

E. ¢Y se podria escribir asi?, como x+2.

AB. Si.

De repeticion de informacion (15): en estos casos la entrevistadora repite datos que se
han utilizado anteriormente con respecto a la informacion de la tarea o resultados
previamente determinados. En este caso usa expresiones del tipo “recuerda que”.

En el ejemplo que se presenta, la entrevistadora de una u otra forma retoma
informacidn que anteriormente ha comunicado al estudiante para que la utilice en su
razonamiento.

E. Y ahora imaginate que no sabemos exactamente el nimero de horas. En
numero vamos a poner ‘‘cualquiera de horas”, ;como calcularias tu el numero de
euros que tendrias que pagar?

A3. No sé.

E. Aqui es un nimero cualquiera, el que sea, ¢,coémo calcularias el nimero de
euros? [15]

A3. ¢No tengo el tiempo ahi? [inaudible]

E. Si, pero el problema es que no sabemos el nimero de horas que lo dejamos.
[15]

A3. Pues el tiempo que te cuenta.
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De sugerencia de procesos (16): se insinda al estudiante que puede llevar a cabo un
proceso o procedimiento para determinar la respuesta deseada. Puede aludirse a
procedimientos que el estudiante ya ha realizado antes. Se fomenta la discusion y la
obtencion de informacién. Algunas intervenciones son realizadas en términos de
“;,como harias esto?” o “;qué operacion realizarias?”

En el segmento siguiente se induce al estudiante a razonar sobre el
procedimiento que ha estado Ilevando a cabo y de este modo explicar y examinar su
estrategia.

E. Vale. Yo te voy a escribir aqui una cosa.

Imaginate que no sabemos exactamente el nimero de horas que dejamos el
coche en el parking, lo voy a poner asi “numero de horas”, el que sea.

¢,Como estas calculando siempre lo que tienes que pagar? [16]

A2. Porque por ejemplo 50, uno cada uno, asi llegamos a 50, entonces 50 euros
mas 2 que he tenido que entrar al parking pues me dan 52.

E. ¢Y t0 me lo sabrias explicar en general?, ;Cémo lo haces sin tener que

decirme 50, 100?, sin los nimeros. [16]

De aclaracion (17): la entrevistadora aclara al estudiante las intervenciones que hace
o la nueva informacion que introduce en el transcurso de la entrevista.

Al estudiante A8 se le efectia un estimulo de aclaracion cuando son
introducidas en la tarea las letras que representan lo indeterminado, la entrevistadora
le explica la forma en que las letras son utilizadas

A8. Que como la x en nimeros romanos es 10, entonces serian 12.

E. Ah, vale, explicamelo aqui. Ahora te voy a poner una que no sepas qué
significa en nimeros romanos.

A8. “como x horas en numeros romanos es 10 entonces serian 12€”. [la
estudiante escribe y luego lo lee en voz alta]

E. Y si tenemos Z horas [escribe “Z horas’], no sabemos el numero que es,
puede ser cualquier nimero, puede ser 5, 20, 20, 500 millones, 400, lo que sea. Yo lo
que quiero que me expliques es si sabes que hay Z, ¢como calcularias lo que tienes que
pagar? [17]
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A8. Pues el nimero que sea Z mdas 2. [Escribe “el numero que sea Z mas 2]

En la categorizacion de estimulos aqui descrita se ha hecho una reinterpretacion de
los aportes de Soller (2001), hacia acciones que lleva a cabo la entrevistadora durante el
desarrollo de la resolucion de la tarea por parte del estudiante, con el fin de ayudarle en el
proceso y a la vez evidenciar los niveles de generalizacion que pueden manifestar. Las
caracteristicas de interaccion que Soller (2001) propone han inspirado la definicién de los
estimulos que se presentan, sin embargo, no estan relacionadas de forma estricta con los
estimulos propuestos.

En cuanto al vinculo del aporte de la autora, sefialado en el marco teorico, y los
estimulos propuestos, el estimulo 11 esta asociado con las actividades de motivar, mediada
por la accién de animar; 12 se relaciona con acciones como reforzar, animar, afirmar,
confirmar, estar de acuerdo y a la vez, solicitar argumentaciones, justificaciones o
explicaciones; 13 se vincula con el hecho de dudar o bien solicitar aclaraciones o
justificaciones; 14 se asocia a las préacticas de parafrasear, sugerir, cambiar el énfasis que se
ha dado; 15 se vincula con la actividad de resumir la informacion; 16 concierne a actuaciones
como sugerir, ofrecer alternativas y sugerir acciones; por tltimo 17 se liga con procesos como
clarificar o explicar.

En la figura 2 se muestra en resumen la interaccion entre los diferentes elementos
considerados en el andlisis de la informacion recogida. Los datos recolectados son analizados
y puestos en contraste, esto es describiendo los niveles de generalizacion que los estudiantes
alcanzan conforme a una la trayectoria de generalizacion y segun la influencia de estimulos
efectuados al estudiante por la entrevistadora, se puede apreciar una doble direccion en los
estimulos, esto porque mediante los mismos se asciende y desciende en los niveles de

generalizacion para lograr otros o bien retomar los ya manifestados.
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Generalizacion

Simbdlica
-
Verbal

-
Condicionada

-
Numérica

-

[ No se manifiesta generalizaciéon

Figura 2. Manifestacion de generalizacion
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Capitulo 4. Analisis de los datos y resultados

En este capitulo se describe el analisis de los datos recabados en las entrevistas y se
presentan los resultados que de este se desprenden. Se estructura en tres partes: (a) el anélisis
individual de cada una de las entrevistas a los estudiantes, describiendo el recorrido efectuado
por cada uno en el proceso de generalizacion asi como la influencia de los estimulos
efectuados por la entrevistadora en la manifestacion de los diferentes niveles; (b) una sintesis
de los hallazgos méas importantes que se aprecian respecto a los niveles de generalizacion que
manifestaron los estudiantes durante la resolucion de la tarea, asi como de (c) la influencia

de los estimulos de la entrevistadora en la manifestacion de los niveles de generalizacion.

Analisis individual de cada entrevista

Para presentar y describir el analisis de los datos correspondientes a cada uno de los
estudiantes, sintetizamos dicho analisis en una tabla en la que se detalla como se ha
codificado su actuacion segun las categorias de generalizacion y los estimulos efectuados
para facilitar al estudiante moverse entre los niveles de generalizacién. Después de cada tabla
se hace una descripcion de los niveles de generalizacion que manifiesta el estudiante
considerando a la vez los estimulos que realiza la entrevistadora.

La simbologia utilizada en las tablas y su respectivo significado se presentan en la
Tabla 1.

Tabla 1
Simbologia y abreviaturas empleadas en las tablas para el andlisis de los datos
Simbolo Significado
|| El estudiante evidencia un nivel de generalizacion esperado al

ser planteada la pregunta
El estudiante manifiesta un nivel de generalizacion no esperado
de acuerdo a la pregunta planteada

Estimulo efectuado por la entrevistadora

El estudiante incurre en errores

S D> O U

El estudiante no responde
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O El estudiante brinda una respuesta no matematica en el contexto

de la tarea
Simbolo Significado
EO No hay generalizacién
N1 Generalizacién numérica con numeros pequefios
N2 Generalizacion numérica con nimeros grandes
C Generalizacion condicionada

Generalizacion verbal

11 Estimulo de confianza

12 Estimulo de reafirmacién

I3 Estimulo de correccién

14 Estimulo de cambio de intencién

15 Estimulo de repeticion de informacion
16 Estimulo de sugerencia de procesos

17 Estimulo de aclaracion

Para explicar como se interpreta la informacion que contienen las tablas, se utiliza a
continuacion la Tabla 6 correspondiente a la estudiante A5 como referente. La informacion
brindada en las tablas se lee de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Por ejemplo en
la Tabla 6, en la segunda ocasién en que aparece la pregunta 9, se lee que la estudiante
manifiesta los niveles de generalizacion en el siguiente orden: V, C, V, N1y N2.

La continuidad de las lineas que unen los estimulos en las manifestaciones de
generalizacion significa que el proceso ha transcurrido sin la necesidad de que la
entrevistadora plantee explicitamente la siguiente pregunta, esto se observa por ejemplo en
la segunda vez que aparece la pregunta 9, donde hay una transicion hacia las preguntas 1-7
por medio de un estimulo 14 y no por el planteamiento explicito de las preguntas originales
de la entrevista. Luego, cuando se plantean por primera vez las preguntas 1-5y luego 6-7 se
aprecia que no hay continuidad de la linea entre los blogues de preguntas, esto implica que

las mismas fueron planteadas de forma directa.
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Tabla 6
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A5

Nivel de generalizacion

Preguntas EO N1 N2 C V S
12
1-5 11
12
6-7 ./@u-us
8 O
O
14
6-7
12
15
14-16
9
14
1-7
9 O

Por otro lado, el primer estimulo de una columna que se encuentre ligado por una
linea en diagonal promueve una movilizacion entre niveles de generalizacion. Al
considerarse la tabla anterior, esto se observa cuando se plantean las preguntas 6-7, la
estudiante pasa del nivel N2 al V por medio de los estimulos 12-16, luego en el segundo
planteamiento de la pregunta 9, se observa que una linea diagonal une el cuadro blanco
ubicado en la columna C con un circulo 14 ubicado en la columna V, esto significa que el
estimulo 14 permitié una movilizacién entre el nivel Cy V, de igual forma se aprecia en esa
misma pregunta la existencia de una linea en diagonal que une el cuadro blanco de la columna
V con el circulo 14 de la columna N1 que significa que el estimulo 14 promovié una
movilizacion del nivel V al N1.

En las tablas se muestra el orden en que las preguntas fueron efectuadas las cuales en
algunos casos aparecen repetidas ya que se plantearon méas de una vez.

Si hay simbologia de estimulos (circulos con el nombre de los estimulos) en alguna

columna implica que un nivel de generalizacién se ha dado como respuesta a los estimulos
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que la entrevistadora ha efectuado. Excepto en la tabla del estudiante A4 a quien a pesar de
los estimulos manifiesta algunos errores y no alcanza el nivel de generalizacion de forma
inmediata a las secuencias de estimulos, en este caso los estimulos permiten observar la
dindmica de interaccion y el movimiento entre niveles de generalizacion.

En la Tabla 6 se deduce que la estudiante manifiesta los niveles N1 y N2 sin la
influencia de estimulos y de forma congruente con las preguntas planteadas. En las preguntas
1-5, la estudiante manifiesta el nivel N1y cuando se plantean los estimulos 11 e 12 se reafirma
este nivel, de forma similar ocurre en las preguntas 6-7 en las cuales el estudiante manifiesta
primero el nivel N2 y tras la ejecucion de los estimulos 12-16, evidencia el nivel V. En la
segunda ocasién en que se plantean las preguntas 6-7 la estudiante manifiesta el nivel de
generalizacion N2 una vez que se ha realizado el estimulo 14 y luego se reafirma la respuesta
de la estudiante por medio de un estimulo 12. En el segundo momento en que se hace la
pregunta 9, en la manifestacion del nivel V se hace un estimulo 15 y aunque la estudiante no
brinda una respuesta matematica, la entrevistadora efectda los estimulos 14-16 y la estudiante
evidencia el nivel V y C. Posteriormente manifiesta otra vez el nivel de generalizacion V por
medio del estimulo 14 y finalmente hay un paso el nivel N1y N2 por medio de un estimulo
14.

En caso de que en alguna columna no haya informacion se deduce que ese nivel de
generalizacion no fue manifestado por el estudiante, asi mismo si en alguna columna el Unico
estimulo presente es 12 implica que las respuestas que brinda el estudiante son correctas y en
consecuencia se reafirman los resultados por parte de la entrevistadora.

El orden en que son colocados los estimulos en las celdas esta relacionado con el
orden en que se efectuaron. Los estimulos que estan separados por un guion se llevaron a
cabo de forma simultanea.

Por ultimo, en caso de que se manifieste un mismo nivel de generalizacién para
diferentes estimulos en una misma pregunta, estos estan agrupados y separados por un
espacio dentro de la misma celda de la tabla, esto significa que por ejemplo en la columna
N1 de la Tabla 6 cuando se hacen las preguntas 1-5 por primera vez, el agrupamiento de los
estimulos 11, 12 y su separacion del 12, significa que la estudiante manifiesta la generalizacién

después de los primeros estimulos y posteriormente se hace un estimulo 12 de reafirmacion.
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Estudiante A1l

A continuacion se presenta la Tabla 2 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante Al.

Tabla 2
Manifestacion de generalizaciones por el estudiante A1

Nivel de generalizacion

Preguntas EO N1 N2 C \ S

1-5 gm

6-7

15 16

13
1-5
12

6-7 |

En la Tabla 2 se aprecia que los niveles N1 y N2 son manifestados de forma directa
cuando se responde a las preguntas planteadas y sin la accion de estimulos. También el
estudiante manifiesta el nivel C sin la influencia de estimulos pero en la pregunta 9 que invita
a usar simbologia algebraica para expresar la relacion funcional.

Después de que el estudiante manifiesta el nivel N2 en las preguntas 6-7, un estimulo
14 permite al estudiante hacer una transicion hacia el nivel C para que junto con la influencia
de los estimulos I3 e 12 manifieste ese nivel de generalizacion. Ante el planteamiento de la
pregunta 9, el estudiante evidencia el nivel C, luego tras los estimulos 15, 16 lo manifiesta
una vez mas para pasar al nivel V por la influencia de los estimulos 16 e 7. Al final de la
entrevista se vuelven a plantear las primeras preguntas de la entrevista y aungue el estudiante

se equivoca, luego de que se efectta un estimulo 13, manifiesta el nivel N1 y se reafirma su
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respuesta por medio de 12; para las preguntas 6-7 que se plantean al cierre, el estudiante

manifiesta el nivel N2 sin la influencia de estimulos.

Estudiante A2

A continuacion se presenta la Tabla 3 en la que sintetizamos el analisis realizado de

la entrevista al estudiante A2.

Tabla 3
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A2

Nivel de generalizacion

Preguntas EQ N1 N2 C \% S

1-5 glz
6-7 gls
8 glﬁ

6 12-14-15-16
9

Para la estudiante A2 los niveles N1, N2 y C son manifestados al plantearse las

preguntas correspondientes y sin que los estimulos fueran llevados a cabo, el nivel N1 se
manifiesta sin estimulo nuevamente pero cuando se plantea la pregunta 9. En los niveles N2
y C, tras la ejecucion del estimulo 16 consolidan las ideas de la estudiante. Por Gltimo en la
pregunta 9, el estudiante primero manifiesta un nivel N1 y aunque se efectta un estimulo 16
vuelve a manifestar el mismo nivel, luego por medio de los estimulos simultaneos 12-14-15-

16 la estudiante llega a manifestar el nivel C.
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Estudiante A3

A continuacion se presenta la Tabla 4 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante A3.

Tabla 4
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A3

Nivel de generalizacion
Preguntas EOQ N1 N2 C V S

13
1-5 I5

12

6-7 gu

15-16

La estudiante A3 manifiesta el nivel N2 de forma directa cuando se plantean las
peguntas respectivas y sin la influencia de estimulos. También manifiesta el nivel V sin la
influencia de estimulos pero cuando es planteada la pregunta 9 que involucra el uso de
simbologia algebraica.

El nivel N1 es manifestado una vez que la entrevistadora efectta los estimulos 13, 15,
de igual modo el nivel V se evidencia cuando la entrevistadora plantea la pregunta 8 pero de
acuerdo a los estimulos 15, 16. Finalmente en la pregunta 9, el nivel V se manifiesta
inicialmente y tras la ejecucion de los estimulos 15-16 y luego 14, la estudiante llega a
manifestar el nivel S, en seguida por medio de los estimulos 15-16 la estudiante manifiesta
también el nivel C y por medio de los estimulos 14 y luego 15-16 nuevamente manifiesta el

nivel de generalizacion simbolica.

46



Estudiante A4

A continuacion se presenta la Tabla 5 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante A4.

Tabla 5
Manifestacion de generalizaciones por el estudiante A4
Nivel de generalizacion

Preguntas EO N1 N2 C \Y S

1-5

6-7

El estudiante A4 llega a manifestar el nivel de generalizacion V en correspondencia
con la pregunta 8 y sin la influencia de estimulos.

Cuando la entrevistadora plantea las primeras preguntas de la entrevista, y ante las
respuestas del estudiante ubicadas en un nivel EQ, le efectlia una serie de estimulos sin que
él brinde respuestas correctas, luego un estimulo 14 permite una transicion en la que el

estudiante manifiesta indicios de generalizacion N1 que son reforzados por los estimulos 11
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e 12, posteriormente ante otras intervenciones de la entrevistadora, el estudiante responde de
forma incorrecta pero el estimulo 16 facilita mostrar indicios del nivel EOQ.

Cuando son planteadas las preguntas 6-7 pasa lo mismo que ocurrié antes, el
estudiante comete una serie de errores y la entrevistadora efectlia una secuencia de estimulos
sin resultados relacionados con manifestaciones de niveles de generalizacion. El estimulo 15
permite que el estudiante muestre indicios de generalizacion N2 y luego por medio de los
estimulos 12, 14 e 16 se manifiesta el nivel EQ. Una nueva transicion al nivel N2 se da por el
estimulo 14.

Ante el planteamiento de la pregunta 9 el nivel de generalizacion que el estudiante
manifiesta es el EO.

Estudiante A5

A continuacidn se presenta la Tabla 6 en la que sintetizamos el andlisis realizado de
la entrevista al estudiante A5.

Tabla 6
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A5
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Nivel de generalizacion
Preguntas EO N1 N2 C \Y% S

1-5 11

6-7 ./OIZ—IE

im
6-7
12

1-7

9 o)

Los niveles de generalizacion que la estudiante A5 manifiesta de acuerdo a las
preguntas planteadas y sin la mediacién de estimulos por parte de la entrevistadora son N1y
N2.

Tras plantearse las preguntas 1-5 la estudiante manifiesta el nivel N1 y cuando se le
efectlan los estimulos 12, 11, refuerza este nivel. Tras el planteamiento de las preguntas 6-7,
la estudiante primero manifiesta el nivel N2, luego por medio de los estimulos 12-16
manifiesta indicios de una generalizacién verbal. En la primera ocasion que se plantean las
preguntas 8 y 9 no se obtienen respuestas matematicas satisfactorias por parte de la estudiante
por lo que se vuelven a plantear las preguntas 6-7 en un cambio de intencion 14 y manifiesta
el nivel N2. En el segundo momento en que se realiza la pregunta 9 a la estudiante se observa
como se mueve entre diferentes niveles de generalizacion a causa de estimulos: por medio
del estimulo 15 asi como 14 e 16 manifiesta el nivel V, con los estimulos 14-16 se manifiesta
este nivel asi como el C, dentro de la misma pregunta el estimulo 14 permite que la alumna

manifieste una vez mas el nivel V y luego por medio del mismo estimulo se manifiestan
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también los niveles N1 y N2. A pesar de que la pregunta 9 se plantea una ultima vez, la
respuesta de la estudiante se sigue saliendo del contexto matematico de la tarea.

Estudiante A6

A continuacion se presenta la Tabla 7 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante A6.

Tabla 7
Manifestacion de generalizaciones por el estudiante A6

Nivel de generalizacion

Preguntas EO N1 N2 C \Y S
1-5 50
6.7 12

En la Tabla 7 se observa que el estudiante A6 manifiesta los niveles N1 y N2 sin
influencia de estimulos en concordancia con las preguntas planteadas. Luego, los niveles C
y V también son manifestados sin estimulos de por medio, pero en la pregunta 9 que introduce
la simbologia algebraica.

Los niveles N1y N2 son reforzados por medio de estimulos como 12 o 16 una vez que
el estudiante los manifiesta. Cuando se plantea la pregunta 8, el nivel C es evidenciado por
medio del estimulo 16 y posteriormente se da una manifestacion del nivel V como
consecuencia de los estimulos 14-16. En la pregunta 9 el estudiante manifiesta los niveles C
y V en el momento en que se plantea la pregunta y tras la realizaciéon del estimulo 14,

manifiesta el nivel de generalizacion S.
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Estudiante A7

A continuacion se presenta la Tabla 8 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante A7.

Tabla 8
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A7

Nivel de generalizacién

Preguntas EO N1 N2 C \Y S
1-5 az
6-7 |
16
8 i
12
16
9 I5

16

La estudiante A7 manifiesta sin la influencia de estimulos, los niveles de
generalizacion N1, N2y S.

El estimulo 12 efectuado en las preguntas 1-5 se lleva a cabo para reafirmar lo hecho
por la estudiante. El nivel V es manifestado cuando se plantea la pregunta 8 considerando el
estimulo 16 efectuado, y luego el 12 que refuerza las respuestas de la estudiante. Cuando se
propone la pregunta 9, la estudiante manifiesta indicios del nivel S, luego los estimulos 16,
I5 contribuyen a que la estudiante manifieste y refuerce sus aportes asociados a ese nivel de

generalizacion.

Estudiante A8

A continuacion se presenta la Tabla 9 en la que sintetizamos el analisis realizado de
la entrevista al estudiante A8.

Tabla 9
Manifestacion de generalizaciones por la estudiante A8
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Nivel de generalizacidon

Preguntas EO N1 N2 C \' S
13-15
1-5
12
6-7 gls
8 O|6‘/.

Los niveles N2 y V son manifestados por la estudiante A8 sin que los estimulos de la
entrevistadora hayan mediado en la manifestacion.

Al iniciarse la entrevista, ante el planteamiento de las preguntas 1-5 la estudiante
incurre en errores pero una vez que se efecttan los estimulos 13-15 la estudiante manifiesta
el nivel N1. En las preguntas 6-7 es manifestado el nivel N2 que es afianzado por medio del
estimulo 16. En las respuestas a la pregunta 8 la estudiante muestra evidencias primero de la
generalizacion V y luego de C, después de la ejecucion del estimulo 16. En la tltima pregunta
de la entrevista, la estudiante primero manifiesta el nivel N1 una vez que son efectuados los
estimulos 11-15 y luego se da una transicién a la generalizacion S después de que se lleva a

cabo el estimulo 14.

Sintetizando los resultados anteriores, se presenta a continuacion una tabla que
contiene el nimero de estudiantes que manifiestan cada nivel de generalizacion en cada
pregunta sin la influencia de estimulos asi como el total de los que manifiestan dicho nivel
de generalizacion.

Tabla 10
Numero de estudiantes gue manifiestan generalizacion

Nivel de generalizacion
Preguntas EO N1 N2 C \Y S
1-5 0(2) 5(8)
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6-7 0(1) 7(8) 0(2)
8 1(4) 2(5)
9 0(1) 2(3) 1(2) 3(5) 2(4) 1(4)

Nota: las casillas sombreadas relacionan el posible nivel de generalizacién esperado de acuerdo
a las preguntas de la entrevista. En las casillas, el nimero que esté fuera del paréntesis se asocia
a la cantidad de estudiantes que manifiestan el nivel de generalizacion sin estimulo y el nimero
entre paréntesis se asocia al total de alumnos que manifiesta el nivel de generalizacién.

En la Tabla 10 se aprecia en términos numéricos la influencia de los estimulos al
estudiante en sus manifestaciones de generalizacion. Por ejemplo, se aprecia que tres
estudiantes requirieron de estimulos para manifestar el nivel N1 durante las primeras
preguntas de la entrevista. El nivel N2 es manifestado casi por el total de los estudiantes sin
la influencia de estimulos. Con respecto a los niveles C y V, en la pregunta ocho se observa
que los estimulos contribuyeron a que aumentara el total de estudiantes que manifiestan los
niveles. Por otro lado, de los estudiantes que manifiestan el nivel S en la tltima pregunta de
la entrevista, la mayoria lo hace mediada por estimulos. Por ultimo cabe destacar que en la
pregunta nueve se manifiestan todos los niveles de generalizacién, no solo el esperado.

A continuacion, en correspondencia con las tablas anteriores, se hace una descripcion

de los principales resultados obtenidos en la investigacion.

Niveles de generalizacion

Para cada uno de los niveles de generalizacion se detallan a continuacion, los
hallazgos maés significativos tanto en términos de la generalizacién y la forma en que los
estudiantes la manifiestan como con respecto a la influencia de los estimulos de la
entrevistadora en tales manifestaciones. También es considerada la organizacién de la

entrevista en cuanto a las preguntas efectuadas y que estan asociadas con los niveles.

No hay generalizacion: EQ

Este nivel es evidenciado de forma explicita solo por el estudiante A4 y esta
caracterizado por la constante manifestacion de conteo y de sumas repetidas en el calculo de

los resultados. Utiliza resultados anteriores (no necesariamente consecutivos) para
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determinar nuevos, mediante una estrategia recursiva. El estudiante evidencia un mayor
énfasis en obtener respuestas que en identificar una regularidad o estructura que le permita
averiguar de forma eficiente los resultados de las preguntas conforme avanza.

Como en todos los casos, la entrevista se inicia con una contextualizacion del
problema y planteandose las preguntas que contemplan ndmeros especificos, primero los
pequefios y luego los grandes. Para ambos tipos de numeros, el estudiante A4 manifiesta casi
siempre una estrategia aritmética de sumas repetidas. Al principio los errores cometidos se
deben a que no determina o identifica la operacion que debe llevar a cabo, sino que para
obtener resultados involucra, en sumas o multiplicaciones, el nimero mencionado en la
pregunta. Esto provoca que las respuestas sean erroneas. A pesar de los diferentes estimulos
I3 de correccidn e 11 de confianza para dar tranquilidad al estudiante, no hay un cambio de
comportamiento.

Durante la primera etapa de la entrevista, tras un cambio de intencién (estimulo 14)
orientado a replantear preguntas previas para que el estudiante reconozca datos, manifiesta
un nivel incipiente de generalizaciéon N1 en el que al nimero 10 de horas que han
transcurrido, le suma 2 para obtener los euros que debe pagar. En el momento en que la
entrevistadora propone determinar el monto a pagar para 30 horas, el estudiante brinda
inicialmente una respuesta correcta, pero cuando justifica el resultado, cambia de idea,
aspecto gque hace dudar sobre la manifestacion de la generalizacion numérica.

E. 30, ahora imaginate entonces que vas a pasar casi un fin de semana entero
alli en sierra, entonces dejaras el coche en el parking 30 horas. ¢ Cuanto tendrias que
pagar?

A4. Pues tendria que pagar 32.

E. ¢Como lo sabes? [12]

A4. Porque si 10 son 12, lo hago 3 mas grande, le sumo 20 y son 24, lo sumo
son 24, lo sumo 30, son 32, 36.

E. ¢32 0367 [I3]

A4. 36

E. A ver, piénsalo y explicamelo otra vez, que es que me he liado un poco. [13]

Son 30 horas, ¢no?, lo que dejas el coche en el parking, entonces como lo has
pensado [16]
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A4. Entonces son 32.

E. Vale.

A4. Porque cuando llegaste dan 2, tienes que pagar 2 euros y estas ahi 10
horas, te dan 12, mas 10 horas, 22, mas 10 horas, 32.

E. Vale, entiendo... [12]

Cuando se plantea un estimulo 16 en el que se le pregunta por un método, el estudiante
recapacita sobre los resultados y llega a una respuesta correcta por medio de sumas repetidas
como se observa en el extracto anterior.

Al aumentarse el tamafio del nimero de horas en las preguntas 6-7, el estudiante
determina el monto a pagar para 100 horas tras un estimulo 15 por medio del cual se le repite
la informacion de la tarea y manifiesta un nivel N2, sin embargo, para otros nimeros mas
grandes obtiene las respuestas correctas pero recurriendo a sumas e involucrando los
resultados que ya ha determinado con anterioridad. Sigue un razonamiento recursivo pero sin
evidenciar que reconoce la relaciéon funcional implicita. Como ejemplo se muestra un trozo
de la entrevista

E. ¢Si?, tu crees que esta bien, pues ponlo ahi, que no se nos pase ese dato que
has dicho.

Ahora vamos a aumentar un poco mas el nimero de horas. Supongamos que
dejas el coche en el parking 120 horas, ¢ Cuanto tendras que pagar A4?

A4. Pues 122

E. ¢Por qué? [12]

A4. Pues cada hora, lo que he dicho de que cada hora se dan uno, 100, llevo

100y luego llevo 20 mas los 2 que he mandado llevo 22, 122.

Uno de los errores asociado a la falta de reconocimiento de la operacion de la relacion
funcional se observa en el siguiente fragmento en el que aprecia que el estudiante no es
consciente de la operacion que debe aplicar, hay cierto énfasis en obtener resultados.

E. ... Yvamos a poner un numero mas grande A4, 100 horas.
A4. 100 horas, pues 115.
E. ¢Por qué? [I3]
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A4. Porque si son 100 horas, 100 horas, eh, mas 10, si son, si son, 100 horas,
son ciento, 105.

E. Piénsalo, piénsalo bien, ¢cémo lo estas haciendo?, pero piénsalo con calma
que no hay prisa. [11-16]

Si tienes que hacer alguna operacion la puedes hacer en el folio o lo que sea.
[16]

A4. [El nifio escribe] 100, 100, 53 horas son 55, 53 mas 53 son 106 y si es mas
de 50.

E. ¢Por qué sumas 53y 53 A4? [13]

A4. Porque ya tengo los euros entonces estoy intentando hacer el doble a ver
si me sale. Y entonces son 50 mas 50 son 52, 52, 54, no seria més 54, 54 euros, serian,
um, repitemelo.

Cuando se reorientan las preguntas a nimeros aun mas grandes de horas, por ejemplo
mil o un millén, el estudiante parece que llega a reconocer una relacion entre la cantidad de
horas que pasa el coche en el parking y la de euros por pagar.

Al final de la entrevista cuando se introduce la letra N de la pregunta 9, se da una
situacion en las respuestas del estudiante que permite comprender respuestas previas. Cuando
se le pregunta al alumno sobre la forma de calcular el resultado con la letra, responde que se
debe considerar la cifra y que seria “ene dos”. Cuando se avanza, se llega a entender que lo
que quiere decir es que el resultado depende de la tltima cifra del nimero, esto es, que si el
namero termina en cero, entonces al sumarle 2, este terminaria en 2 y seria “N2”, si la suma
termina en 3 seria “N3” y asi sucesivamente. EI alumno se centra en la posible forma del
namero asociado a N, habla en términos de las cifras del nimero, en donde en el caso en que
las unidades estén comprendidas entre el 0 y el 7, al sumar 2 se conserva la misma cifra de
las decenas, de ahi las formas N1, N2, N3, N4, N5,... y N9. A partir de lo expuesto, se ha
considerado que esto se encuentra en un nivel EO de generalizacion en el cual hay un mayor
detenimiento en el resultado, su formay en operar, que en determinar una relacion entre las
cantidades que varian.

Incluso, con respecto a lo mencionado en el parrafo anterior, se considera que €s un

poco dificil determinar si el alumno manifestd una generalizacion numérica con numeros
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grandes ya que estos terminaban en cero y parece que era facil operar asi afiadiendo un dos
al final del nimero.

Por otro lado es importante recalcar que algunos de los estimulos 14 de cambio de
intencion consistieron en una reiteracion de preguntas previas orientadas a que estudiante
retomara datos que ya habia determinado con anterioridad y asi determinara relaciones que

le permitieran avanzar.

Numérica: N1y N2

La generalizacién numeérica es evidenciada por todos los estudiantes al ser planteadas
las primeras preguntas de la entrevista que involucran nimeros especificos. La mayoria de
los alumnos trabaja sin mayores dificultades, razén por la cual el principal estimulo que es
llevado a cabo por la entrevistadora de las preguntas 1 a la 5, que involucran los nimeros
pequefios, es el 12, a través del cual se reafirman los resultados que los estudiantes obtienen
y se les solicita argumentaciones que los refuercen y permitan a su vez comprender el
razonamiento de los estudiantes. Este estimulo al mismo tiempo le imprime fluidez a la
entrevista en la transicion hacia otras preguntas.

Cuando son planteadas las primeras preguntas de la entrevista, las respuestas iniciales
de la mayoria de los estudiantes son correctas (como muestra el cuadro negro en las tablas
presentadas en el primer apartado de este capitulo). Con los estimulos que efectla la
entrevistadora, conforme se avanza en el trabajo con nimeros especificos, los estudiantes
muestran indicios de ir reconociendo la relacion funcional implicita en la tarea, esto se
aprecia por ejemplo en el siguiente fragmento.

E. Ah. Ahora imaginate que vas pero vas a estar un rato més, vas a estar 5
horas, ¢ cuanto tendrias que pagar?, bueno td no, pagaran tus padres, ¢no?

A2. Si.

E. Mejor. ¢ Cuanto tendrian que pagar?

A2.7

E. ¢7?, ¢Por que? [12]

A2. Pues lo mismo, las 5 horas, porque las 5 horas un euro, entonces serian un

euro cada unay me da 5 mas las 2 que para al entrar. 7.
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Reforzando la idea anterior, cuando son planteadas las preguntas 6-7 a la estudiante
Ab, y se cuestiona sobre la cantidad de euros gque se pagan cuando han transcurrido 120 horas,
ella responde rapidamente lo siguiente

E. 22.Y si, imaginate que en vez de 2 dias, eh, vais a pasar un puente son cinco
dias, un puente de cinco dias de los que son largos, largos, largos y son ¢ cuantas horas
mas 0 menos?, pues mas o menos unas 120 horas. ¢ Cuanto tendrias que pagar? Esas
son muchas horas ya.

A5. 122.

E. Vale, vale, ¢por qué? [12]

A5. Porque mira.

E. ¢Como lo estas haciendo siempre A5? [16]

Se aprecia una manifestacion del nivel N2, en la que la estudiante A5 ha reconocido
la relacion funcional en la tarea cuando trabaja con nimeros especificos. Luego por medio
de un estimulo 16, mediante el que se pregunta por la forma en que hace los célculos, la
estudiante expone con sus propias palabras la operacion que se realiza para la obtencion de
los resultados, mostrando al mismo tiempo un indicio de manifestacion verbal que se
explicita en el siguiente apartado.

En el trabajo con numeros especificos grandes el estimulo 16 de sugerencia de
procesos le permite a los estudiantes explicar su razonamiento, afianzarlo e ir asumiendo una
postura, ya que se les cuestiona sobre el procedimiento que estan llevando o que llevarian a
cabo, o bien se les motiva a organizar las ideas para que definan lo que podrian hacer.

En algunos casos el nivel de generalizacion numérica no solo se manifiesta al inicio
de la entrevista, debido a que la entrevistadora plantea mas de una vez las preguntas que
involucran nameros especificos para retomar resultados previos y que sirvan al estudiante de
orientacion para establecer conexiones entre los datos anteriores y los nuevos. Esto se
observa por ejemplo con la estudiante A5 a quien al plantearse por segunda vez la pregunta
9 que esta relacionada con la generalizacidon simbdlica, manifiesta generalizacion verbal y
condicionada y luego cuando es generado un estimulo de cambio de intencion 14 manifiesta
una generalizacion numérica. El cambio de intencion se da involucrando nimeros especificos

en la actividad de elaboracion de un cartel (Figura 3) que explique el funcionamiento del
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parking, y posteriormente de una tabla, con la intencion de que la estudiante relacione los
resultados involucrando simbologia algebraica. En dicha tabla A5 coloca ejemplos
numéricos por indicacion de la entrevistadora, y evidencia la relacion “ntimero de horas + 2”
la cual va exponiendo segun la entrevistadora le pregunta como ha determinado los resultados
para los numeros que va diciendo. Por ejemplo en el caso del 3 ella dice que se obtiene al
efectuar la suma “1+2” y que si el resultado de euros es 10 se debe a la suma “8+2”. En ese
proceso de avance Yy retroceso, la estudiante da respuestas correctas y evidencia una
identificacion de la relacion funcional, sin embargo, no concluye matematicamente para el
caso general en el que se involucra simbologia algebraica, a pesar de los estimulos.

Por otro lado, se presentaron también casos en los que durante la entrevista se
plantearon a los estudiantes preguntas que no involucraban nimeros especificos y, sin
embargo, primero manifiestan una generalizacién numérica. Al estudiante A2 cuando se le
plantea la pregunta nueve primero manifiesta una generalizacion numérica en la cual a la
letra N le asigna el nimero 13 por su posicion en el abecedario y posteriormente mediante
otros estimulos pasa a la generalizacidn condicionada. Por otra parte, cuando se le plantea la
pregunta nueve en la que se involucra la letra X que representa las horas que pasa el coche
en el parking al estudiante A8, expresa “como x horas en nimeros romanos es 10 entonces
serian 12€”. Es decir, la estudiante asigna un nimero a la letra, pero tras la realizacion de
estimulos de cambio de intencidn la estudiante manifiesta una generalizacion simbolica como
se mostrara en el apartado correspondiente.

Otro hecho que se dio fue que en algunos casos cuando se le pregunta a los estudiantes
sobre la cantidad de euros por pagar dado un numero especifico de horas en el parking,
cometen algun error al inicio. Esto le ocurre a los estudiantes A3 y A8, sin embargo, después
de un estimulo, generalmente 13 de correccion, no se vuelven a equivocar, a excepcion del
estudiante A4 a quien se le hace una mayor inversion de estimulos dada la cantidad de errores

gue comete.

Condicionada y Verbal: Cy V

Los niveles de generalizacion condicionada y verbal son detallados de forma conjunta

ya gque son manifestados por la mayoria de los estudiantes al ser planteada la pregunta ocho
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de la entrevista. En algunos casos los estudiantes s6lo manifiestan uno de los niveles, en otros
los dos o bien, tras la realizacién estimulos, se pasa de un nivel al otro.

Uno de los alumnos que muestra indicios de manifestacion verbal en preguntas
previas es A5, a quien en el momento de explicar la cantidad de euros a pagar cuando han
trascurrido 120 horas, en las preguntas 6-7, recurre a una explicacion en la que se nota una
generalizacion verbal como se aprecia en el siguiente extracto.

A5. 122.

E. Vale, vale, ¢por qué? [12]

A5. Porque mira.

E. ¢Como lo estas haciendo siempre A5? [16]

A5. Porque cuando entra, ti me has dicho que cuando entro en el parking tienes
que pagar 2 euros y después cuando pasa una hora tiene que pagar otro euro y otro
euro y otro euro y si cada niumero que pasa le sumamos los 2 euros, le sumamos los
2 euros que ha utilizado al cruzar a la playa, digo a la valla y se suma y ya tienes los
euros que tienes que pagar. Bueno, que has pagado y que tienes que pagar.

Una vez que se han planteado las preguntas que involucran nimeros especificos, la
entrevistadora introduce la octava pregunta de como determinar los euros a pagar si no se
sabe cuantas horas han pasado o bien como calcular la cantidad de euros que se pagan para
“una cantidad cualquiera de horas” que ha estado el coche en el parking. El cuestionamiento
es realizado de formas diferentes segun el ritmo de resolucion de cada estudiante y la
facilidad de repuesta que tiene.

Una de las actividades de cambio de intencion (estimulo 14 como se aprecia en la
Tabla 2 del estudiante Al), introducida como transicion entre el trabajo con ndmeros
especificos y una cantidad indeterminada de horas, es la elaboracion de un cartel que permita
comprender el funcionamiento del parking, de modo que se induce al estudiante a utilizar
una explicacion més general con respecto a lo que ha trabajado anteriormente. Esta actividad
es planteada a los estudiantes A1y A5. El primer estudiante recurre a casos particulares para
explicar su postura de modo que expresa una generalizacion condicionada. Incluso cuando
se le plantea al estudiante la opcion de explicar el funcionamiento del parking si una letra
representa las horas que han transcurrido, nuevamente la respuesta es condicionada y no

simbolica como se muestra en el siguiente extracto:
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E. Si yo quiero poner ahi algo. Imaginate que no sabemos las horas que vamos
a dejar el coche en el parking. Son muchas y vamos a poner N, le vamos a llamar N el
numero de horas, ¢como calcularias los euros que tienes que pagar para N horas?

Al. ¢N qué numero es?

Pues no se, si son 30 horas tienes que pagar lo que te diga el parking.

E. Y si por ejemplo ponemos aqui asi “son N horas”, jcomo sabrias lo que
tienes que pagar? [I15]

Al. lgual, las horas que te quedas.

E. Igual... Le vamos a llamar a esto numero de horas, jcomo calcularias el
namero de euros? [16]

Al. Pues una hora un euro entonces sumando, sumando, sumando y luego 2

de entrada y si estaba 30 horas, pues, pues 32.

Cuando se plantea la pregunta correspondiente a la estudiante A5, no concibe como
es que no se sabe la cantidad de horas que el coche pasa en el parking y brinda respuestas no
matematicas, por ejemplo, alude a que hay camaras que registran o bien un maquinista en el
parking. Para reorientar las respuestas de la estudiante, en dos ocasiones se involucra la letra
X que representa un nimero de horas que se desconoce, pero nuevamente la estudiante no
responde con informacion matematica, por esa razon se aprovecha la informacién para
preguntar como calcularia el dinero a pagar sabiendo el tiempo que ha trascurrido,
obteniéndose en este caso cierta manifestacion de generalizacion verbal y condicionada como
se muestra en el siguiente extracto:

E. X horas, no sabemos las que son, pero son X horas, entonces yo te digo pues
yo sé cuanto fueron, X, ¢ Cuanto tendrias que pagar? [15]

A5. Pues no sé, podria revisar las camaras de seguridad y ver cuanto tiempo
estuvo el coche ahi.

E. ¢Y cuando sepas la cantidad de horas que has estado?, ¢como calcularias
el dinero que tienes que pagar? [14-16]

A5. Pues por cada una un euro mas dos siempre, entonces seria un millon de

horas, un millén de euros mas 2 euros.
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El cartel se le introduce a la estudiante después de las respuestas anteriores, se le

pregunta por una tabla y elabora lo siguiente

Figura 3. Cartel elaborado por estudiante A5

Esta actividad permite a la alumna manifestar lo que ha comprendido y evidencia la
identificacion de la relacion funcional como “2 mas algo”, ella menciona que escribiria “para
entrar necesario pagar 2 euros posteriormente cuantas mas horas esté su coche en el parking
mas cantidad de dinero tendrd que pagar” e incluso de forma indirecta brinda una
caracteristica de la relacion funcional al decir que entre mas tiempo pase mas dinero se tendra
que pagar. En esta actividad se reafirma el trabajo con los numeros especificos como se
explica en el apartado anterior.

Por otro lado, algunos estudiantes ante la pregunta 8 responden inmediatamente de
forma condicionada, por ejemplo la estudiante A2 como se aprecia en Tabla 3, y aunque se
le pregunta por un procedimiento para explicar de forma méas general su razonamiento, no
sabe como hacerlo. O bien ante esta pregunta, se aprecia en las respuestas de los estudiantes
una generalizacion verbal, como en el estudiante A4 a quien se le pregunta por un proceso
que le permita calcular los euros para “un numero cualquiera de horas” y el alumno dice lo
siguiente

A4. Pues cada hora ya llevo, te suma un euro, un euro, un euro, pero al
principio te dan 2 euros, entonces, entonces al principio te dan 2 euros y sumas todas

las horas con 2 euros que pagas y ese es el resultad que te da.
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En algunas ocasiones puede que los estudiantes tengan dificultades para expresar sus
ideas o comprender lo que se les pregunta, sin embargo, los estimulos les permite exponer
sus ideas con mayor claridad. Esto ocurre con la estudiante A3 a quien despueés de un estimulo
I5 de repeticion de informacion y un 16 mediante el que se le pregunta por la accién que
llevaria a cabo para saber los euros por pagar para “cualquier nimero de horas”, pasa de no
saber qué responder, a una generalizacion verbal, al decir que al tiempo que se cuenta se le
suma 2, esto determina la forma de la relacion funcional como “nimero de horas +2”. Y a
la estudiante A7 cuando se le pregunta sobre como calcularia siempre lo que se paga,
responde

AT7. Pues a ese numero le pones dos euros de la entrada y esos serian los euros.

E. Vale.

O sea, el numero cualquiera le pones dos [la entrevistadora agrega junto a lo
que habia anotado antes “numero cualquiera le pones 2€ mas”’] [12]

A7. Si.

Una nueva situacion se da cuando un estudiante pasa de un nivel a otro: el estudiante
A6 inicia explicando como calcular con 183 horas diciendo que afiade 2 para obtener los
euros por pagar, hay una generalizacion condicionada. La pregunta es reorientada con un
estimulo 14 y se le pregunta por una forma mediante la cual le explicaria a otra persona el
funcionamiento del parking (esta misma propuesta se hace a la estudiante A8) y a pesar de
que se muestra al inicio confundido, concluye con evidencias de generalizacion verbal:

E. Ahora imaginate que yo voy a subir a la sierra y te pregunto “A6 voy a subir
este sabado a la sierra pero no sé exactamente cuantas horas voy a estar, ¢tu me
puedes decir como saber /o que yo tengo que pagar en el parking?” [14-16]

AB. Ah.

E. ¢ Como me lo contarias?

AB. Pues, el numero de horas que estés, te cuenta un euro pero luego le tienes
que sumar 2 porque es lo que te cobra obligatoriamente el parking.

Por otro lado, la estudiante A8 tras exponer “entonces luego le sumo las horas que

has estado mas 2”, a causa de un estimulo 16, pasa también a usar niumeros especificos para
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explicar lo que piensa cuando la entrevistadora escribe la expresion “nimero de horas” y le
pregunta como esta calculando lo que paga.

En la pregunta 9 el estudiante A2 pasa también de manifestar otro nivel
generalizacion, en este caso N1, a condicionada cuando se lleva a cabo un estimulo 14 de

cambio de intencién.

Simbdlica: S

Este nivel de generalizacion es expresado por los estudiantes de formas diferentes.
De los ocho estudiantes, cuatro manifestaron de alguna forma una generalizacion simbolica:
tres evidenciaron una comprension sobre el uso de las letras para representar la relacion
funcional subyacente a la tarea y uno utiliz6 la simbologia sugerida para escribirla.

De las preguntas de la entrevista, la nimero nueve es la que involucra la letra N, X u
otra para representar una cantidad indeterminada de horas que pasa el coche en el parking.

La estudiante A3 transita entre niveles de generalizacion antes de mostrar indicios de
una generalizaciéon simbolica. Después de que manifiesta una generalizacion verbal en la
pregunta ocho en la que exponia que al tiempo que pasaba se le sumaba 2, se le introduce la
letra X para preguntarle cuanto se paga en el parking si han transcurrido X horas a lo responde
que igual que antes, refiriendo a la explicacion verbal previa. Esto refiere a que la estudiante
comprende que independientemente de la representacion que se dé a “cualquier nimero de
horas” sélo se le suma el 2.

En la pregunta nueve la estudiante recorre niveles de generalizacion, primero de una
generalizacién verbal a una simbdlica por medio de un estimulo 15 en el que se le repite lo
que significa la X asi como un 16 en el que se le sugiere pensar en una manera de calcular lo
que se paga y aunque la estudiante no sabe cémo hacerlo, hay un cambio de intencién por 14
y se pregunta si tiene sentido la expresion x+2 a lo que ella dice que si. Cuando se involucra
la letra N en lugar de la X la estudiante no sabe cdmo operar, sin embargo, cuando se le repite
la informacion sobre el significado de las letras y se le pregunta sobre como lo haria, explica
con un ejemplo especifico manifestando generalizacion condicionada. Mediante el ejemplo
especifico es que explica de forma mas sencilla lo que ella piensa y le sirve para tener claridad

en cuanto a la relacién funcional ya que luego cuando la entrevistadora vuelve a cambiar de
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intencion por un estimulo 14 para que la estudiante involucre la letra N, ella dice y explica
que es entonces “ene mas 2”. Esta estudiante a partir de sus respuestas muestra indicios de
una comprension del uso de la simbologia algebraica para representar la relacion funcional y
en ese proceso de transicion entre niveles de generalizacion y la ayuda de los estimulos es
que finalmente usa las letras.

Otros estudiantes que recorren niveles de generalizacion en la tltima pregunta son A6
y A8. Cuando la entrevistadora introduce la letra X para representar en general las horas que
han trascurrido y pregunta a A6 sobre el modo de calcular los euros por pagar, el estudiante
dice:

Pues que si tu tienes x horas pues le afiades 2, todas las horas que estés le
afades 2. Por ejemplo si estas 10 horas pues el afiades 2 y si son 3 le afiades 2.

Se aprecia de esta forma una manifestacion de generalizacion simbdlica, a la vez que
ejemplifica lo que significa.

A partir de lo que expresa el estudiante, la entrevistadora hace un cambio de intencion
para representar algebraicamente la relacion funcional y determinar si el estudiante
comprende la forma X+2, él dice que si puede ser esa la expresidn que representa los euros
porque X es un nimero y si se le afiade 2 ya se tiene lo que hay que pagar. Para reforzar la
idea se le plantea entonces la pregunta de como calcular los euros por pagar para Z horas y
luego para N, el estudiante se muestra un poco confundido pero una vez que se repite la
informacidn sobre el papel de X, escribe por su cuenta que lo que se paga serian Z+2 y lo
mismo para N+2.

Segun lo que el estudiante brinda y la explicacion y uso que da a la letra se observa
gue ha alcanzado un nivel de generalizacion simbdlica el cual ha sido promovido por la
organizacion inductiva de la tarea y guiado por las intervenciones de la entrevistadora. El es
el Unico estudiante que por cuenta propia escribe algebraicamente la relacion funcional.

Luego, en el caso de A8, la letra X es involucrada después de que ha manifestado una
generalizacion verbal. Sin embargo, la estudiante asocia esa letra con el numero 10 en
nameros romanos, razén por la cual la entrevistadora efectia un cambio de intencion y
reemplaza la X por una Z y repite la pregunta de cémo calcular lo que se tiene que pagar, a

lo que la estudiante responde “el nimero que sea Z mas 2”. Como continuacion la
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entrevistadora le pregunta si le encuentra sentido a la expresion “Z+2”y la alumna argumenta
que si ya que Z podria ser cualquier nimero mas 2.

Este nivel de generalizacion es expresado directamente por la estudiante A7 cuando
se le plantea la pregunta final. Antes la estudiante habia manifestado una generalizacion
verbal que sirve de predmbulo para el momento en que la letra X es introducida, ya que la
estudiante sostiene que es lo mismo anterior, que s6lo debe modificar lo que se ha escrito
antes, como se aprecia en el siguiente trozo

AT7. Pues, serian esas X horas, igual que aqui [sefiala los resultados
anteriores], sélo que en vez de “un nitmero” seria una X.

La entrevistadora le pregunta cdmo escribir eso, en este caso la estudiante menciona
que se lia un poco por lo que se le vuelve a explicar el significado de la letra, como respuesta
la estudiante escribe textualmente “le sumas 2€ de la entrada a la X y te sale”.

Dados los resultados de la estudiante, la entrevistadora le sugiere analizar si la
expresion X+2 esta bien y ella expresa lo siguiente

A7. Es lo mismo.

E. Es lo mismo ¢por qué?

A7. Porque aqui esto, aqui lo hemos resumido en nimeros y cruces.
E. Ah, muy bien, lo estas haciendo muy bien A7.

En este caso la alumna reconoce que es lo mismo que habia pensado pero tal vez no
sabia como expresarlo simbolicamente, en esta etapa se alcanza un nivel de generalizacién
simbdlica la cual refuerza cuando se le plantea usar la letra Z con la misma funcionalidad de
la X a lo que la estudiante vuelve a responder que basta con cambiar la X por una Z en la

expresion X+2.

En cuanto a los estudiantes que no manifiestan generalizacion simbdlica, en el caso
de Al no se aprecia de una forma explicita. En la actividad del cartel la entrevistadora
inmediatamente propone el procedimiento de escribir entonces “nimero de horas + 2” para
determinar si el estudiante comprende el uso y significado de la indeterminacion, la respuesta
obtenida es interesante ya que inicialmente parece que el estudiante estd de acuerdo, pero

luego cambia de opinion
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E. ... Yo aqui pongo el niimero de horas [inaudible] y te digo ¢cuéntos euros
tendrias que pagar?, pues el nimero horas mas 2.

¢ Eso crees que esta bien?

Al. No.

E. ¢No?, ¢qué es lo que esta fallando ahi? [16]

Al. Pues que el nimero de horas més dos seria, tu te darias cuenta que la
entrada vale 2 euros.

E. Aja

Al. Entonces se supone que tienes que pagar las horas que has estado, las
horas que has estado con dinero, primero pagas dos euros de la entrada
obligatoriamente y luego pagar las horas que has estado.

Lo que se distingue en la respuesta del estudiante es que en realidad si comprende la
relacion funcional, lo que no estéa considerando es la conmutatividad de la suma, ya que para
¢l deberia ser “2 + niamero de horas”. Cuando se introduce la letra N no se concreta una
comprension del simbolismo, pero si una manifestacion del nivel de generalizacion verbal.

Por otro lado en el caso de la estudiante A2, como se expuso antes, en el momento de
preguntar el monto a pagar si han trascurrido N horas, considera que esa letra est4 asociada
al numero 13 del abecedario, ante un cambio de intencion la entrevistadora introduce la letra
griega alfa pero lo que se expresa es una generalizacion condicionada.

Por ultimo la estudiante A5 ante la pregunta nueve y el involucramiento de letra N, y
pese a los cambios de intenciones por estimulos 14 la respuesta obtenida es no matematica,
por ejemplo en la tabla que se muestra la estudiante va explicando la correlacion que hay
entre el nimero de horas y los euros que se pagan por medio de sumas como se ve en lo que
esta escrito fuera de la tabla a la derecha, sin embargo, cuando la letra N es introducida ella
escribe “comprobar”, de modo que no se aprecia una comprension de lo indeterminado. Para
finalizar, la entrevistadora le pregunta si la expresion X+2 esta bien para representar los euros
que se deben pagar, pero la estudiante dice que no en todo momento porque puede que
engafien al duefio del coche al no precisarse las horas que han pasado ya que pueden ser mas

de las que en realidad ha estado el coche en el parking.
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Figura 4. Tabla de resumen de informacién estudiante A5

Por su cuenta, el estudiante A4 recurre a una explicacién que se ha considerado
aritmética para explicar como calcular la cantidad de dinero que se paga de acuerdo a las

horas que han transcurrido como se describe en el nivel EO de este apartado.

Influencia de los estimulos en la manifestacion niveles de generalizacion

A partir de los resultados expuestos en el apartado anterior, a continuacion se
explicitan los estimulos que tienen mayor influencia en la manifestacion de los niveles de
generalizacion.

El estimulo 12 de reafirmacion, a través de cual se le confirma al estudiante sobre las
acciones y operaciones que realiza, se orienta a que refuerce sus ideas a la vez que se le
solicita argumentarlas. Este es el principal estimulo efectuado en la manifestacion del nivel
N1 en el cual los estudiantes evidencian que han identificado una relacion entre un nimero
pequefio de horas que ha transcurrido y el de euros por pagar. Este estimulo cuando es llevado
a cabo en otros niveles, le da fluidez a la entrevista ya que se aceptan los resultados que el
estudiante va obteniendo.

Por otro lado, el estimulo 16 de sugerencia de procesos, les permite a los estudiantes
explicar su razonamiento, afianzarlo e ir asumiendo una postura sobre la operacion
involucrada y la forma en que puede ser expresada la relacion funcional. En la manifestacion
del nivel N2, en algunos casos este estimulo ha tenido lugar cuando se pregunta al estudiante
sobre el procedimiento que esta llevando o que llevaria a cabo para obtener los euros que se
pagan de acuerdo a las horas que han transcurrido, de modo que se le motiva a organizar las
ideas para que defina lo que podria hacer. Esto ocurre también en niveles de generalizacion
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superiores, dentro de los cuales este estimulo promueve que el estudiante refuerce ideas y se
le invita a que analice sobre la forma de determinar el dinero a pagar conforme se progresa
en el uso de las indeterminaciones, desde el involucramiento de “un nimero cualquiera de
horas” hasta el uso de una letra que lo representa.

Por ultimo, el estimulo 14 de cambio de intencion, ha sido uno de los que mas
presencia ha tenido durante la entrevista: guia, reorienta y ofrece al estudiante opciones para
progresar en sus razonamientos y explicaciones, o bien para obtener y expresar ideas
diferentes a las que manifestaba. Este estimulo promueve también en muchas ocasiones una

transicion entre niveles de generalizacion.
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Capitulo 5. Conclusiones

El presente capitulo esta estructurado en tres secciones, en primer lugar se describe el
logro de los objetivos de la investigacion asi como los principales aportes de la misma,
posteriormente se mencionan las limitaciones del trabajo y por ultimo se nombran algunas

lineas de investigacion abiertas tras la ejecucion del estudio.

Logro de los objetivos propuestos y principales aportes

En esta investigacion se ha efectuado una entrevista semiestructurada en la que se
propone a estudiantes de primaria resolver una tarea, con organizacion inductiva, en la cual
subyace una relacion funcional. Las respuestas de los alumnos se han analizado para
determinar manifestaciones de pensamiento funcional asociadas a la generalizacion; para tal
efecto se disefiaron categorias con niveles de generalizacion asi como de estimulos que se
efectlian al estudiante por parte de la entrevistadora.

Tras llevarse a cabo un analisis de los datos recolectados, considerando los intereses
de la investigacion, se ha determinado informacion sobre las habilidades matemaéticas de los
estudiantes de primaria, referente a su capacidad de trabajo con situaciones asociadas al
pensamiento funcional desde edades tempranas.

Siendo maés especificos, en esta investigacion se evidencian manifestaciones de
diferentes niveles de generalizacion y la forma en que lo hacen los estudiantes de primaria
analizados, que poseen entre 9 y 10 afios, apoyados por estimulos llevados a cabo por un
profesional de la educacion. Otros estudios han expuesto resultados asociados a niveles de
generalizacion (Blanton et al., 2015; Radford, 2010), sin embargo, este estudio aporta una
nueva categorizacion asociada a niveles de generalizacion y estimulos que se efectan al
estudiante cuando trabaja con tareas que involucran relaciones funcionales.

Durante la ejecucion de la entrevista a cada estudiante y el analisis de la informacion,
se observa que la obtencion de respuestas por parte de los alumnos no ha sido una actividad
pasiva de planteamiento de preguntas y registro de la primera respuesta que da el estudiante,

se ha ido méas alla hacia un proceso de interaccion, promoviéndose un progreso y
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consolidacién de ideas relacionadas con la manifestacion de generalizacion por medio de
estimulos.

Con respecto al logro de los objetivos propuestos, para el primer objetivo especifico
de este estudio correspondiente a “describir los niveles de generalizacion que evidencian
estudiantes de primaria durante la resolucion de una tarea que involucra una relacion
funcional”, se han identificado cinco niveles de generalizacion en las respuestas de los
estudiantes, siendo el nivel EO de “No generalizacion” el menos notorio. Se advierte que
todos los estudiantes han mostrado en diferentes grados un reconocimiento de la relacion
funcional subyacente a la tarea tratada y lo han exteriorizado por medio de la justificacion de
resultados que van desde el establecimiento de una relacion entre un nimero especifico de
horas con un namero de euros por pagar, pasando por cantidades indeterminadas de horas y
la forma de calcular los euros correspondientes por pagar, hasta el uso de simbologia
algebraica para la representacion de la relacion funcional. Si bien, s6lo uno de los estudiantes
represent6 simbdlicamente, por si mismo, la relacion funcional de la tarea, otros estudiantes
pusieron de manifiesto entender el funcionamiento de las letras y explicar entonces el
significado de la expresion que representa la relacion funcional, si esta era dada.

Los hallazgos reafirman algunos de los resultados expuestos por Blanton y Kaput
(2004) quienes muestran que los nifios pueden trabajar y describir situaciones de pensamiento
funcional, la relacion entre cantidades que varian, ademas de observarse un progreso en la
forma en que usan el lenguaje matematico a través de los afios. Estos autores también sefialan
que nifios de tercer y cuarto nivel expresan de forma simbdlica la relacién funcional. En
nuestro estudio, aunque los datos se recolectaron en un solo curso, se aprecia también que
los estudiantes reconocen la relacion entre las cantidades que varian, como se menciond
antes, y que progresan en el uso del lenguaje, desde el uso de expresiones verbales de
indeterminacion que involucran en ocasiones lenguaje natural, hasta llegar a usar o
comprender el funcionamiento del lenguaje algebraico para describir la relacion funcional.

En las tablas del capitulo anterior se muestra el recorrido que ha efectuado cada
estudiante durante la resolucion de la tarea y se explicitan los niveles de generalizacién que
se van alcanzando y la influencia de los estimulos de la entrevistadora en los mismos. En
dichas tablas se pone de manifiesto una relacion entre las preguntas de la entrevista y la

manifestacion de los niveles de generalizacion.
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Es importante mencionar que las preguntas en las que hubo un mayor dinamismo y
en las cuales los estudiantes usaron diversos recursos (gj., casos particulares, expresiones de
indeterminacion) para expresar sus ideas con la influencia de los estimulos, son las Gltimas
en que se involucraban los casos mas generales. Ambas preguntas resultaron ser mas
desafiantes que las anteriores que incluian nimeros especificos. En estas los estudiantes
tendieron a usar méas recursos para hacerse entender. Lo anterior sin dejar de lado que el
replanteamiento de preguntas mas de una vez contribuyé al estudiante a aclarar ideas o a
retomar resultados anteriores.

Se aprecia que la propuesta de una situacion que involucra el trabajo con patrones y
en la cual subyace una relacion funcional ha permitido al estudiante estructurar ideas y
razonamientos que lo han conducido a dar evidencias de generalizacion en diferentes grados.
Lo anterior refuerza aportes de Warren (2006), de quien se aprecia que las experiencias y
précticas a las que son sometidos los estudiantes influyen en su proceso de generalizacion.
Al mismo tiempo se apoya la idea del pensamiento funcional como recurso de desarrollo de
ideas algebraicas, y la construccién y generalizacion de patrones.

En relacion al segundo objetivo especifico expuesto como “analizar como influyen
los estimulos que se efectian al estudiante de primaria en el proceso de generalizacion que
evidencian durante la resolucién de una tarea que involucra una relacion funcional”, en el
capitulo anterior se ha detallado la forma en que los estimulos que lleva a cabo la
entrevistadora durante la ejecucién de la entrevista son determinantes en: la obtencion de
respuestas del estudiante, la consolidacién de ideas y construcciones asociadas al
reconocimiento de la relacion funcional de la tarea, las manifestaciones y movilizacion entre
niveles de generalizacion.

Como ejemplo de la influencia de los estimulos, el estimulo 16 (de sugerencia de
procesos) ha permitido al estudiante consolidar ideas sobre la forma de la relacion funcional
y la operacion involucrada, se considera también que el 14 (de cambio de intencion), es uno
de los que ha promovido mayor trabajo por parte del estudiante y una mayor inversion de
argumentacion que resalta caracteristicas matematicas de la relacién funcional.

A partir de todo lo anterior, se afirma que el objetivo general “analizar los niveles de
generalizacion que manifiestan estudiantes de primaria durante la resolucion de una tarea que

involucra el reconocimiento de una relacion funcional” se ha cumplido. Al igual que otros
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investigadores (Blanton et al., 2015; Blanton y Kaput, 2011; Carraher et al., 2008; Warren,
2006) se ponen de manifiesto las habilidades matematicas que tienen estudiantes de primaria
y su potencial algebraico. Se han expuesto niveles de generalizacion que estudiantes de corta
edad pueden manifestar ante tareas que involucran relaciones funcionales a la vez que la
mediacion docente, por medio de estimulos, contribuye en el proceso.

Por otro lado, en este estudio se destaca el papel de las funciones, en particular del
pensamiento funcional como un medio de acercamiento al estudiante al pensamiento
algebraico y al desarrollo de habilidades asociadas (Blanton y Kaput, 2011). Por altimo, y
sin restarle protagonismo, se resalta el valor de los estimulos efectuados al estudiante en el
proceso de generacion, refuerzo del conocimiento y habilidades algebraicas de los

estudiantes.

Limitaciones

La primera limitacion de esta investigacion, dado el tiempo de ejecucion de la misma,
es la dificultad para profundizar en el analisis de los datos y el establecimiento de una mayor
cantidad de relaciones entre estos.

Por otro lado, otra limitacion se asocia a la cantidad pequefia de sujetos que
participaron en el estudio, ademas de que s6lo es analizada una de las tareas implementadas
con ellos, lo cual restringe los resultados.

Si bien los datos existentes permiten dar respuesta a los objetivos de investigacion
propuestos, se considera que una mayor inversion de tiempo con los estudiantes y en la
recoleccion de informacion por medio de otros instrumentos, puede contribuir a identificar
con mayor facilidad las manifestaciones de generalizacién a partir de los razonamientos y
contribuciones de los alumnos.

Por otro lado, al ser una investigacion pionera en cuanto al reconocimiento de
estimulos que influyen en la manifestacion de niveles de generalizacion, se es consciente de
la posibilidad de determinar nuevos estimulos asi como de proponer otros niveles de

generalizacion.
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Lineas abiertas

Con respecto a la investigacion realizada, una primera linea de investigacion abierta
se relaciona con determinar como los estudiantes del mismo curso en que se realizd este
estudio, utilizarian diferentes representaciones para construir y expresar generalizaciones en
tareas con organizacion inductiva, si previamente ha habido una capacitacion sobre sistemas
de representacion.

Otra posible linea abierta se asocia a determinar los niveles de generalizacion que
manifiestan estudiantes del mismo curso (cuarto curso de primaria) cuando se enfrentan a
tareas con organizacion inductiva y que involucran relaciones funcionales de diversa
complejidad.

Luego, considerandose la misma tarea abordada en esta investigacion y su
organizacion inductiva, se genera un cuestionamiento sobre como estudiantes de primaria
Ilevarian a cabo las manifestaciones de generalizaciones en un ambiente de aula en el que
interviene el trabajo colaborativo, considerdndose a su vez la influencia de intervenciones y
estimulos del docente en estos.

Por altimo, dado que la ensefianza del algebra ha sido un topico que se ha destinado
a la escuela secundaria con mayor fuerza, un elemento que se puede considerar en
investigaciones futuras es determinar como estudiantes de primeros cursos de secundaria,
llevan a cabo generalizaciones en tareas con organizacion inductiva y que involucran
relaciones funcionales de diversa complejidad, y como las representan con base en su bagaje
matematico. Esto puede dar insumos para llevar a cabo a futuro una investigacion que

contraste con hallazgos de otros estudios realizados en primaria.
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