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Resumen

El objetivo del estudio fue disenar e implementar un curso en linea, masivo, y abierto (MOOC,
por sus siglas en inglés) basado en resolucion de problemas matematicos y el uso coordinado
de tecnologias digitales. El curso se estructurd en torno a tres actividades principales que
incluian brindar a todos los participantes la oportunidad de (i) mover objetos matematicos
dentro de representaciones dindmicas de conceptos y problemas matematicos; (i1) observar y
analizar los atributos de los objetos matematicos para formular conjeturas; y (iii) buscar

argumentos empiricos y matematicos para validar esas conjeturas y relaciones.

Las preguntas de investigacion que guiaron el desarrollo del estudio fueron: ;Cémo disefiar un
ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias digitales en un escenario
de aprendizaje MOOC, que ofrezca a los participantes diversas oportunidades para involucrarse
en actividades del quehacer matematico? ;Cémo implementar el uso de un conjunto de
herramientas digitales coordinadas en un enfoque de resolucidon de problemas que promueva la

construccion del conocimiento matematico de los participantes del MOOC?

El curso se disend en torno a los principios de resolucion de problemas que incluyen el
desarrollo y la practica de un enfoque inquisitivo en el que los participantes examinaron
constantemente las propiedades y atributos de los objetos, formularon conjeturas, compartieron
sus ideas, buscaron diferentes formas de apoyar las relaciones y comunicaron sus resultados.
Durante el desarrollo de las actividades, los participantes plantearon preguntas, comentarios y
soluciones que fueron organizados por el equipo del curso de tal manera que cada integrante
del MOOC pudiera participar en la discusion de temas que eran importantes y consistentes con

los objetivos del curso.

Los resultados indicaron que los foros de discusion brindaron diversas oportunidades para que
los participantes aclararan sus ideas, compartieran sus razonamientos matematicos y
participaran en un enfoque de resolucion de problemas en colaboracion con otros durante su

trabajo en las actividades del curso.
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Abstract

The study aims to design and implement a massive, open, online course (MOOC) on
mathematical problem solving and the use of digital technology. The course was structured
around three main activities that involved providing all participants an opportunity (i) to move
mathematical objects within dynamic representations of mathematical concepts and problems;
(1) to observe and analyze mathematical objects attributes in order to formulate conjectures;
and (iii) to look for empirical and mathematical arguments to validate those conjectures and

relationships.

The research questions that guided the development of the study included: How and what is
important in the design of a MOOC that aims to provide the participants diverse opportunities
to engage in activities to foster their mathematical thinking? How to implement the participants’
use of a set of coordinated digital tool in a problem-solving approach to construct mathematical
knowledge?

The course was designed around problem solving principles that include the development and
practice of an inquisitive approach in which the participants constantly examined objects’
properties and attributes behaviors, formulated conjectures, shared their ideas, looked for
different ways to support relations and to communicate their results. During the
implementation, the participants posed questions, comments and solutions that were organized
by the course team in such a way that each participant could engage in discussing issues that

were important and consistent with the course goals.

Results indicated, that the discussion forums provided diverse opportunities for the participants
to clarify their ideas, to share their approaches and to engage in a collaboration problem solving

approach to work on the course activities.
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Capitulo 1

El problema de investigacion



1.1 Introduccion

En las ultimas décadas, los avances tecnoldgicos han cambiado la forma en que los individuos
se comunican e interacttian. Un estudiante, con el uso de las tecnologias digitales puede acceder
a informacion sobre contenidos disciplinarios a través de diversas plataformas, compartir y
discutir ideas o dudas en cualquier momento y desde cualquier sitio. Gross (2016) argumenta

que la conectividad esta alterando los espacios y tiempos en los que se produce el aprendizaje.

Las tecnologias digitales abren nuevas rutas en el proceso de aprendizaje, no solo para obtener
informacion sino también para que los estudiantes compartan ideas, discutan y critiquen las
opiniones de otros (Santos-Trigo, 2016; Santos-Trigo, Moreno-Armella, & Camacho-Machin,

2016). Por ejemplo, Santos-Trigo (2016b) menciona:

Un aspecto esencial en la formacion del individuo se relaciona con la idea de desarrollar
estrategias y caminos para enfrentar dificultades o impases que normalmente se presentan en la
tarea de aprender conceptos o resolver problemas. Con el uso de tecnologia digital los jovenes
pueden compartir entre ellos sus experiencias relacionadas con la comprension de contenidos
disciplinarios y en particular trabajar en forma conjunta en la resolucion de problemas (Santos-

Trigo, 2016, parr 4).

Los constantes cambios de la sociedad demandan a los individuos, en general y sin importar la
actividad que realicen, conocer las transformaciones que se producen en su practica profesional
(Huang, Chen, Yang, & Loewen, 2013); y también, en el desarrollo de sus actividades
cotidianas. En este sentido, surge la necesidad de un aprendizaje continuo que permita a los
individuos ampliar sus conocimientos relacionados con su campo profesional o sus intereses
personales (Kirby, Knapper, Lamon, & Egnatoff, 2010; Knapper & Cropley, 2000). Esta
necesidad ha originado que algunas instituciones educativas desarrollen o amplien las opciones
de aprendizaje, principalmente, en escenarios de aprendizaje en linea. ;Cudles son los retos que
las instituciones educativas deben afrontar para promover el aprendizaje de las matematicas en

linea? ;Como identificar nuevas rutas en el disefio de escenarios de aprendizaje en linea?

1.2 Antecedentes

Las tecnologias digitales influyen cada vez mas en el desarrollo de las actividades diarias de
los individuos; diversas herramientas de comunicacion son frecuentemente utilizadas en la

busqueda de informacion.



Un estudiante, después de su clase formal, puede consultar a través del uso de un celular, tableta
o computadora, una serie de desarrollos disponibles en linea (blogs, YouTube, enciclopedia,
etc.) para obtener informacion e interactuar dentro de una comunidad virtual (Santos-Trigo,

20164a).

Diversos sitios en Internet ofrecen contenidos y brindan la posibilidad de interaccion entre sus
usuarios; sin embargo, pocos de ellos ofrecen una informacion confiable. El individuo debe
desarrollar estrategias y habilidades para distinguir las fuentes de informacion confiables, para
consultar contenidos que le permitan analizar una situacion especifica en el desarrollo de sus

actividades cotidianas (Jones & Inglis, 2015).

La disponibilidad de diversas tecnologias digitales abre nuevas interrogantes sobre el sistema
educativo, principalmente, en la manera de incorporarlas en los ambientes de aprendizaje

(Conole, 2013).

El amplio desarrollo y disponibilidad de diversas tecnologias digitales plantean retos
importantes a los sistemas de educacion relacionados con los contenidos, estrategias y

habilidades que los estudiantes deben aprender, y sobre qué tipos de escenarios de ensefianza se

deben considerar en el aprendizaje (Santos-Trigo, 2016b, p. 334).

Algunas organizaciones han explorado estas alternativas, como es el caso de KhanAcademy'
quien a través de su plataforma proporciona una serie de videos que explican conceptos en
diversas disciplinas, incluida matematicas. Asi, un alumno puede estudiar a su propio ritmo
dentro y fuera de su clase, consultando los videos las veces que considere necesarias. La mision
de KhanAcademy es proporcionar un ambiente de aprendizaje disponible en cualquier
momento y lugar. Esto esta estrechamente relacionado con el énfasis que sugiere la
Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura (UNESCO, por
sus siglas en inglés) en garantizar una educacién de calidad, equitativa y que promueva

oportunidades de aprendizaje permanente para todos (UNESCO, 2015).

Las tecnologias digitales son omnipresentes y las personas las utilizan en actividades sociales,
profesionales y educativas. Las tecnologias de accion especifica y de uso multiple como
Internet, tabletas, teléfonos inteligentes, aplicaciones, Dynamic Geometry Systems (DGS)

(GeoGebra) y plataformas de aprendizaje en linea (KhanAcademy, WolframAlpha, Wikipedia)

! Para mas informacion https://www.khanacademy.org/about



estan transformando las formas en que las personas se comunican, interactiian y llevan a cabo

actividades personales y colectivas (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018, p.1).

Los ambientes de aprendizaje en linea ofrecen la oportunidad a cualquier individuo, sin
importar el lugar y la hora en que se encuentre, de consultar y estudiar temas especificos e
interactuar con otros participantes durante el proceso de aprendizaje (Baldi, 2014). El desarrollo
de escenarios de aprendizaje en linea es favorecido por la conectividad de las tecnologias
digitales, es decir, por el facil acceso a la informacion o medios de comunicacion a través de

Internet.

En un esfuerzo por crear nuevos ambientes de aprendizaje, utilizando el potencial de las
tecnologias digitales, recientemente diversas universidades han puesto a disposicion del publico
general, cursos a través de diversas plataformas en linea. El proposito es incrementar el acceso
a la educacién y promover oportunidades de aprendizaje permanente para todos, de forma

gratuita y sin importar el lugar geografico en que se encuentre el participante.

El Instituto Tecnoldgico de Massachusetts y la Universidad de Harvard crearon la plataforma
digital edX para ofrecer sus cursos en linea a cualquier individuo interesado. EdX permite
disefiar cursos abiertos a un publico amplio que ofrecen: 1) materiales tales como videos,
archivos de varios tipos, etc., 2) cuestionarios que comprenden preguntas de opcion multiple o
alguna variante como completar con una palabra o expresion matematica y, 3) foros de

discusion, entre otros.

Las universidades creadoras de edX compartieron su codigo dando originen a una nueva
plataforma llamada Open edX. El objetivo es que cualquier institucion educativa interesada
pueda utilizar Open edX y asi, incrementen y promuevan oportunidades de aprendizaje, a nivel
mundial, en beneficio de los estudiantes’. En el caso de México, la Secretaria de Educacion
Publica, proporciona a las instituciones educativas la plataforma digital MéxicoX

(www.mexicox.gob.mx), basada en Open edX. La finalidad es ofrecer distintas oportunidades

de aprendizaje permanente a cualquier persona.

Estas plataformas digitales permiten crear Cursos Masivos Abiertos en Linea (Massive Open

Online Course, MOOC por sus siglas en inglés). Un MOOC es disefiado por una institucion

2 Para mayor informacion https://open.edx.org/about-open-edx
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educativa a través de uno o varios expertos en el tema y puede ser cursado por cualquier

individuo como un medio para su propio desarrollo personal (Epelboin, 2017).

El caracter abierto y masivo de un MOOC abre la posibilidad de que la comunidad de
participantes sea numerosa (generalmente participan miles de personas) y heterogénea:
diferentes niveles de estudios, edad, conocimiento de la tecnologia y dominio o conocimiento
previo de la materia. En el desarrollo de las actividades de un MOOC no existe un profesor
encargado de responder o dar seguimiento puntual a cada participante. Cada integrante esta a
cargo de su aprovechamiento, desarrollo y participacion en las actividades. Dependiendo de las
posibilidades de tiempo e intereses puede ser que se involucre de una manera mas profunda en

una, varias o todas las Actividades.

Zhang et al. (2016) y Sergis, Sampson, y Pelliccione (2016) afirman que los MOOCs generan
oportunidades para investigar sobre el proceso de aprendizaje de los participantes y ofrecen
nuevas posibilidades para la construccion del conocimiento a través de un ambiente de
participacion y colaboracion. Segun Sinclair y Kalvala (2015) la eficacia de un MOOC depende
del tipo de actividades o tareas propuestas a sus participantes; sugieren que estas deben generar
y promover un ambiente de discusion para el intercambio de ideas de manera que atraigan la

atencion de los participantes, les planteen retos y fomenten su curiosidad.

(Como disenar actividades en linea para promover el pensamiento matematico de los
participantes en un ambiente de colaboracion que incorpore tecnologias digitales? Churchill,
King, y Fox (2013; 2016) proponen un marco para el disefio de ambientes de aprendizaje en
linea llamado RASE (Resources-Activities-Support-Evaluation)?, basado en la premisa de que

un ambiente de aprendizaje debe incluir e integrar cuatro componentes:

1. Recursos. Se refiere a los materiales disponibles para los estudiantes: videos, imagenes,
documentos digitales, calculadoras, software, etcétera.

2. Actividades. El objetivo es involucrar a los estudiantes en el proceso de aprendizaje a
través del uso de Recursos en diversas tareas, como experimentos y resolucion de problemas.

3. Soporte. Es necesario incluir medios para proporcionar ayuda a los estudiantes en el
momento en que se les presente alguna interrogante relacionada con la tarea que estan

realizando.

3 Los cuatro componentes RASE se referencian con la primera letra en mayuscula (Recursos, Actividades
b b
Soporte, Evaluacion).



4. Evaluacion. La evaluacion debe permitir a los estudiantes mejorar constantemente su
aprendizaje, es decir, una Actividad debe promover que los estudiantes trabajen en tareas,
desarrollen y evidencien su aprendizaje mediante algun mecanismo (por ejemplo, comunicar
sus ideas, resultados o solucion del problema). Se enfatiza que los alumnos puedan analizar la
retroalimentaciéon recibida con el objetivo de refinar o ampliar sus conceptos o ideas

matematicas iniciales.

Churchill et al. (2013; 2016) argumentan que, para el logro de un aprendizaje, el disefo de las
Actividades debe: 1) contemplar y fomentar la participacion de los estudiantes en un ambiente
de reflexion, colaboracion y discusion y 2) centrarse en un contexto donde las tareas o

problemas involucren a los estudiantes en un proceso de resolucion de problemas.

En un ambiente de aprendizaje en linea se debe incluir una propuesta sobre los contenidos y
una posible ruta de como estudiarlos en un ambiente de colaboracion, donde cada persona
participe activamente en un proceso de discusion ya sea preguntando, comentando o
proporcionando sugerencias o diferentes formas de encontrar la solucién a un problema
(Santos-Trigo, 2016¢). En este sentido, la herramienta foro de Open edX, se convierte en un
medio de comunicacion entre sus participantes y les ofrece la oportunidad de plantear y aclarar
sus dudas, conocer las ideas de sus compafieros y contrastar sus puntos de vista con los de otros
(Poveda & Aguilar-Magallon, 2017; Poveda, Aguilar-Magallon, & Goémez-Arciga, 2018).

Aramo-Immonen, Kirkkiinen, Jussila, Joel-Edgar, & Huhtamiki (2016) afirman que el foro
proporciona la oportunidad para un aprendizaje activo y colaborativo en un MOOC; también,
argumentan que el caracter abierto y masivo favorece las interacciones entre sus participantes.
Alario-Hoyos et al. (2013) reportan la influencia del foro, parte de la plataforma Open Edx, y
tres herramientas digitales de comunicacion externas (Facebook, Twitter y MentorMob?)
durante el desarrollo de las actividades de un MOOC. Estos investigadores llegaron a la
conclusion que los participantes prefieren realizar su trabajo sin salir de la plataforma y por ello
utilizaron la herramienta foro antes que las otras formas de comunicacion que implicaban

acceder a otros sitios de Internet. Stewart y Shamdasasi (2015) argumentan que la conectividad

4 MentorMob es una red social que permite a sus usuarios agrupar videos, imagenes, archivos, etc. y compartirlo
con otros. Para mas detalles https://www.mentormob.com




ha potenciado una creciente practica de investigacion con personas reunidas virtualmente donde

interesa la forma en que éstas interactiian alrededor de un problema o tema.

En el campo de la educacion matemética, las propuestas curriculares actuales promueven un
énfasis en la resolucion de problemas y en € uso de herramientas digitales (NCTM, 2000;
2009). Segtn Santos-Trigo (2014) y Schoenfeld (1992), aprender matematicas esta relacionado
con la resolucion de problemas ya que es un medio que permite identificar, explorar, probar y
comunicar las estrategias de solucion. Los procesos que intervienen en la resolucion de
problemas son: formulacién de preguntas, busqueda de diversos métodos de solucion, explorar
diferentes representaciones, busqueda de patrones, variantes y relaciones entre objetos
matematicos, presentacion de argumentos, comunicacion de resultados, planteamiento de

preguntas y formulacion de nuevos problemas (Santos-Trigo, 2014a).

La resolucion de un problema va mas alla de aplicar un procedimiento mecanico; por lo que es
necesario que el estudiante adquiera un hébito de cuestionamiento o método inquisitivo,
mediante el cual, pueda resolver problemas matematicos (Santos-Trigo & Camacho-Machin,
2013).

Santos-Trigo y Reyes-Martinez (2014) afirman que las diversas tecnologias digitales, por
giemplo, €l uso de un Sistema de Geometria Dindmica (SGD), proporcionan una base para
transformar los materiales de aprendizaje tradicionales y ofrecer alos estudiantes otras formas
para que desarrollen su pensamiento mateméatico. Santos-Trigo (2007) argumenta que un SGD
puede utilizarse paraintegrar |0s procesos que intervienen en laresolucion de problemas ya que
pueden generar representaciones 0 model os dinamicos de | os problemas matematicos donde €l
movimiento de objetos particulares (puntos, rectas, segmentos, poligonos, etc.) resulta
importante en la exploracion y forma de explicar relaciones mateméticas. Asi, las
representaciones dindmicas se convierten en una fuente que involucra a los estudiantes en la

reflexion e investigacion matemética (Santos-Trigo, 2008).

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2011) proponen una forma para caracterizar el pensamiento
matematico de los estudiantes en el proceso de resolucion de problemas y el uso de tecnologias
digitales en cuatro episodios, basdndose en las etapas de Polya (1945) y Schoenfeld (1985). Los
episodios incluyen la comprension del problema, exploracion del problema, busqueda de
multiples acercamientos (dinamico, algebraico, geométrico, etc.) e integracion de los

acercamientos hacia la solucion del problema (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2011).
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Santos-Trigo y Reyes-Rodriguez (2011) realizaron una investigacion en un ambiente de
resolucion de problemas y uso de tecnologias digitales observando el trabajo presencial de
profesores de matematicas de nivel bachillerato. Reportan los beneficios de usar un SGD en el
proceso de resolucion de problemas: 1) facilita la representacion dindmica de los objetos
matematicos involucrados en los problemas que les propusieron, 2) permite explorar
dinamicamente tales objetos y relaciones entre ellos, 3) fomenta la formulacion de conjeturas a
partir de la informacién visual y empirica (medicion de atributos tales como longitud de un
segmento, perimetro o area de un poligono, entre otros) y 4) proporciona la posibilidad de
establecer conexiones entre diversos contenidos matematicos, por ejemplo el uso de
argumentos geométricos y algebraicos en la justificacion de conjeturas. Los investigadores
concluyen que, el uso de GeoGebra, favorece y promueve la curiosidad del estudiante en el
proceso de resolucion de un problema y le permite explorarlo en la bisqueda de diversos

acercamientos hacia la solucidn.

Reyes-Martinez (2016) reporta los resultados obtenidos en un escenario de aprendizaje
combinando la modalidad presencial y en linea. Los participantes utilizaron GeoGebra y
diferentes herramientas digitales tales como el muro digital Padlet’ y el sistema de mensajeria
de Google Hangouts para fomentar la interaccién durante los procesos de resolucion de
problemas. El objetivo principal de las sesiones presenciales de trabajo fue explorar y analizar
los problemas para continuar la discusion fuera del salon de clases, utilizando Padlet. Este
ambiente favorecid la interaccion entre los participantes y el investigador. El autor concluy6
que el uso sistematico y coordinado de diversas herramientas digitales ofrecen oportunidades
para extender la discusion fuera de clase, ya que las ideas de los compatfieros sirven como punto

de partida para que otros contintien el trabajo y se promuevan nuevas formas de razonamiento.

1.3 Planteamiento del problema de investigacion

Los MOOC:s abren la posibilidad de que cualquier individuo interacttie con otros dentro de una
comunidad virtual con el proposito de conocer o ampliar temas que resulten de interés y metas
particulares. En el disefio de un ambiente de aprendizaje MOOC, las actividades tienen que ver

con las formas en las que se aborda el contenido; es decir, su disefio y estructura estan

> Para mas informacion https:/padlet.com/support/whatispadlet.




relacionados con el tipo de ambiente de aprendizaje que se genera a través del uso sistematico
y coordinado de tecnologias digitales (Quinton & Allen, 2014). ;Cémo afrontar el reto de que
los individuos consideren a las tecnologias digitales como herramientas para extender y
compartir sus ideas, dentro de una comunidad heterogénea, en un ambiente de resolucion de

problemas que fomenta la reflexion y la critica?

En esta investigacion, se disefid e implement6d un ambiente de aprendizaje MOOC, el cual se
enfoco en el desarrollo del pensamiento matematico a partir de la resolucion de problemas y el
uso de tecnologias digitales, es decir, un escenario donde se promovid que los participantes
fueran aprendices activos, desarrollando su pensamiento matematico a través de la exploracion,
la discusion y la reflexion. La idea fue que los participantes usaran las herramientas digitales
como un medio que les apoyara en el proceso de comprender ideas y les permitiera colaborar
con otros para probar, discutir y refinar sus ideas. Para esto, se utiliz6 el marco de resolucion
de problemas y uso de tecnologias digitales de Santos-Trigo (2014a) y el modelo RASE de

Churchill et al. (2016). El curso se disené e implementé en la plataforma MéxicoX.

Los Recursos incluyeron representaciones dinamicas de los problemas a estudiar, elaborados
en GeoGebra, vinculos a la plataforma Wikipedia y videos de KhanAcademy para la rapida
consulta de conceptos o relaciones matematicas. Las Actividades involucraron tareas o
problemas que sirvieran de guia para que los participantes desarrollaran su pensamiento

matematico.

En las Actividades se resalto: 1) el movimiento y exploracion de los objetos presentes en una
configuracion dinadmica, 2) la formulacion de conjeturas y, 3) la busqueda de argumentos para
su justificacion. Un aspecto fundamental en el disefio de las Actividades fue dar movimiento a
figuras geométricas simples como triangulos, rectangulos, entre otros, mediante modelos o
configuraciones dinamicas del problema. El proposito fue que el participante observara el
comportamiento o variaciéon de algunos objetos o atributos (medida de angulos, areas,
perimetros, etc.) y propusiera conjeturas que dieran cuenta de su comportamiento y las
sustentara con argumentos. Se promovio que la explicacion, en un inicio, estuviera respaldada
a partir de argumentos visuales o empiricos y, posteriormente, se construyeran y presentaran
argumentos que involucraran propiedades y resultados matematicos. Durante los procesos
anteriores, se promovid que los participantes formularan interrogantes como una ruta para

comprender ideas y resolver problemas.



En las Actividades se incluyé el foro, como parte del Soporte, con la finalidad de que los
participantes tuvieran la oportunidad de comunicar sus ideas, conocer los puntos de vista de
otros e involucrarse en discusiones para conocer, sustentar o refinar razonamientos

matematicos.

La Evaluacion estuvo presente durante todo el curso, los participantes tuvieron la posibilidad
de considerar la retroalimentacién proporcionada por otros, a través de los foros, como un
medio que les permitiera refinar los conceptos o caminos hacia las soluciones de los problemas
propuestos. También se disefiaron cuestionarios con preguntas de opcion multiple, las cuales
son revisadas automaticamente por el sistema. El objetivo es que las preguntas sean un punto
de partida para que, posteriormente, cada participante les dé seguimiento y las analice en un
contexto mas amplio. Es decir, presentar actividades donde los integrantes del MOOC
continuaran y extendieran la busqueda de informacién y el desarrollo de habilidades de

resolucion de problemas.
1.4 Preguntas de investigacion

,Como disefiar un ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias
digitales en un escenario de aprendizaje MOOC, que ofrezca a los participantes diversas

oportunidades para involucrarse en actividades del quehacer matematico?

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion, interes6 identificar y documentar los
elementos principales que deben incluir las tareas matematicas basadas en resolucion de
problemas y uso coordinado de tecnologias digitales que promuevan el pensamiento
matematico de los participantes en un MOOC. Posteriormente, fue importante identificar las
ventajas y las limitaciones de MéxicoX que favorecen o condicionan el disefio de las tareas
matematicas en un ambiente de aprendizaje que fomente la comunicacion y discusion de las
ideas durante el desarrollo de las actividades. Esto es: 1) la manera en que la plataforma permite
estructurar el contenido del curso, 2) los Recursos, las herramientas de comunicacion y las
preguntas de evaluacion que se pueden incluir, y 3) las opciones que ofrece el foro y que hacen
posible, al ED, seguir y analizar las contribuciones y discusiones que se generan entre los

participantes.
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.Como implementar un ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de
tecnologias digitales en un escenario de aprendizaje MOOC, que ofrezca a los
participantes oportunidades para involucrarse en la exploracion de diferentes
representaciones de un problema, la formulacion de conjeturas, la presentacion de

argumentos y la formulacion de preguntas?

Interesa analizar y documentar cémo las actividades disefiadas, la interaccion de los
participantes y la intervencion del equipo de disefio en el foro ofrecen oportunidades para que
una comunidad de caracteristicas heterogéneas y en linea se involucre en un ambiente de
resolucion de problemas y uso de tecnologias digitales. Es decir, como los participantes de un
MOOC se involucran en las tareas matematicas y las dindmicas que surgen en el foro
relacionadas con los procesos de: 1) exploracion de diferentes representaciones, 2) busqueda
de patrones, invariantes y relaciones entre objetos matematicos, 3) busqueda de diversos
métodos de solucion y presentacion de argumentos, 4) comunicaciéon de resultados, 5)

formulacion de preguntas y 6) formulacion de nuevos problemas.
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Capitulo 11

Marco Conceptual



En este capitulo se presentan las bases conceptuales que respaldan este estudio y la manera en
que se relacionan para dar soporte a las ideas establecidas en el problema de investigacion.
Inicialmente, se analiza el marco de resolucion de problemas que sustenta las tareas
matematicas y la forma de presentarlas a los participantes. Luego, se expone el marco de disefio
de ambientes de aprendizaje utilizando tecnologias digitales RASE de Churchill et al. (2016) y
se analizan los elementos relacionados con el disefio de un MOOC bajo el marco de resolucion

de problemas y el uso de tecnologias digitales.
2.1 Resolucion de problemas y uso de herramientas digitales

Santos-Trigo (2014) y Schoenfeld (1992) afirman que la resolucion de problemas es una
actividad esencial en el aprendizaje de las matematicas ya que permite a los estudiantes
involucrarse en procesos de formulacidon, representacion, exploracion y resolucion de
problemas. Un aspecto central en el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes
es la adquisicion de estrategias, recursos® y una disposicion para involucrarse en actividades
que reflejen la practica o actividad matematica (Santos-Trigo, 2008a); es decir, identificar y
contrastar diversas maneras de representar y explorar un problema, formular conjeturas y

justificarlas, extender las condiciones iniciales del problema, y plantear nuevos problemas

(Schoenfeld, 1985).

En el proceso de resolucion de problemas, se destaca la importancia de la formulacion de
preguntas, busqueda de diversos métodos de solucién, exploracion de diferentes
representaciones, busqueda de patrones, invariantes y relaciones entre objetos matematicos,
presentacion de argumentos, comunicacion de resultados y formulacion de nuevos problemas
(Santos-Trigo, 2014a). Moreno-Armella y Santos-Trigo (2016) comentan: “Los estudiantes
deben desarrollar habilidades, recursos matematicos y formas de pensar que les ayuden a
formular y resolver no solo los problemas de la escuela, sino también las situaciones que se

encuentran fuera de los marcos institucionales” (p. 7).

Las tecnologias digitales juegan un papel importante en la resolucién de problemas, por
ejemplo, sitios en linea tales como KhanAcademy, Wikipedia, WolframAlpha y YouTube

pueden ser utilizados para consultar y estudiar conceptos o relaciones matematicas referentes a

6 Son todos los conocimientos que un individuo puede utilizar cuando se enfrenta a una situacion matematica

especifica (Schoenfeld, 1985).
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un tema especifico, lo que permite a los estudiantes conectar diversos temas y areas de las
matematicas (Leung, 2013; Leung & Bolite-Frant, 2015). También, el uso de un Sistema de
Geometria Dindmica (SGD), en el proceso de resolucion de problemas “se vuelve importante
para representar inicialmente el problema en términos de sus propiedades principales y mas
tarde para visualizar el problema de forma dinamica” (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2009,
p. 275). De esta manera, esta herramienta puede ser utilizada para cuantificar los valores de
areas, perimetros, angulos, segmentos, pendientes, etc., y observar como cambian

instantdneamente cuando se mueven algunos objetos dentro de la representacion del problema.

A través de los modelos dindmicos es posible explorar problemas matematicos desde distintas
perspectivas que incluyen representaciones graficas, numéricas, tabulares y algebraicas
(Santos-Trigo, 2010), lo que favorece la busqueda de patrones, relaciones y formulacion de

conjeturas.

El uso del software dinamico puede resultar una herramienta poderosa para los estudiantes en
términos de generar representaciones dinamicas del problema que les permitan identificar
relaciones matematicas. Se destaca que, durante la construccion y analisis de las
representaciones dinamicas, los estudiantes deben pensar el problema en términos de preguntas
que los conducen al planteamiento de conjeturas o relaciones. Este ciclo de visualizar,
reconocer y argumentar, son procesos fundamentales del quehacer de la disciplina que los
estudiantes pueden practicar sistematicamente con la ayuda de este tipo de herramientas

(Santos-Trigo, 2007, p. 51).

La incorporacion de la tecnologia digital genera retos en la educacion matematica, los cambios
que se producen en un ambiente de aprendizaje, asi como las formas de representar y explorar
situaciones matematicas (Liljedahl, Santos-Trigo, Malaspina, & Bruder, 2016). Respecto a los
ambientes de aprendizaje, abren nuevas posibilidades en términos de disefio, creacion y
presentacion de los contenidos a los estudiantes y diversas formas de comunicacion durante el

desarrollo de las tareas.

Santos-Trigo (2014a) argumenta que, como parte del proceso de ensefianza, se debe ayudar a
los estudiantes a ser autonomos en su aprendizaje. En este sentido, mediante el uso de
tecnologias digitales, los estudiantes se convierten en participantes activos en su proceso de
aprendizaje, ya que cuentan con una gran diversidad de oportunidades para representar y
explorar las tareas desde distintas perspectivas y comunicar sus ideas (Santos-Trigo & Moreno-

Armella, 2016). En un ambiente de aprendizaje que utiliza diversas herramientas digitales “las
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tareas matematicas deben involucrar a los estudiantes en la representacion de objetos,
identificacion y exploracion de sus propiedades con el fin de detectar invariantes o relaciones,

es decir, a razonar matemdaticamente” (Liljedah et al., 2016, p. 23).

En los procesos de resolucion de problemas, el uso coordinado de diversas tecnologias digitales
demanda que los estudiantes: 1) busquen informacién relacionada con los temas de estudio en
diferentes medios incluyendo libros digitales y sitios de Internet, 2) aprendan a trabajar en
grupo y equipos de manera que escuchen otros puntos de vista, discutan y compartan ideas, 3)
desarrollen constantemente nuevas estrategias que les ayuden a representar y explorar diversos

problemas y, 4) discutan resultados intermedios y finales (Santos-Trigo, 2016).

Santos-Trigo (2014a) enfatiza que “la comprension o el desarrollo de las ideas matematicas
conllevan un proceso de reflexion donde el estudiante, constantemente, refina o transforma sus
ideas y formas de pensar como resultado de participar activamente en una comunidad de
practica o aprendizaje” (p. 21). Para analizar este proceso, Santos-Trigo y Camacho-Machin
(2011) proponen un marco que caracteriza los episodios de las formas de razonamiento
matematico que surgen como resultado del uso sistematico de la tecnologia digital en el proceso

de resolucion de problemas.
2.2 Episodios de la resolucion de problemas

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2011) argumentan que el uso de las herramientas digitales
requiere no solo transformar el trabajo del aula; sino también valorar las exploraciones que los
estudiantes pueden realizar y que involucra el razonamiento visual, empirico y formal. Indican
que es importante reconocer que la herramienta por si misma no proporciona los medios o las
formas necesarias para que los estudiantes las utilicen eficientemente en las actividades de
resolucion de problemas, por ello, un elemento esencial es que los estudiantes planteen
preguntas relevantes y busquen contestarlas en términos de relaciones matematicas: “La
formulacion de preguntas deberia conducir al estudiante a identificar e investigar relaciones
matematicas, para buscar evidencia o informacion que ayude a fundamentar dichas relaciones

y para presentar y comunicar resultados” (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2009, p. 276).

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2011) argumentan que el uso de un SGD permite a los
estudiantes desarrollar formas de razonamiento, que no serian posibles en un ambiente de papel

y lapiz. Presentan un marco para caracterizar las formas de razonamiento matematico en cuatro
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episodios que surgen como resultado del uso sistematico de la tecnologia digital, en particular

un SGD, en el proceso de resolucion de problemas.

El primero consiste en la comprension del problema, el estudiante debe identificar los objetos
matematicos involucrados y establecer sus propiedades matematicas, para posteriormente,
construir un modelo dindmico que lo represente. Por ejemplo, si el problema contempla un
rectangulo, el estudiante debe identificar las propiedades de sus lados, &ngulos, diagonales, etc.,

para representarlo dindmicamente en un SGD.

El segundo episodio comprende la exploracion del problema. La representacion dinamica de
la situacion matemadtica se convierte en un medio para que el estudiante observe el
comportamiento de los atributos de los objetos matematicos al mover algunos elementos dentro
del modelo dinamico. Esto permite efectuar exploraciones que llevan a la formulacién de
conjeturas. Por ejemplo, se puede observar la variacion del valor del area de una familia de

rectangulos de perimetro fijo cuando se modifica la longitud de uno de sus lados.

El tercer episodio, diferentes acercamientos hacia la solucion del problema, promueven la
busqueda de diversas estrategias de solucion. El uso de un SGD juega un papel importante ya
que, por ejemplo, un acercamiento dindmico puede consistir en identificar las propiedades,
patrones o invariantes de un objeto cuando se mueve, y argumentarlos por medios visuales
(grafica) o empiricos (datos numéricos y tablas en la hoja de calculo). El objetivo es utilizar
diferentes conceptos y recursos para generar diferentes estrategias de solucion: dindmicas,

algebraicas, geométricas, entre otras.

El cuarto episodio es la integracion. Aqui se deben relacionar los diversos acercamientos a la
solucion del problema, hacer explicitos y relacionar los conceptos matematicos utilizados. Otra
caracteristica importante de este episodio es la extension del problema; por ejemplo, generalizar
los resultados obtenidos mediante el cambio de alguna o varias condiciones del problema
inicial.

2.3 Cursos masivos en linea y la plataforma digital Open edX

Un ambiente de aprendizaje en linea es un entorno donde, mediante el uso de diversas
tecnologias digitales, los estudiantes se involucran en un conjunto de actividades con el objetivo
de aprender conocimiento disciplinario (Gros, 2011). Esta investigacion, se enfocd en un
ambiente de aprendizaje MOOC, su caracter masivo y abierto implica que no tiene limite de

participantes y cualquier individuo interesado puede inscribirse sin requerir una prueba de
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conocimientos previos. También, supone que los participantes muestren caracteristicas muy
diversas, referentes a los conocimientos de los contenidos, nivel de estudios, intereses
profesionales o personales, conocimiento de las herramientas tecnologicas que se incluyen en

el curso, ubicacidn geografica, edad, etc. (Boyatt, Joy, Rocks, & Sinclair, 2014).

El interés de un participante al inscribirse en un MOOC puede ser, conseguir una acreditacion
0 reconocimiento, o bien, unicamente actualizar sus conocimientos ante una necesidad o
inquietud profesional o personal. Es decir, un curso masivo ofrece una oportunidad a cualquier

individuo para continuar su formacion a lo largo de su vida.

En un MOOC se deja de lado la relacion jerarquica entre profesor y alumno, el logro del
aprendizaje depende de cada participante (Levy, 2011); es decir, los contenidos, las actividades
y los medios de interaccion del MOOC deben conducir al participante hacia la construccion del
conocimiento (Sergis et al., 2017). Los participantes dejan de ser actores individuales en su
proceso de aprendizaje ya que pasan a formar parte de una comunidad virtual que rompe con la
limitaciéon de tiempo y espacio (Naaranoja, 2014; Robutti et al., 2016). Ademas, estos
investigadores sefialan que el disefio del MOOC est4 a cargo de un equipo de profesores o
expertos en el tema de alguna institucion educativa reconocida, lo cual es un factor que influye

en la calidad del curso.

La conectividad de las tecnologias digitales ha permitido la creacion de plataformas digitales
para cursos masivos. Mediante el uso de un teléfono inteligente, tableta electronica o
computadora conectados a Internet, el participante de un MOOC puede acceder a la plataforma
digital, trabajar las actividades y participar en discusiones durante el desarrollo del curso. De
esta manera, es posible que los participantes puedan plantear su propia agenda de trabajo y

avanzar a su ritmo en cualquier momento y lugar.

Existen multiples plataformas digitales para alojar cursos masivos, en este estudio se utilizo
MeéxicoX, la cual estd basada en Open edX. Originalmente, la Universidad de Harvard y el
Instituto Tecnoldgico de Massachusetts crearon la plataforma digital edX para construir y
ofrecer MOOC:s a cualquier individuo interesado. Dada la demanda que presentaron los cursos
masivos, los creadores de edX decidieron compartir su codigo fuente con cualquier institucion
educativa interesada en ofrecer cursos a estudiantes de todo el mundo (Efimchik, Ivaniushin,

Kopylov, & Lyamin, 2017), esta nueva plataforma la llamaron Open edX.

18



Una de las herramientas de Open edX, es el creador de contenido Studio edX mediante el cual
es posible: 1) disefiar la estructura del curso, 2) agregar contenidos y actividades, 3) incluir
evaluaciones y foros como medios de comunicacion y, 4) administrar fechas de inscripciones,
inicio y fin de curso, etc., todo esto de manera directa a través de un navegador de Internet sin

necesidad de ningtn software adicional’.

En los MOOC:s se fomenta que los participantes sean el centro de toda actividad sin depender
de la figura de un tutor (Robutti et al., 2016), por ello, las vias de comunicacion que ofrece la
plataforma digital son Gnicamente entre tutor-participantes y participantes-participantes. En
este sentido, Churchill et al. (2016) plantean que durante el disefio de las actividades, es
necesario incluir diversos medios que permitan a los participantes obtener ayuda en el momento
en que presenten alguna interrogante relacionada con el curso. A continuacidn, se analiza el
modelo de disefio RASE de Churchill et al. (2016) y como puede ser utilizado para crear un
ambiente de aprendizaje MOOC basado en resolucion de problemas y uso coordinado de

tecnologias digitales.
2.4 Modelo de diseiio RASE

Uno de los retos actuales de la educacion, es la incorporacion de las tecnologias digitales en las
précticas de ensefanza y aprendizaje. Lo anterior, ha provocado que investigadores en el area,
fijen su atencion en la buisqueda, creacion y andlisis de propuestas que involucren el uso de
herramientas digitales. Gros (2016) sefiala la necesidad de un cambio en el disefio de las
practicas educativas y sugiere que éstas incluyan el uso de las tecnologias digitales; sin
embargo, comenta se debe tener en cuenta que para promover oportunidades de aprendizaje y
obtener un maximo potencial de las herramientas digitales, el disefio de las actividades debe

alinear la pedagogia y la tecnologia en beneficio de los alumnos.

Churchill et al. (2016) y Fox (2016) mencionan que las tecnologias digitales son importantes
en el diseno de recursos o materiales digitales educativos que el estudiante puede consultar y
estudiar en el momento que desee, dentro o fuera de las aulas. Argumentan que se necesita un
modelo aplicable para el disefio de ambientes de aprendizaje que proporcionen a profesores e
investigadores, pautas para utilizar tecnologias digitales en el contexto de la ensefianza y

aprendizaje. En esta direccion, proponen el modelo de disefio RASE que integra Recursos,

7 Mas informacion https://open.edx.org/about-open-edx
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Actividades, Soporte y Evaluacion. En la siguiente seccion se analizan cada uno de los
componentes de este modelo con el objetivo de estructurar las actividades matematicas basadas
en la resolucion de problemas y el uso sistemdtico de tecnologias digitales en un ambiente
MOOC.

2.4.1 Los Recursos

Para Churchill et al. (2016) los Recursos son los materiales o herramientas digitales que ofrece
un ambiente de aprendizaje a sus participantes tales como documentos, libros, videos,

calculadoras, software especializado en algun area, entre otros.

En un MOOC, el Recurso mas utilizado es el video, donde un experto en el tema expone sus
conocimientos o resuelve ejercicios (Sinclair & Kalvala, 2015). Sin embargo, en un ambiente
de resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias digitales, el reto de las tareas es
crear condiciones para generar un ambiente de aprendizaje que refleje la practica o actividad
matematica (Smith & Stein, 2018). Es decir, las tareas que se presenten a los estudiantes deben
generar la oportunidad de que éstos se involucren en un proceso de cuestionamiento, busqueda

de relaciones y reflexion matematica conceptual (Santos-Trigo, 2008a).

Algunas tecnologias digitales facilitan la busqueda de informacion especifica, relacionada con
los temas de estudio, que permiten a los individuos contrastar, extender o refinar los conceptos
que involucra una tarea o problema matematico. En un ambiente de resolucion de problemas y
uso de tecnologias digitales en un escenario MOOC, el disefio de las tareas debe considerar que
los participantes tienen caracteristicas diversas. Algunos pueden tener mds conocimientos
matematicos o experiencia en el uso de herramientas digitales que otros. Por ello, es importante
incluir Recursos dentro de la misma plataforma digital, para que los participantes los utilicen y
se involucren en los procesos de resolucion de problemas sin que la falta de conocimientos o
experiencia sea una limitante. Con base en las ideas anteriores, los Recursos se pueden definir

en dos categorias:

1. Consulta de informacion. Las plataformas digitales KhanAcademy, Wikipedia y
WolframAlpha son una fuente de informacion para que los participantes consulten y
estudien los conceptos o relaciones que intervienen durante el desarrollo de las tareas
matematicas (Borba, et al., 2016). Asi, los participantes pueden utilizar estos Recursos
para actualizar, recordar o refinar su conjunto de conocimientos y poder utilizarlos en el

proceso de resolucion de problemas.
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2. Modelos dinamicos. En este estudio, el objetivo de las tareas matematicas fue involucrar
a los participantes en actividades del quehacer de la disciplina, es decir, problematizar o
cuestionar las tareas o situaciones matematicas, utilizar diversas representaciones,
encontrar el significado e interpretar la soluciéon y comunicar los resultados. Asi, una
situacién matematica al ser representada dindmicamente proporciona a los participantes
del MOOC la oportunidad de explorar el problema con el objetivo de generar conjeturas
y justificarlas a través de argumentos visuales o empiricos y posteriormente, construir

un argumento que involucre propiedades y resultados matematicos.

El acceso a Internet a través de un dispositivo electronico (teléfono inteligente, tableta
electrénica o computadora) permite que estos Recursos estén disponibles en cualquier momento

para ser consultados por los participantes de este estudio.
2.4.2. Las Actividades

Churchill et al. (2016) argumentan que el disefio de una Actividad debe centrarse en lo que los
estudiantes van a hacer para aprender un tema especifico y no en lo que recordaradn para
reproducir en los examenes. Se busca que los estudiantes experimenten y desarrollen
habilidades y destrezas durante su aprendizaje. Estos investigadores proponen que una ruta para
lograr los objetivos anteriores es a través de la resolucion de problemas. En esta investigacion,
las Actividades se relacionan con las tareas matematicas propuestas a los participantes del
MOOC y las formas de promover su trabajo colaborativo. Es decir, las tareas deben ser el
vehiculo para que los estudiantes discutan los conceptos e ideas que se desarrollan durante la

practica o actividad matematica (Santos-Trigo, 2014b).

Los problemas son centrales en la practica matematica para fomentar el aprendizaje en los
estudiantes (Polya, 1945). Mason y Johnston-Wilder (2006) y Watson y Ohtano (2015)
mencionan que uno de los objetivos de las tareas es propiciar la participacion activa de los
estudiantes en el desarrollo de sus habilidades matematicas. Santos-Trigo y Barrera-Mora
(2011) argumentan que los problemas o tareas “son un medio que proporcionan oportunidades
a los estudiantes para analizar y reflexionar sobre el desarrollo de estrategias de resolucion de
problemas” (p. 700). Con estas ideas, Santos-Trigo (2014a) analiza los componentes de un

problema:

1. La existencia de un interés. Uno o varios individuos que quieren o necesitan encontrar

una solucidn al problema.
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2. Lano existencia de una solucion inmediata. Su solucion debe demandar un plan y una
reflexion, es decir, que no se puedan resolver instantaneamente al aplicar una serie de pasos de

manera mecanica.

3. Permitan diferentes métodos de solucion (algebraico, geométrico, numérico), es decir,
que se puedan utilizar diferentes conceptos, recursos matematicos y procedimientos durante la
resolucion. También, se considera la posibilidad de que el problema pueda tener mas de una

solucion o diferentes caminos para resolverlo.

Los Recursos, descritos en la seccion anterior, resultan importantes en los procesos de la

resolucion de un problema, al respecto, el NCTM (2008) resalta:

La tecnologia es una herramienta esencial para el aprendizaje de las matematicas en el siglo
XXI y tanto los profesores como los estudiantes deben tener acceso regular a las tecnologias
que apoyan las actividades de dar sentido matematico, razonamiento, resolucion de problemas

y comunicacion (p. 1).

Santos-Trigo y Ortega-Moreno (2013) argumentan que cuando un estudiante utiliza un SGD,
en la resolucion de problemas, se favorece el desarrollo de estrategias que lo conducen hacia la
solucion. El movimiento de objetos, la medicion y el rastro o lugar geométrico son ejemplos de

estrategias en los procesos de resolucion de problemas.

El movimiento de los objetos en una configuracion proporciona informacion del
comportamiento de algunos atributos (medida de angulos, areas, perimetros, etc.) lo que
permite identificar patrones, invariantes o relaciones entre los objetos. Con el uso un SGD se
puede trazar el camino o lugar geométrico que deja un punto cuando se mueve respecto a otros
elementos, dentro de esa misma configuracion, y analizar las propiedades del lugar geométrico
(Aguilar-Magallon & Poveda, 2017). De esta manera, los estudiantes pueden observar las
variaciones instantaneas en los atributos de los objetos involucrados en el modelo del problema
que se producen al mover otros y plantear preguntas relacionadas con los patrones o las
invariantes observadas que les permitan formular una conjetura que ayude a resolver el

problema (Santos-Trigo, 2008).

Santos-Trigo (2014a) comenta que el aprendizaje de las matematicas implica enfrentarse a
dilemas que necesitan resolverse mediante la formulacion de preguntas y busqueda de

diferentes caminos para responderlas. Ademas, sefiala que:
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El entendimiento o comprension de las ideas matematicas no es un proceso final, sino gradual
y dindmico que se va robusteciendo en funcion de la necesidad de responder y resolver una
serie de cuestionamientos que emerjan dentro y fuera de la propia comunidad de aprendizaje

(Santos-Trigo, 2014a, p. 23).

Santos-Trigo, Reyes-Martinez, y Aguilar-Magallon (2015) argumentan que las tecnologias
digitales favorecen en los individuos la comunicacién e interaccion entre ellos y el desarrollar
del conocimiento matematico. Asi, “[...] los estudiantes construyen, desarrollan, refinan, o
transforman sus formas de comprender y resolver problemas como resultado de formular
preguntas relevantes y responderlas con el uso de distintos medios, incluyendo las herramientas

computacionales” (Santos-Trigo, 2008a, p. 189).

En este estudio, las Actividades incluyeron preguntas para favorecer y promover que los
participantes, en sus intentos de responderlas, evidencien sus recursos matematicos, extiendan
sus ideas, busquen nuevas maneras de solucionar y extender los problemas. Durante el disefio
de las Actividades, las tareas matemadticas deben ser vistas como un medio para que los
participantes busquen diversas respuestas a las preguntas, interactuando entre ellos o con la
ayuda de los Recursos. De esta manera, la idea es fomentar el habito del cuestionamiento o
método inquisitivo en sus integrantes que les ayude a resolver problemas en matematicas; asi

como en cualquier otra area.

Un modelo dindmico del problema permite a los participantes identificar relaciones entre
objetos y conjeturar una posible solucién. Su validacion transita desde el uso de argumentos
empiricos o visuales hasta la presentacion de una prueba o demostracion matematica. Lo
anterior indica que tres momentos o elementos importantes de las tareas matematicas son las

siguientes:

1. Movimiento. A partir de un modelo dindmico dado que representa una situacion
matematica, el objetivo es que los participantes exploren el problema y planteen
preguntas sobre el comportamiento de los objetos y sus propiedades. Wikipedia y
KhanAcademy pueden ser utilizadas por los participantes para consultar y estudiar los

conceptos matematicos involucrados en el problema.

2. Formulacion de conjeturas. Las preguntas planteadas en la etapa anterior son la base y

el camino para identificar y formular conjeturas. En una primera instancia, deben ser
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sustentadas o refutadas mediante argumentos visuales o empiricos, para ello se pueden

utilizar las estrategias de mover objetos, medicion de sus atributos y lugar geométrico.

3. Justificacion de conjeturas. Toda conjetura identificada debe ser justificada utilizando
conceptos y relaciones matematicas. Por ejemplo, mediante argumentos algebraicos,

geométricos, entre otros.

En general, el objetivo del disefio de este estudio promueve la idea de que el aprendizaje de las
matematicas implica resolver problemas en términos de observar una situacion, formular

preguntas y buscar siempre diferentes caminos para su resolucion.
2.4.3 El Soporte

El proposito del Soporte es proporcionar asistencia a los estudiantes para que resuelvan, de
manera individual y colaborativa, las dificultades que se vayan presentando durante el
desarrollo de las Actividades. El Soporte puede tener lugar en entornos virtuales a través de
foros, blogs, chats, etc. y su objetivo es asegurar que los participantes puedan consultar
materiales cuando necesiten ayuda. Churchill et al. (2016) recomiendan que el estudiante
resuelva sus dudas, en primera instancia, con el apoyo de sus pares. La meta es conducirlos a

convertirse en aprendices independientes.

Cuando un estudiante comunica sus ideas a los demas, ya sea la justificacion de su
razonamiento o la formulacion de una pregunta, refleja su aprendizaje y organiza y consolida
su forma de pensar en matematicas (NCTM, 2000). En este sentido, Boston et al. (2017)
argumentan que promover la discusion en un aula de matematicas favorece que los estudiantes
puedan conocer los puntos de vista de otros, proporcionandoles una perspectiva mayor de los
problemas o temas estudiados. Es decir, una explicacién de un individuo ofrece oportunidades
adicionales para que otros amplien y contrasten sus recursos matematicos y sus estrategias para
resolver problemas. También, argumentan que un elemento necesario para garantizar una
discusion enriquecedora, es decir, donde se compartan ideas y se debatan con el propdsito de
desarrollar el pensamiento matematico entre los estudiantes, son las tareas matematicas basadas

en resolucion de problemas.

Para propiciar la discusion entre los participantes de un ambiente de aprendizaje en linea es
necesario incluir medios de comunicacion que permitan la interaccion y colaboracion durante
la resolucion de los problemas (Feldmann, 2015). En este proceso, “la comunicacion y

participacion de los estudiantes se debe enmarcar en el respeto a los demas y en la practica de
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principios €ticos que les permita reconocer y valorar tanto las contribuciones individuales como
grupales” (Santos-Trigo, 2015, p. 345). En este sentido, en un MOOC se requiere que el disefio
de las Actividades incluya los medios que posibiliten a los participantes, comunicar sus dudas
y recibir ayuda de otros. Una herramienta que incluye la plataforma MéxicoX que puede

contribuir con este proposito es el foro de discusion.

Varios investigadores reportan que los participantes en un MOOC prefieren los foros antes que
otras herramientas de comunicacion externas tales como redes sociales, blogs o chats para
plantear sus ideas (Alagic & Alagic, 2013; Alario-Hoyos et al., 2013; Breslow et al., 2013;
Liang-Cheng, I-Hsien, & Seng-Cho, 2017). Cuando un participante comparte sus
observaciones, conceptos, dudas, explicaciones, conjeturas, justificaciones, etc., éstos pueden
ser utilizados por otros para comprender el problema y analizar otras estrategias de solucion y
utilizarlas posteriormente. A partir de estas ideas, surge la pregunta ;qué caracteristicas deben
contemplarse en el disefio de las Actividades para que los participantes “pongan a la vista” sus

ideas a través del foro de discusion?

Los participantes deben gradualmente reconocer y valorar que ellos mismos son responsables
de involucrarse en el proceso de desarrollar su pensamiento matematico a través de la
exploracion, la formulacion de conjeturas, la busqueda de diversos métodos de solucion, la
formulacion de nuevos problemas, la discusion y la reflexion. Con el objetivo anterior, los

medios de Soporte utilizados en esta investigacion se dividieron en tres categorias:

1. Modelos dinamicos. En una etapa inicial, los participantes deben utilizar los modelos de
los problemas incluidos en las actividades para explorar el comportamiento de los
atributos de objetos matematicos como resultado del movimiento de algunos elementos
dentro de la representacion dindmica del problema y asi, formular y sustentar conjeturas.
Al mover los objetos, el modelo dindmico proporciona a los participantes informacion
visual y numérica que se actualiza instantdneamente, permitiéndoles comprobar o refutar
las conjeturas planteadas. En una segunda etapa, el objetivo es que los participantes

construyan sus propios modelos dindmicos de los problemas.

2. Plataformas digitales. Los participantes pueden utilizar plataformas tales como
Wikipedia y KhanAcademy para consultar y estudiar, en cualquier momento, los
conceptos o relaciones referentes a la tarea matematica y utilizarlos en la resolucion del

problema.
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3. El Foro de discusion. Es un medio de comunicacion que ofrece la oportunidad a los
participantes de: plantear sus dudas y recibir retroalimentacion como parte de la
comunidad y compartir ideas, y participar en las discusiones que se generan en el

desarrollo de las tareas o problemas propuestos.

El trabajo de los participantes podria ser un punto de referencia para que otros retomen o
extiendan las ideas y las contrasten o discutan dentro de la comunidad virtual que genera el

curso masivo.
2.4.4 La Evaluacion

La Evaluacion enfatiza que toda Actividad debe exigir a los estudiantes la produccion de
evidencias de su aprendizaje y exhibirlas utilizando, dentro de lo posible, medios electronicos;
debe ser parte integral de toda Actividad y verse como un componente formativo, (Churchill et
al., 2016). En este estudio se utilizé el foro, parte del conjunto de herramientas que tiene
MéxicoX, como medio de Evaluacion ya que es una herramienta de comunicacion que permite
a los participantes comunicar sus ideas y contrastarlas con las de los demas y, asi, mejorar su
proceso de aprendizaje” (Santos-Trigo, 2008a, p. 189). Siguiendo estas ideas, cuando los
participantes contestan las preguntas planteadas por las Actividades en el foro pueden
reflexionar sobre la retroalimentacion proporcionada por otros y refinar sus recursos

matematicos, ideas, conocer otras maneras de solucionar y extender los problemas.

Santos-Trigo (2014a) describe un modelo de evaluacion que incluye tres momentos y que

intenta analizar el proceso utilizado por los estudiantes al resolver una tarea matematica:

1. El primero es el entendimiento del problema. Un estudiante debe mostrar si lo entiende
y cuestionarse: ;Las condiciones del problema son razonables? ;Es posible estimar una

solucion?

2. El segundo se relaciona con la habilidad del estudiante para seleccionar y usar

estrategias de solucidn, presentar un plan y ejecutarlo.

3. El tercero es revisar la solucion: analizar su significado y verificar los procesos que

llevaron a esa solucion.

En general, en este estudio se promueve que las tareas matemadticas proporcionen las
condiciones necesarias para que sus integrantes participen de forma activa, donde el uso

sistematico de diversas herramientas digitales promueva un ambiente de discusion en la
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busqueda de soluciones. En este proceso, el Soporte y la Evaluacion favorecen que los
participantes mejoren constantemente su aprendizaje, por ello, es necesario que cuando
expresen sus ideas en el foro, analicen la retroalimentacion recibida para refinar o ampliar los

conceptos o ideas iniciales, como parte de su evaluacion.

De esta manera, la idea es que los participantes a través del proceso de Evaluacion sean ellos
mismos los encargados de monitorear sus avances en la comprension y uso de las ideas
matematicas en la resolucion de los problemas. Esto incluye reflexionar sobre las decisiones

que se toman durante el desarrollo de las tareas propuestas.
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Capitulo 111

Elementos metodologicos, disefio del estudio

y procedimientos



En este capitulo se presentan los elementos metodoldgicos y procedimientos de la
investigacion. Se describe el tipo de estudio, la plataforma digital que fue utilizada para
construir el MOOC, el disefio de las actividades, los participantes y la implementacion del
MOOC Resolucion de Problemas Matematicos y uso de Tecnologias Digitales, asi como los

métodos para la recoleccion y el andlisis de datos.
3.1 Naturaleza del estudio

La naturaleza de este estudio es de cardcter cualitativo, se basa en el proceso inductivo de
observacion, exploracion y andlisis de las respuestas de los participantes y las interacciones
entre ellos (Hernandez, 2014). El objetivo principal de la investigacion fue disefiar e
implementar un ambiente de aprendizaje MOOC para promover en los participantes una actitud
inquisitiva en la comprension de conceptos matematicos y la resolucion de problemas,
considerar un problema como punto de partida para involucrarse en la actividad de

razonamiento matematico, desarrollar multiples estrategias para resolver un problema.

En particular, interesé documentar como el disefio de las actividades, en un ambiente de
resolucion de problemas y uso de tecnologias digitales en un MOOC, permite que los
participantes se involucren en los procesos de plantear y responder preguntas, buscar
informacion, formular conjeturas y justificarlas mediante argumentos visuales o empiricos,
tales como el movimiento, la medicion y el lugar geométrico, al explorar los modelos
dindmicos; y, ademads, analizar la influencia que tiene la interaccién en linea entre los

participantes durante el desarrollo de las actividades.

En un estudio inicial (piloto) se analiz6 el potencial de la plataforma digital MéxicoX; las
formas de comunicacion que propicia ésta; y, las interacciones entre los participantes durante

el desarrollo de las tareas matematicas.
3.2 El estudio piloto

La plataforma MéxicoX permitio integrar diversas tecnologias digitales, incluyendo GeoGebra,
Wikipedia, KhanAcademy y el foro como medio de comunicacion de ideas o razonamientos
matematicos. El estudio piloto comprendié cinco actividades matematicas y un tiempo de siete
semanas. Se registraron 2 491 participantes, el unico requisito solicitado fue poseer o estar
cursando los estudios de bachillerato. En el Anexo 1 se detalla el disefio de las actividades, la

implementacion y los resultados obtenidos.
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El anélisis del estudio piloto fue la base para realizar ajustes en las actividades e implementar
el MOOC Resolucion de Problemas y uso de Tecnologias Digitales, es decir, permitio analizar
los tiempos de cada actividad y su nivel de dificultad. En las préximas secciones se detallan los
ajustes realizados. Otro elemento importante que permitié el estudio piloto fue observar el
comportamiento del grupo de participantes durante el desarrollo de las actividades, a través del
foro. Con lo anterior, se establecid una metodologia para clasificar el gran nimero de
comentarios segin sus ideas y centrar la atencion de los participantes en un grupo de

razonamientos o ideas matematicas (la seccion 2 del Anexo 1 muestra los detalles).
3.3 MOOC Resolucion de Problemas y uso de Tecnologias Digitales

Al inicio de la investigacion, se plantearon las siguientes preguntas: ;De qué manera disefar
tareas matematicas basadas en un ambiente de resolucion de problemas y uso de tecnologias
digitales en un entorno MOOC que promuevan el desarrollo del pensamiento matematico de
los participantes? ;Como lograr que los participantes comuniquen sus ideas y obtengan
retroalimentacion sin depender de la figura de un profesor o tutor durante el desarrollo de las
actividades? Para contestar estas preguntas fue necesario identificar las ventajas y limitaciones
de la plataforma digital MéxicoX donde se construyo el MOOC y analizar las tecnologias
digitales que permiten incluir y que favorecen la interaccion entre los participantes cuando
desarrollan las actividades. La Tabla 3.1 describe las herramientas digitales utilizadas en el

MOOC y sus usos.

El disefio de las tareas matematicas se basé en la resolucion de problemas y el uso coordinado
y sistematico de tecnologias digitales. El objetivo general fue centrar la atencién de los
participantes hacia el desarrollo y practica de tendencias o habitos del quehacer matematico en
lugar de abordar de manera puntual una serie de contenidos especificos como generalmente se

presentan en un ambiente tradicional de ensefianza.

Asi, se enfatiz6 la idea de que el aprendizaje de las matematicas requiere que el participante
problematice o cuestione las tareas o situaciones, busque distintas maneras de resolver un
problema, use distintas representaciones, encuentre el significado e interprete la solucion y
comunique los resultados. En este proceso, se espera que las preguntas se conviertan en un
medio que permitan a los participantes construir, desarrollar, refinar, o transformar sus formas

de comprender y resolver problemas.
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Tabla 3.1.
Herramientas digitales utilizadas en el estudio.

LE P I 25 40 L AT ; Qué permitieron estas herramientas?
utilizadas en el disefio del MOOC ¢ P )

La compatibilidad con HTML5 permiti6 integrar una serie de

elementos a la plataforma, por ejemplo, archivos GeoGebra,

paginas web y videos de KhanAcademy y YouTube. El
C ibilidad objetivo fue ofrecer la oportunidad a los participantes de
omlfll:[lll\/lﬂisa explorar modelos de los problemas elaborados en GeoGebra

y buscar informacion de Wikipedia o videos de

KhanAcademy sin salir de la plataforma.

La herramienta foro de discusion se incorpord como parte
de cada actividad para que los participantes:

1. Comunicaran sus ideas a los demas.

Foros de 2. Contrastaran su punto de vista con el de los demas para
. ., Mostrar Discusion ampliar sus recursos matematicos y estrategias al
discusion
resolver un problema.

3. Plantearan sus dudas o interrogantes y obtuvieran
retroalimentacion de otros como parte de su proceso de
evaluacion.

En estas preguntas el participante debia seleccionar, de
Preguntas . . ) ,
. una lista proporcionada, las opciones que respondian
calificadas en . . X
forma correctamente una pregunta; de manera inmediata, el sistema
(L proporcionaba la calificacion.
automatica

3.3.1 Diserio de las actividades

En el diseno de las actividades del MOOC se integraron los cuatro componentes del marco

propuesto por Churchill et al. (2016): Recursos, Actividades, Soporte y Evaluacion?.
Recursos

Al inicio del MOOC, se incluyeron algunas lecturas que abordan la importancia de formular
preguntas, la resolucion de problemas y el uso de tecnologias digitales con la finalidad de que
los participantes asociaran la formulacién de preguntas como un vehiculo para aprender
conceptos, explorar lo desconocido y generar nuevas ideas. Los participantes después de leer y

analizar los documentos proporcionados, de forma individual, tuvieron la oportunidad de

8 Los cuatro componentes RASE se referencian con la primera letra en mayuscula (Recursos, Actividades
b b
Soporte, Evaluacion).
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comentar los contenidos, compartir ideas y participar en discusiones alrededor del tema en el

foro.
En las actividades se incorporaron los siguientes Recursos:

1. Modelos dinamicos. Se proporciono una serie de modelos o representaciones dinamicas
de los problemas (elaborados en GeoGebra), con el objetivo de que los participantes
tuvieran la oportunidad de mover objetos y explorar su comportamiento en la busqueda
de posibles relaciones, invariantes o patrones en sus atributos. Dentro de este proceso se
plantearon cuestionamientos a los participantes sobre el significado de algunos de los
conceptos matematicos representados en el modelo.

2. Wikipedia y KhanAcademy. Se incluyeron vinculos a Wikipedia y KhanAcademy para la
rapida consulta de informaciéon relacionada con las propiedades y relaciones de los
objetos matematicos involucrados en los modelos dindmicos. El objetivo fue que el
participante tuviera la oportunidad de contrastar, refinar y adquirir un nuevo conjunto de
conocimientos y utilizarlos en el proceso de resolucion de problemas. Wikipedia
proporciona informacion puntual acerca de definiciones, teoremas y propiedades de
objetos matematicos tales como poligonos, circulos, conicas, etc. Por su parte,
KhanAcademy incluye videos donde se abordan y explican conceptos y demuestran

teoremas matematicos.
Actividades

El disefio de las Actividades o tareas matematicas se baso en los episodios de Resolucion de
Problemas y uso de tecnologia digital propuestos por Santos-Trigo (2014a) y Santos-Trigo y
Camacho-Machin (2011). El objetivo fue que los participantes, mediante la exploracion de
modelos dindmicos de los problemas, se involucraran en los procesos de resolucion de
problemas: (1) exploraciéon de diferentes representaciones, (2) busqueda de patrones,
invariantes y relaciones entre objetos matematicos, (3) busqueda de diversos métodos de
solucion (presentacion de argumentos), (4) comunicacién de resultados, (5) importancia de
formular preguntas y (6) la formulacion de nuevos problemas. Se proporcionaron a los
participantes los modelos o representaciones dinamicas de los problemas, se intentaba que los
exploraran de manera guiada. La Tabla 3.2 muestra los tres elementos propuestos en el disefio

de las tareas matematicas.
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Tabla 3.2.
Elementos del diserio de las tareas matematicas

Entender la tarea:

1. Identificar informacion relevante,

2. dar significado a los conceptos matematicos involucrados en el

Movimiento modelo del problema.

Identificar de manera explicita las estrategias esenciales en la busqueda
de patrones o invariantes relacionadas con el comportamiento de objetos
y sus atributos:

1. Casos particulares,

2. cuantificacion de los atributos (areas, perimetros, angulos,

longitud de segmentos, etc.) y
3. lugar geométrico.

El objetivo es que al observar el movimiento de las figuras los

Conjetura participantes formulen algunas conjeturas que den cuenta del
comportamiento de las propiedades de los objetos involucrados y las
relaciones entre ellos. Inicialmente, la validacion de una conjetura se
basa en argumentos empiricos o visuales.

La validacion de toda conjetura formulada debe transitar desde el uso de

Justificacion  argumentos empiricos o visuales hasta la presentacion de conceptos o
relaciones matematicas a través de procedimientos algebraicos o
geométricos.

A partir de estos elementos, en cada una de las tareas matematicas el participante tuvo la
oportunidad de:

1. Mover objetos. El objetivo fue que el participante moviera los objetos involucrados en
el modelo dinamico con el propdsito de identificar y conectar los conceptos o
propiedades matematicas asociadas al problema que representaba; ademas, observara la
importancia que tiene el movimiento de algunos objetos en la exploracion y el andlisis,
de manera inmediata o instantdnea, del comportamiento de algunos atributos de otros
objetos.

2. Formular conjeturas. Durante el desarrollo de las tareas matematicas, la idea en su
disefio fue que los participantes plantearan interrogantes sobre el comportamiento de
atributos de los objetos presentes en la representacion del problema y formularan
conjeturas relacionadas con las propiedades de los objetos. En este camino, en el disefio
de las tareas se mostr6 la cuantificacion de los atributos (areas, perimetros, angulos,
longitud de segmentos, etc.) como elementos que resultan importantes en la busqueda

de relaciones entre objetos de la representacion dinamica. También, se resalto el trazo

34



del lugar geométrico como una estrategia importante que proporciona informacion
sobre el comportamiento de algunos objetos.

3. Justificar conjeturas. En el disefio de las actividades se incluyeron preguntas con la
finalidad de que los participantes, en la busqueda de respuestas, construyeran y
presentaran argumentos que involucraran conceptos, propiedades y resultados
matematicos para sustentar las conjeturas. Por ejemplo, se podian incluir resultados

geométricos, argumentos de calculo o geometria analitica.

Medios de soporte

Un componente de las tareas matematicas fue el foro de discusion, parte de las herramientas
que ofrece la plataforma digital, como medio donde los participantes tuvieran la oportunidad

de:

Compartir sus ideas o razonamientos matematicos.
Plantear las dudas que vayan surgiendo durante el desarrollo de las actividades.

Discutir ideas, conceptos o resultados intermedios y finales.

el

Ampliar o contrastar los conceptos o ideas matematicas tras analizar la

retroalimentacion que proporcionan otros integrantes del MOOC.

Un objetivo de las actividades fue incentivar que los participantes compartieran sus ideas y
exhibieran sus acercamientos hacia la solucion de los problemas matematicos. Asi, el trabajo
de uno podria ser un punto de referencia para que otros retomaran o extendieran las ideas y las

contrastaran o discutieran dentro de la comunidad que gener6 el curso masivo.

Los participantes podian apoyar o refutar las conjeturas formuladas al mover los elementos
involucrados en las representaciones dinamicas de los problemas, ya que, éstas proporcionan
informacion de los atributos de los objetos matematicos. También, se promovio el uso de los
sitios KhanAcademy y Wikipedia para consultar y estudiar conceptos o relaciones matematicas

asociadas con la tarea propuesta.
Evaluacion

El foro de discusion fue utilizado como un medio para compartir ideas, plantear dudas y recibir
retroalimentacion, la idea fue que los participantes al plantear sus dudas, ideas o razonamientos
matematicos, durante el desarrollo de las tareas matematicas, recibieran retroalimentacion de

otros. Asi, tenian la oportunidad de:
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1. Contrastar sus recursos o ideas matematicas.

2. Discutir con otros sus soluciones y, si fuera el caso, reformularlas.

El objetivo fue promover que los participantes continuamente analizaran y dieran seguimiento
a las ideas que platearon en el foro, para ello, el equipo de disefio les insistid (en foros y en

correos electronicos masivos) sobre esta necesidad.

Ademas de los foros de discusion se incluyeron preguntas de seleccion multiple (calificadas

automaticamente por la plataforma). Cada una incluy¢ los siguientes elementos:

1. Una representacion dinamica de un problema.
2. Un conjunto de afirmaciones.

3. Un foro de discusion.

El trabajo de los participantes consistio en explorar el problema, a través de la representacion
dindmica proporcionada, y encontrar argumentos visuales o empiricos que les permitieran
justificar o refutar las afirmaciones proporcionadas. Como parte del proceso de evaluacion,
cuando un participante seleccionaba una opcidn erronea, se le dio la oportunidad de reformular
su solucion mediante diversos mecanismos: buscar o plantear la interrogante en el foro asociado
a la actividad o buscar informacion en linea, y tras el analisis de las respuestas o de la

informacion, responder de nuevo la pregunta.

La idea de incluir estas preguntas fue que los participantes activaran los resultados aprendidos
en las actividades al responderlas. Se incluyeron tres conjuntos de preguntas de seleccion

multiple, denominados Cuestionarios.

A partir de la revision de la literatura e investigaciones previas en resolucion de problemas y
uso de tecnologias digitales se seleccionaron las tareas matematicas del MOOC y se realizo el
estudio piloto (Anexo 1). Los datos obtenidos mostraron que el nivel de complejidad de las
tareas matematicas permitid la participacion de un grupo con diversos antecedentes
matematicos, para mas detalles se puede consultar la Seccion 2 del Anexo 1. En el estudio, se
mantuvieron las actividades 1, 2, 3 y 5 (Véase la Tabla 1, Anexo 1). Estas involucraron
conceptos matematicos que se estudian a nivel de secundaria tales como segmento, mediatriz,

tridngulo, cuadrado, rectangulo, parabola, entre otros.

En la actividad 4, el objetivo fue que los participantes resolvieran el problema utilizando

diversas representaciones; una involucré un lugar geométrico relacionado con una funcion
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irracional como una estrategia para resolver el problema. Se observo que el grupo de
participantes que se involucrd en esta actividad presentd inconvenientes en la comprension del
lugar geométrico, en la mayoria de los casos, lo relacionaron con una parabola (Véase la
Seccion 2.3, Anexo 1). Acorde al nivel de dificultad que presentd la actividad, se reemplazé

con otra.

Otro aspecto observado durante la implementacion del estudio piloto fue que los participantes
desarrollaron la actividad 1 (Véase la Tabla 1, Anexo 1) en su mayoria en la mitad de tiempo
programado, es decir, leyeron los articulos relacionados con resolucién de problemas y

tecnologias digitales y participaron en didlogos sobre el tema.
De acuerdo con lo anterior, se disefiaron e implementaron dos nuevas tareas matematicas:

1. La primera incluy¢ el problema de dividir el area de un cuadrado en dos regiones de
area igual. Uno de los aspectos de mayor relevancia de este problema, es que permite
enfocar la atencion hacia diversas formas de solucion, lo cual posibilita utilizar y
contrastar diversas representaciones graficas, algebraicas y numéricas. En esta ruta, se

guio el trabajo de los participantes en la exploracion de tres soluciones.

2. La segunda presentd una configuracion dindmica que involucraba puntos, rectas
paralelas y perpendiculares, puntos simétricos respecto a una recta y también un
triangulo. Se resalté la importancia de la formulacion de preguntas y la busqueda de

respuestas para comprender conceptos matematicos.

Respecto a los cuestionarios, en el estudio piloto, los participantes evidenciaron en el foro que
el movimiento y exploracion de los objetos presentes en una configuracion dinamica les
permitio la formulacion de conjeturas. Ademads, un grupo de ellos continud la discusion de las
ideas matematicas y extendieron los problemas, es decir, exploraron otras relaciones asociadas
con el problema (Seccidén 2.3, Anexo 1). Por ello, los cuestionarios del estudio piloto se

mantuvieron iguales en el estudio final.

La Tabla 3.3 describe las actividades y sus objetivos, en todas se proporcionaron a los
participantes los modelos dinamicos de los problemas, se intentaba que los exploraran de
manera guiada y se involucraran en el proceso de resolucion del problema. Se incluyeron seis
preguntas de seleccion multiple en las actividades 3, 4 y 5. El objetivo fue que los participantes
verificaran la validez de sus ideas o tomaran nuevas decisiones en su proceso de aprendizaje y

asi, avanzar, en el desarrollo de las tareas matematicas.
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Tabla 3.3.

Actividades y sus objetivos del MOOC.

Conjunto de actividades

Objetivos

Actividad 1

Importancia de formular
preguntas y la resolucion de
problemas y el wuso de
tecnologias digitales.

Dividir a un cuadrado en dos
regiones de igual area.

Relacionar las actividades de Resolucion de Problemas con el
aprendizaje de las matematicas. Se promueve que los estudiantes
formulen preguntas como un camino para comprender ideas
matematicas y resolver problemas.

Promover la busqueda, andlisis y discusion de informacion
disponible en diversos sitios de Internet relacionada con las tareas
matematicas.

Explorar el modelo dinamico del cuadrado, formular y sustentar
diversas soluciones.

Actividad 2

El triangulo isosceles.

Un triangulo isosceles que se
genera a partir de rectas paralelas
y puntos simétricos.

Explorar la representacion del problema, cuestionar el significado
de los objetos que lo conforman y, mediante la formulacion de
preguntas, establecer relaciones entre las propiedades de sus
objetos.

Promover una actitud inquisitiva en la comprension de conceptos
y recursos matematicos, es decir, que los participantes vean un
problema como un punto de partida y, a través de la formulacion
de preguntas, conecten otros conceptos y propiedades ampliando
sus recursos y estrategias para resolver problemas.

Actividad 3

1. El segmento y su recta
mediatriz.

2. El triangulo isosceles.

3. El triangulo equilatero.

4. El triangulo rectangulo e
isosceles.

Cuestionario 1

Las medianas, las alturas y las
bisectrices de un triangulo.

Mover objetos, observar el movimiento de las figuras y formular
algunas conjeturas relacionadas con sus propiedades. Toda
conjetura que se identifique debe justificarse con argumentos.

Analizar el movimiento de objetos para comprobar o refutar
visualmente algunas relaciones y conjeturas.

Actividad 4

Introducir al participante en el estudio de lugares geométricos

Una familia de rectangulos de
perimetro fijo.

La pardbola como lugar | como una estrategia para resolver problemas.
geométrico.
Actividad § Modelar la variaciéon del area de un rectangulo de perimetro

mediante el uso de un SGD.

Explorar el comportamiento del area de una familia de
rectangulos de perimetro fijo que se puede modelar a través de un
lugar geométrico.

Cuestionario 2

Extender el problema de la
parabola y un problema de
variacion que se puede resolver
utilizando la estrategia de lugar
geométrico.

Analizar las propiedades de los objetos cuando se mueven algunos
elementos en la configuracion del problema, formular conjeturas
y utilizar argumentos visuales y empiricos para sustentarlas.

El tiempo destinado para que los participantes desarrollaran las actividades del MOOC fue de

siete semanas. La Figura 3.1 muestra la estructura del MOOC, es decir, las actividades y la

semana en la cual se implementaron.
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O /] Dividir un cuadrado en dos
regiones de igual area.

O 2 Un triangulo is6sceles

El segmento y su recta mediatriz

La parabola como lugar
geométrico

O 6 El rectangulo de perimetro fijo

- - SEMANA 3 SEMANA 4 SEMANA 5 SEMANA 6

Cuestionario (6 preguntas, 2 en cada semana)

Cuestionario 1 (3 preguntas) Guestionario 2 (3 preguntas)

Figura 3.1. Estructura del MOOC

La Figura 3.2 muestra como la plataforma digital permiti6 estructurar las actividades, se
resaltan los tres momentos de la tarea matematica, la guia de trabajo, el modelo del problema
proporcionado a los participantes, la formulacioén de preguntas y el foro de discusion como un
medio de comunicacion entre los participantes. El curso estd disponible en

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/actividades-mooc-2/.

Movimiento Conjetura Justificacion

¥ \ 4 ¥

* Guia de trabajo

* Modelo
del problema

Formulacion
de preguntas

* Foro de
Discusion
Figura 3.2. Ejemplo de una tarea matematica en la plataforma MéxicoX.
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La Figura 3.3 ilustra una pregunta de seleccion multiple que incluye un modelo dindmico de un
triangulo y sus mediatrices, el trabajo de los participantes consistio en explorar el circuncentro

de un triangulo y su relacion el tipo de tridngulo seglin sus angulos.

Configuracion dinamica
=P de un triangulo y sus
mediatrices

=P Pregunta

- Lista de afirmaciones

- Foro

Figura 3.3. Ejemplo de una pregunta de seleccion multiple

3.3.2 Informacion general del curso

Una vez que el MOOC fue disefiado, inicid el proceso de inscripcion de participantes. Debido
a los contenidos abordados en las tareas matematicas propuestas en el MOOC, el tinico requisito
que se solicitd a los interesados fue poseer estudios correspondientes al nivel de bachillerato en

México.

Un mes antes de iniciar el MOOC, MéxicoX publico en su pagina digital el resumen, los

objetivos, los contenidos y los requisitos del curso para que los interesados pudieran inscribirse.

40



El dia de inicio del curso, el ED envid un correo electronico a todas las personas inscritas dando

la bienvenida y explicando la forma de trabajo (Anexo 5).

Al inicio del curso, inicamente estuvo visible la actividad 1, una semana después se visualizaba
la actividad 2 y asi sucesivamente, sin restringir el acceso a las anteriores. En otras palabras, si
un participante no realizé alguna de las actividades durante la semana programada, podia

retomarlas posteriormente.

Para las consultas técnicas sobre el curso, tales como problemas al iniciar sesion en la
plataforma, dudas respecto a los tiempos de las actividades o de evaluacion, se habilitd un

correo electronico y le fue proporcionado a los participantes desde el inicio del curso.

Al final de cada actividad, el equipo de disefio escribié un resumen con las ideas y comentarios
expresados en los foros, y envid un correo electronico con la informacion a los participantes.
La finalidad fue enfatizar los conceptos fundamentales abordados y la importancia de las
estrategias de solucion utilizadas. El Anexo 5 muestra los correos que se enviaron a los

participantes después de trabajar cada actividad.

3.3.3 Los participantes y la implementacion del MOOC

En el curso se registraron 2 661 participantes, la Grafica 3.1 muestra el nivel maximo de

estudios que declararon los participantes al registrarse.

Grafica 3.1. Nivel maximo de estudios de los participantes inscritos en el MOOC

16
4 Primaria

191

359 Secundaria

Maestria

886
Bachillerato

1120
Licenciatura
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Para obtener una constancia de participacion al término del MOOC, los participantes debian
obtener 60 puntos o méas como promedio en las respuestas a los tres cuestionarios. La Tabla 3.4
muestra el numero de participantes, segun su nivel maximo de estudios, que contestaron
correctamente 60% del total de cada cuestionario; asi como la cantidad que obtuvo constancia
de participacion.

Tabla 3.4.
Participantes que recibieron constancia de participacion.

Participantes que respondieron correctamente

Estudios 60% o mas de las preguntas del Obtuvieron
completos Cuestionario Cuestionario Cuestionario constancia
1 2 intermedio

Primaria 4 1 1 1
Secundaria 20 11 14 15
Bachillerato 93 59 76 75
Licenciatura 173 143 157 156
Maestria 79 65 69 71
Doctorado 8 7 5 7

No responde 2 0 1 2
Total 380 287 325 327

El estudio piloto permiti6 observar el comportamiento de los participantes en el foro durante el
desarrollo de las actividades (para mas detalles véase la Seccion 2 del Anexo 1), en este sentido,
fue posible establecer una ruta para seguir y guiar su trabajo: durante el desarrollo de cada una
de las actividades, el ED fue clasificando los comentarios en el foro, los criterios de seleccion

fueron:

1. Respuestas que dieron los participantes a las preguntas planteadas en las guias de trabajo
de las actividades.

2. Errores cometidos o dudas en los diferentes procesos de la resolucion del problema.
Ideas matematicas erréneas o incompletas.

4. Otras (propuestas de otros métodos de solucion al problema o nuevos problemas).

Luego, fijo un comentario representativo (para efectos de este estudio se denomina comentario
inicial) de cada conjunto de ideas, es decir, se coloco de tal manera que siempre se visualizara
al inicio del foro, para ello, se utilizé la herramienta “Fijar”, parte del foro. El objetivo fue
centrar la atencidon de los participantes en la idea o razonamiento matematico que incluia el
comentario inicial y asi, promover una discusion de ideas matematicas relacionadas con el tema

del comentario inicial. En esta investigacion se denomina didlogo a la discusion de la idea del
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comentario inicial. La Figura 3.4 muestra un comentario inicial y la cantidad de respuestas o

comentarios de otros participantes.

Figura 3.4. Captura de pantalla de un comentario fijado por el ED.

En la actividad 1 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-

problema-1/), los participantes respondieron las preguntas planteadas a través del foro. El ED,
durante el tiempo programado para la actividad, clasificé los comentarios, segiin los criterios
de seleccion descritos anteriormente en esta seccion. En la Figura 3.5 se enlistan los primeros
nueve comentarios seleccionados o comentarios iniciales de la actividad 1 del MOOC, los

restantes se pueden consultar en el Anexo 2.

1 7
8

2

3

4

5 Al mover los puntos A y B, las longitudes de los lados del cuadrado y sus
diagonales aumentan o disminuyen, pero conservan la propiedad de ser
iguales; y los angulos internos siempre miden 90

6 La solucién se obtiene trazando la diagonal del cuadrado 9

Figura 3.5. Primeros nueve comentarios iniciales de la actividad 1.
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Las ideas matematicas de los comentarios iniciales de las actividades del MOOC se detallan en
el Anexo 2. La Tabla 3.5 muestra el nimero de comentarios iniciales de los didlogos en cada

una de las actividades curso.

Tabla 3.5.
Cantidad de comentarios iniciales en las actividades y cuestionarios del MOOC.
Conjunto de actividades Numero comentarios iniciales

Actividad 1 21
Actividad 2 20
Actividad 3 16
Actividad 4 16
Actividad 5 21
Cuestionario 1 12
Cuestionario 2 12
Total 118

Otro aspecto importante observado durante la implementacion del estudio piloto fue el papel
que jugaron las preguntas formuladas en los didlogos por parte del ED ya que promovieron la
discusion de los procesos de la resolucion de los problemas. En el estudio, durante el tiempo

programado de cada actividad, el ED dio seguimiento a los didlogos:

1. Cuando detecté una idea o razonamiento matematico erréoneo o incompleto formulo
preguntas para guiar las discusiones y que los mismos participantes solventaran la
situacion; cuando algin participante compartié una duda, el ED nunca proporciond
respuestas.

2. Tiempo antes (2 o 3 dias) de que la actividad finalizara, formuld preguntas con el

objetivo de que los participantes buscaran otras soluciones o extensiones del problema.

La Figura 3.6 resume las tareas del ED, en el foro, durante el tiempo programado de cada

actividad.
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Tareas del ED durante el desarrollo de las actividades en el foro

o 2/ ©

Se analizaron y clasificaron los Seintervino en el foro planteando ~ Se plantearon preguntas

comentarios de | os participantes preguntas con € objetivo de que, parapromover la

segUin las ideas matemaéticas que los participantes, en lablsquedade ampliacion del temay para

contenian. respuestas, ampliaran o que los participantes
contrastaran Sus recursos y buscaran otras formas de

L uego, se seleccionaron algunos razonamientos mateméti cos. justificar las conjeturasy

comentarios y se colocaron de tal extender |os problemas

formaque se mostraran a iniciodel  Nuncase respondieron de manera  iniciales.

foro. directalas preguntas de los

participantes, sino que sefijaron
los comentarios para que otros
proporcionaran retroalimentacion.

Al detectar un nuevo comentario
con nuevas ideas se colocd al inicio
de las conversaciones, desplazando
hacia abgjo las existentes.

Figura 3.6. Tipos de intervencion del equipo de disefio en el foro.

3.4 Recoleccion y analisis de datos

La unidad de andlisis de esta investigacion fueron los didlogos entre los participantes durante
el desarrollo de actividades del curso. Ernest (2016) argumenta que en un didlogo como unidad
de anélisis intervienen: un hablante/proponente, un oyente/critico y un Texto Matematico. El
hablante/proponente plantea una idea (Texto Matematico) y el oyente/critico responde
proporcionando su punto de vista, aceptando o modificando la idea original. Posteriormente, el
hablante/proponente puede asumir el rol de oyente/critico, de esta manera, se alternan sus roles.
Este proceso se manifiesta y complementa con la incorporacion de otros participantes. En un
didlogo se requiere que el nimero de personas involucradas sean dos o0 mas y se pueden dar a
través de textos escritos utilizando medios de comunicacioén electronicos asincronos, por

ejemplo, el foro (Ernest, 2016).

El analisis se realizo en dos partes. En la primera, se pretende caracterizar el comportamiento
inicial de los participantes durante el desarrollo de las actividades 1 y 2 del MOOC y cémo el

disefio de las actividades favorece la exploracion de los problemas, a través de sus modelos
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dinamicos, la formulacion de conjeturas y las formas de sustentarlas utilizando argumentos

visuales, empiricos y formales, en una comunidad en linea y masiva.

En la segunda parte, se analiza y documenta la forma en que una comunidad en linea y
heterogénea, a través de los didlogos de las actividades 3, 4, 5 y de los cuestionarios, exhibe,
cuestiona, proporciona retroalimentacion o modifica sus ideas matematicas al usar diversas

tecnologias digitales en el proceso de resolucion de los problemas.
3.5 Criterios para validar los resultados de la investigacion

La validez de los resultados de la investigacion se basa en los criterios establecidos por Lincoln
y Guba (1985) y Schoenfeld (2007). La credibilidad es un criterio que permite examinar la
validez de los elementos de la investigacion empirica tales como: la recoleccion, la
organizacion, el procesamiento y la interpretacion de los datos (Lincoln & Guba, 1985). Para
evaluar la credibilidad de los resultados de esta investigacion se utilizaron los siguientes

criterios:

a. Compromiso prolongado. Se refiere a que el investigador observe a los participantes
durante el tiempo que demore el estudio y sin implicarse en el desarrollo de su trabajo,
es decir, esto permitira al investigador aprender sobre la forma en que se comportan o
trabajan los participantes. Durante la implementacion del MOOC, se observaron los
procesos de la exploracion de los problemas, a través de sus modelos dinamicos, la
formulacion de conjeturas y las formas de sustentarlas utilizando argumentos visuales,
empiricos y formales, que mostraron los participantes durante la resolucion de los
problemas de las actividades. E1 ED centr6 la atencion en el comportamiento de los
participantes durante el desarrollo de las actividades, es decir, observd su
comportamiento en el foro y orient6 las discusiones, a través de la jerarquizacion de
comentarios y el planteamiento de preguntas. Nunca respondid las preguntas o dudas

puntuales de los participantes.

b. Observacion persistente. La observacion durante la implementacion del estudio permite
al investigador recabar informacion que responda a los objetivos de la investigacion, y
asi, identificar en los participantes cualidades constantes y atipicas. En este estudio, el
investigador monitored el trabajo de los participantes durante el desarrollo de las
actividades por medio del foro, esto le permitié observar las dindmicas de trabajo y

definir comportamientos constantes.
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C.

d.

c.

Triangulacion. Se refiere a que una investigacion debe tener una variedad de métodos
de recoleccion de datos y fuentes de informacion con el fin de contrastar los datos e
interpretaciones. Toda la informacion se recolect6 a través de los comentarios realizados
por los participantes en el foro y permitieron observar y analizar como el disefio de las
actividades y las interacciones de una comunidad en linea y heterogénea promueven la
discusion de los procesos de la resolucion de los problemas matematicos. En los foros,
los participantes comunicaron sus ideas, compartieron imagenes y construcciones de
modelos dinamicos de los problemas que evidenciaban su pensamiento y uso de
estrategias en la resolucion de los problemas. Ademas, para el disefio del MOOC, se
utiliz6 el marco de resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias digitales,
asi como el modelo de disefio RASE. Los datos se analizaron con el apoyo de los
fundamentos del marco de resolucién de problemas y uso coordinado de tecnologias

digitales.

Interrogatorio con un colega (Peer debriefing). Es un proceso que consiste en discutir
ideas de la investigacion con uno o varios colegas. En este contexto, el diseno de las
actividades se hizo en conjunto con el Director de Tesis, las ideas iniciales fueron
expuestas a otros expertos en un seminario especializado en resolucion de problemas y
uso sistemdtico de tecnologias digitales. También, durante y después de que se
implemento la investigacion, se discutieron los resultados parciales y finales obtenidos

en dicho seminario.

Referentes adecuados (referential adequacy). Se refiere a la recoleccion de documentos,
archivos u otros datos para contrastar los resultados de una investigacion. En este
estudio se utilizo la informacidén que proporcionaron los participantes a través del foro,
para observar el comportamiento que exhibieron durante el desarrollo de las actividades.
Las interpretaciones se pueden comprobar mediante la consulta de los archivos digitales

que contienen los comentarios de los participantes en el foro.

Otro criterio de Lincoln y Guba (1985) es la Transferencia. Se refiere a la posibilidad de aplicar
los resultados del estudio a otras poblaciones o contextos. Para ello, se requiere proporcionar
informacion descriptiva del lugar (en esta investigacion de la plataforma MéxicoX en la cual
trabajaron los participantes) y el trabajo de los participantes del fendémeno investigado para que
otros investigadores interesados puedan replicar el estudio (Lincoln & Guba, 1985). En esta

investigacion se proporciona informacion relacionada con el disefio de actividades para un
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ambiente de aprendizaje masivo y en linea (Capitulo III); caracteristicas y comportamiento de
los participantes durante la implementacion de las actividades (Capitulo IV); y decisiones

tomadas por el equipo de disefio en el foro para guiar y extender las discusiones (Capitulo IV).

Schoenfeld (2007) menciona que un tema central respecto a cualquier investigacion es su
importancia, es decir, el interés que una comunidad puede tener en la relevancia basada en la

contribucion que realice a la teoria o a la practica.

En esta investigacion, se puede evaluar su importancia a partir de las preguntas de investigacion
relacionadas en coémo disehar tareas matematicas para ser aplicadas en un ambiente de
aprendizaje MOOC y en la metodologia implementada por el ED durante el desarrollo de las
actividades en el monitoreo y jerarquizacion de comentarios. Se publicaron varios reportes de
investigacion basados en el andlisis de los datos del estudio, éstos fueron evaluados y aceptados
por investigadores, quienes valoraron su importancia y pertinencia dentro del campo de
Educacion Matematica. Algunos de los resultados publicados se relacionan con el disefio de las
actividades matematicas (Poveda & Aguilar-Magallon, 2017, Poveda, Aguilar-Magallon, &
Goémez-Arciga, 2018); las formas de pensar de los participantes en un ambiente de aprendizaje
masivo (Poveda & Gomez-Arciga, 2017; Poveda, Aguilar-Magallon, & Olvera-Martinez,
2017); y, el papel de las intervenciones del Equipo de Disefio en el foro durante el desarrollo
de las actividades (Poveda, Aguilar-Magallon, & Gomez-Arciga, 2018; Poveda, Aguilar-
Magallon, & Olvera-Martinez, 2018).

48



Capitulo 1V

Resultados


William Poveda



En este capitulo se analizan los procesos y resultados que mostro el grupo de participantes
en los didlogos durante el desarrollo de las actividades del MOOC Resolucién de Problemas
Matematicos y uso de Tecnologias Digitales. El analisis se llevo acabo en dos partes. En la
primera, se pretende caracterizar el comportamiento inicial del grupo de participantes en los
dialogos, durante la resolucion de actividades 1y 2 del curso, relacionados con la exploracion
de los problemas matematicos, a través de sus modelos dinamicos; la formulacion de
conjeturas; y, las formas de sustentarlas utilizando argumentos visuales, empiricos y

formales. Luego se da respuesta a la primera pregunta de investigacion.

En la segunda parte, se analiza y documenta la forma en que una comunidad en linea y
heterogénea, a través de los didlogos de las actividades 3, 4, 5 y en las respuestas a los
cuestionarios, exhibe, cuestiona, proporciona retroalimentacion o modifica sus ideas
matematicas al usar diversas tecnologias digitales en el proceso de resolucion de los
problemas. Este analisis, en conjunto con los resultados de la primera parte, son la base para

contestar la segunda pregunta de investigacion.

Los resultados obtenidos, a través de los dialogos, se organizaron en términos del desarrollo
de las actividades, con la finalidad de observar como el disefio de las actividades, la
participacion en los dialogos de la comunidad virtual que generd el MOOC vy el papel que
asumié el ED ofrecen oportunidades a los participantes para involucrarse en las actividades
del quehacer matematico. Los problemas del MOOC se pueden consultar en el sitio

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/actividades-mooc-2/.

4.1 Desempeiio de los participantes en el primer grupo de actividades

Se analiza el trabajo realizado por los participantes en los dialogos durante el desarrollo de
las actividades 1 y 2. Para ello, se documenta cémo el disefio de las actividades y la
intervencion del ED en el foro y en los didlogos ofrecieron a los participantes diversas
oportunidades para involucrarse en la exploracion de los modelos dindmicos, la formulaciéon
de conjeturas y las formas de sustentarlas utilizando argumentos visuales, empiricos y
formales. Al final, se elaboré un resumen con la intencién de identificar los elementos en
comun observados en los didlogos.

El tiempo destinado al desarrollo de cada actividad fue de una semana. En los dos primeros
dias, el ED clasifico los comentarios del foro y fij6 algunos comentarios (estos se denominan
comentarios iniciales), el criterio de seleccion fueron las ideas de los participantes

relacionadas con las respuestas de las preguntas que incluyeron las actividades del MOOC,
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dudas, razonamientos matematicos erroneos o incompletos. Luego, durante el desarrollo de
cada una de las actividades, el ED dio seguimiento a los didlogos y, en caso de que se
detectaran dudas o ideas erroneas o incompletas, formuld preguntas con la intencion de
orientar la discusion. Una vez que las ideas o razonamientos matematicos estuvieron
correctos, se promovio la busqueda de otros argumentos para justificar la conjetura o
extender los problemas a través de preguntas. La Figura 4.1.1 resume la intervencion del ED

en los dialogos.

Figura 4.1.1. Intervenciones del ED en un dialogo.

4.1.1 Actividad 1

La primera tarea matematica fue:

Dos granjeros desean sembrar un terreno que tiene forma de un cuadrado. ;Como dividir
el terreno para que cada granjero siembre exactamente la misma drea? ;Existen varias
formas de hacer esa division?

El objetivo fue que los participantes analizaran y discutieran tres soluciones del problema y,
luego, buscaran y presentaran otras soluciones. Las tareas se pueden consultar en:

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-1/.

En la parte inicial de la actividad, se incluyo la configuracion dindmica y el conjunto de

preguntas que muestra la Tabla 4.1.1.
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Tabla 4.1.1.
Exploracion del modelo que representa un cuadrado.
El movimiento de objetos

Preguntas planteadas

Propiedades del cuadrado

Se construye un modelo dinamico del
terreno, mueve lospuntos 4 y B ;qué
sucede? ;qué cambia? (se mantienen las
propiedades del cuadrado? ,Qué
propiedades caracterizan a un cuadrado?
En Wikipedia puedes encontrar
mas informacion sobre el
cuadrado: https://es.wikipedia.org/wiki/Cua
drado.

En el foro, una respuesta comun de los participantes se relacion6 con la idea de que los cuatro

lados del cuadrado, al mover los puntos 4 o B, son congruentes. El ED seleccioné un

comentario con las ideas anteriores y lo fijé en el foro (comentario inicial), otros participantes

centraron su atencion en el comentario inicial y compartieron otras propiedades del cuadrado.

Para ello, se observo que utilizaron Wikipedia (Figura 4.1.2) para consultar la definicion de

cuadrado, en el didlogo compartieron: (1) Los angulos internos suman 360°, (2) sus

diagonales son perpendiculares entre si, (3) las diagonales se bisecan y (4) es un

paralelogramo, ya que es un cuadrilatero cuyos pares de lados opuestos son paralelos.

También, sefialaron que al mover los puntos 4 6 B, se genera una familia de cuadrados con

perimetros variables. La Figura 4.1.2 muestra el comentario inicial y algunas opiniones de

los participantes en el didlogo.
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Figura 4.1.2. Un didlogo donde se comentan las propiedades del cuadrado.

Solucion 1

La Tabla 4.1.2 muestra el modelo dinamico del cuadrado y una recta que pasa por dos de sus

lados y las preguntas que incluy6 la parte inicial de la primera solucion en la fase de

movimiento de objetos.

Tabla 4.1.2.
Exploracion del modelo que representa el problema de los granjeros.
El movimiento de objetos Preguntas
Al mover los puntos A y B ;qué sucede?
(qué cambia? Al moverlos puntos
: A,B, Py Q ;Qué ocurre con las areas de
S las regiones? ;Ddnde situar los puntos P
::1 y Q para que las areas de las regiones
= AQPD y QBCP sean las mismas?

Del foro se selecciond: la solucion se obtiene trazando la diagonal del cuadrado, en el

dialogo, sus participantes compartieron una captura de pantalla donde mostraron que el trazo
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de la diagonal era una solucion al problema. También, identificaron a la recta perpendicular
a uno de los lados y que pasa por su punto medio como otra solucion. Esta recta fue asociada

con el concepto de mediatriz de un segmento. La Figura 4.1.3 muestra el resumen del didlogo.

Figura 4.1.3. Soluciones presentadas por los participantes.

En el disefio de la actividad, el siguiente objetivo fue orientar la discusion de los participantes

hacia la siguiente la formulacién de una conjetura, para ello, se incluy6 la pregunta:

;Qué propiedad cumple la recta PQ (Ver Tabla 4.1.2) para aquellos casos en que las dreas
de las regiones son las mismas? /;Resulta importante el centro del cuadrado y la posicion

de la recta que divide al terreno en regiones de la misma area?

Se selecciono la siguiente idea erronea: Si PQ pasa por el centro del cuadrado entonces se
convierte en su eje de simetria, por lo tanto, las dreas de las figuras en que lo divide son
iguales. En el didlogo, algunos participantes sefialaron que, el eje de simetria de un cuadrado
pasa por su centro, sin embargo, si una recta pasa por el centro del cuadrado no es,

necesariamente, un eje de simetria. Para clarificar el concepto, el ED cuestion6 en el dialogo:

1. ;Como se define el eje de simetria de un cuadrado?

2. (Cudantos ejes de simetria tiene un cuadrado?
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Los participantes consultaron informacion de Wikipedia relacionada con la definicion de eje
de simetria de un cuadrado (Figura 4.1.4) para refutar la idea del comentario inicial y
concluyeron que los ejes de simetria de un cuadrado son sus diagonales y las mediatrices de

sus lados.

Figura 4.1.4. Resumen del dialogo donde sus participantes discuten el concepto de eje de simetria
de un cuadrado.

En otro didlogo, los participantes se basaron en el movimiento y los valores de las areas de
las figuras involucradas en el modelo del problema (Tabla 4.1.2) para formular una conjetura
de como dividir el cuadrado en regiones de igual area. Sefialaron que si PQ pasa por el centro

del cuadrado entonces lo divide en dos figuras de area iguales.

Para promover la discusion de ideas, el ED plante6 la pregunta: “;Cuantas soluciones es
posible encontrar?”. En el didlogo se proporcionaron argumentos visuales para responder la
pregunta, coincidiendo en que al mover los puntos Py Q de tal manera que la recta PQ pasara
por el centro del cuadrado se podia observar como cambiaban las formas de las figuras en

que se dividia el cuadrado, pero siempre las dos conservaban la misma area (Figura 4.1.5).
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Figura 4.1.5. Formulacion de una conjetura inicial basada en casos particulares.

La siguiente parte de la actividad estuvo relacionada con la biisqueda de argumentos formales

para sustentar la conjetura (Tabla 4.1.3).

Tabla 4.1.3.
Justificacion de la conjetura de la Solucion 1.
Justificacion Preguntas planteadas
Analiza la siguiente conjetura:
Sea ABCD un cuadrado y el punto O su
centro. Si la recta PQ pasa por O
: entonces siempre divide al cuadrado en
:g dos figuras que tienen la misma drea.
—': (Por qué la conjetura anterior siempre es
@ valida? (Como se sustenta
matematicamente? ;Qué conceptos,
propiedades y recursos matematicos
podemos usar para sustentar y demostrar
la conjetura?

En el modelo del problema, P es un punto movil sobre el lado DC de tal manera que la recta
PQ siempre pasa por el centro del cuadrado, es decir, el movimiento de la recta depende de

P ynodeQ.

De los comentarios del foro, se selecciond: Se puede justificar trazando las dos diagonales

AC y BD del cuadrado y observar los triangulos congruentes que se forman. En el didlogo,
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los argumentos para sustentar la conjetura se basaron en las propiedades del cuadrado y sus
diagonales, angulos entre paralelas, dngulos opuestos por el vértice y congruencia de
tridngulos. Mostraron que ADOP = ABOQ, por el criterio ALA (Figura 4.1.6) y sefalaron
que los trapecios AQPD y QBCP eran congruentes ya que tenian las bases congruentes y la
misma altura (AD=BC) por lo cual sus areas eran iguales. Las ideas principales del dialogo

las muestra la Figura 4.1.7.

Figura 4.1.6. Imagen utilizada en el didlogo para justificar la conjetura.

Figura 4.1.7. Justificacion de como dividir un cuadrado en dos figuras de igual area.

Luego, el ED solicito justificar la conjetura de la Tabla 4.1.3 utilizando argumentos diferentes
a los expuestos en el didlogo anterior (Figura 4.1.7). Algunos participantes discutieron y
proporcionaron retroalimentacion a las ideas matematicas del participante P, quien
construyo y presenté un modelo del cuadrado y la justificaciéon que muestra la Figura 4.1.8.

cuestiond

57



Figura 4.1.8. Justificacion presentada por P,.

Un participante afirmé que faltaba sustentar la congruencia de los rectangulos
AQKD y LBCP. El ED formul¢ la pregunta: “;Como sabes que los rectangulos tienen la
misma area? ;jComo sustentar AQ = PC para cualquier posicion de P?”. En las respuestas
sehalaron que se debia trazar la mediatriz de AB (Figura 4.1.9) y observar que

AQFO = APEO (criterio LAL) y asi, concluir AQ=PC.

Si j es la mediatriz de DC y segun lo discutido en la justificacion anterior, el
triangulo QFO es congruente al triangulo PEO por el criterio LAL. asi, EP=QF
y AQ=PC.

Figura 4.1.9. Argumentos presentados para completar la justificacion de P,.

El participante P, indicé que las ideas propuestas eran correctas (Figura 4.1.10). Con esto, el
seguimiento que dio P, a sus comentarios le permitié completar la justificacién que planted

inicialmente.

sus observaciones son correctas, gracias. Es necesario demostrar que los rectangulos
son iguales.

Figura 4.1.10. Comentario de P, donde sefala que su justificacion estaba incompleta.

Solucion 2
En la busqueda de otra solucion al problema de los granjeros, se proporciono6 el modelo del
cuadrado y la guia de trabajo de la Tabla 4.1.4. La actividad se puede consultar en

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-1-sol2-mov/.
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Tabla 4.1.4.
Exploracion de una segunda solucion al problema de los granjeros.
El movimiento de los objetos Preguntas planteadas

Mueve el punto Py ayuda a los
granjeros a encontrar una solucion del
problema. ;Qué regiones les asignarias
para que cada uno siembre la misma
area?

Solucion 2

Al igual que en la solucion 1, los participantes centraron su atencion en casos particulares del

punto P, por ejemplo, el ED fij6 un comentario que incluia las siguientes soluciones:
1. P es cualquiera de los vértices.
2. P es el punto medio de un lado.
En el didlogo, los participantes identificaron otras soluciones:
1. P pertenece a la diagonal del cuadrado.
2. P pertenece la mediatriz de un lado.

Un participante hizo un resumen de las soluciones y las comparti6 en el didlogo (Figura

4.1.11).

Figura 4.1.11. Resumen de las soluciones que compartié un participante.

Otros comentarios seleccionados fueron: (1) al mover P siempre se forman cuatro triangulos

y (2) la solucion se obtiene cuando P coincide con algun vértice. Se observd que los
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participantes proporcionaron retroalimentacion a las ideas anteriores, por ejemplo, en el
primero de los casos, mencionaron que la afirmacion no era correcta ya que si P coincidia
con alguno de los vértices (o P pertenecia a alguno de los lados) no se formaban cuatro
tridngulos. En el segundo de los casos, sefialaron que al mover el punto P se podian verificar
la existencia de otras soluciones. La Figura 4.1.12 muestra las ideas iniciales y la

retroalimentacion que recibieron.

Figura 4.1.12. Ideas iniciales de dos participantes y retroalimentacion proporcionada por otros.

La siguiente parte de la actividad tenia como objetivo guiar a los participantes hacia la

formulacion de una conjetura de como hacer la division del cuadrado (Tabla 4.1.5).

Tabla 4.1.5.
Hacia la formulacion de una conjetura de segunda solucion al problema de los granjeros.

(Es posible identificar alguna relacion entre los
valores de las areas? (Se cumple esta relacion
para cualquier posicion del punto P? ;Al variar la
posicion del punto P, qué ocurre con la suma de
las areas de los triangulos APB y DCP?

Solucion 2

En los comentarios del foro, se observo que un participante centrd su atencion en un caso

particular: “al mover el punto P la suma de las areas de APB y CPD siempre da como
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resultado 18”. Al seleccionar tal comentario, otros proporcionaron retroalimentacion y

ampliaron la idea, sefialaron que al mover los puntos 4 o B se modificaba el valor del area

del cuadrado y formularon la conjetura: Si P es un punto que esta dentro del cuadrado, la

suma de las areas de los triangulos APB y DCP es la mitad del darea del cuadrado.

El comentario inicial y algunas de las ideas del didlogo se presentan en la Figura 4.1.13.

Figura 4.1.13. Retroalimentacion proporcionada a un participante y formulacién de una conjetura.

La siguiente tarea de los participantes consistid en presentar argumentos formales para

sustentar la conjetura, para ello, se proporcioné el modelo dindmico y las preguntas de la

Tabla 4.1.6.

Tabla 4.1.6.

Justificacion de una conjetura de la segunda solucion al problema de los granjeros.

Solucion 2

Conjetura: En el cuadrado ABCD, si
P esta en su interior, entonces
siempre se cumple que: darea APB+
area CPD= area APD + darea BPC.
(Es posible identificar alguna
relacién entre los valores de las
areas? ;Se cumple esta relacion para
cualquier posicion del punto P? ;Al
variar la posicion del punto P, qué
ocurre con la suma de las areas de los
triangulos APB y DCP?

El ED identificé y selecciond del foro: al trazar las rectas perpendiculares que pasan por P

v mediante congruencia de triangulos, se puede justificar la relacion de igualdad entre las

areas de los triangulos APB y DCP. En el didlogo algunos participantes:

1. Senalaron casos particulares y argumentos para sustentarlos, por ejemplo, cuando P

coincide con uno de los vértices o esta sobre uno de los lados del cuadrado.
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2. Utilizaron las propiedades de rectas paralelas y perpendiculares y los criterios de
congruencia de triangulos LLL y LAL para mostrar que AAGP = AAFP (por LLL,
AP es diagonal del rectangulo AGPF), AFPD = AEPD (por LLL), APEC = APHC
(por LLL) y AGBP = AHPB (por LLL). Esto les permiti6 concluir:

AreaADCP + AreaAABP = Area AAPD + AreaABCP.

La Figura 4.1.14 muestra el comentario inicial y las conclusiones a las cuales llegaron los

participantes.

Figura 4.1.14. Una justificacion de la Solucion 2.

En otro didlogo, la atencion se enfoc6 en las alturas de los tridngulos DCP y ABP, cuando un
participante afirmoé: “Sin importar la posicion del punto P la suma de las alturas de los
triangulos DCP y ABP (de bases iguales) es igual al lado del cuadrado por lo tanto la suma
de sus areas es igual a la mitad del area del cuadrado” (Figura 4.1.15), los demas estuvieron
de acuerdo y sefialaron que la relacion entre las alturas de los triangulos DCP y ABP result6

importante para justificar

Area ABCD

AreaADCP + AreaAABP = >
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Figura 4.1.15. Justificacion basada en el movimiento y la observacion de invariantes.

Solucion 3

La tercera solucion del problema y los comentarios de los participantes se pueden consultar
en el Anexo 4. Se observo que los participantes, basados en el movimiento de objetos,
formularon una conjetura y la sustentaron apoyados en las ideas discutidas en los didlogos
anteriores (Figura 4.1.15). Para extender la discusion del problema, el ED formulo6 las
siguientes preguntas: Dividimos el cuadrado en dos regiones de igual drea, ;jqué otras

preguntas podemos plantear?

Algunos participantes utilizaron la idea discutida en la Solucidn 2: Sin importar la posicion
del punto P, la suma de las alturas de los triangulos ADF y BCG es igual al lado del
cuadrado (Figura 4.1.14) para encontrar otra solucion al problema. La estrategia que
utilizaron fue colocar un punto movil E sobre DC, trazar la recta perpendicular a DC que pasa

por E y colocar dos puntos moviles F y G sobre esa recta (Figura 4.1.16).

Figura 4.1.16. Una nueva solucion presentada por un participante.

Ademas, justificaron que areaAAFD + areaABGC es la mitad del area del cuadrado dado

que, la suma de las alturas de AAFD y ABCG es igual a AB sin importar la posicion de
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E,F y G.También, utilizaron la idea, discutida en los didlogos anteriores, de que la suma de

las alturas AAFE y ADHE sobre AF'y DH, respectivamente, era invariante e igual al lado del

cuadrado para concluir: Areal=areaAAFE + dreaADHE = iéreaAB CD.

Al final de la actividad, se envi6 un correo electronico a todos los participantes del MOOC
con un resumen del trabajo realizado en los didlogos. En general, todos coincidieron en que
el aprendizaje de las matematicas implica enfrentarse a un dilema que necesita resolverse en
términos de observar la situacion o concepto, formular preguntas y buscar siempre diferentes
caminos para responderlas. El planteamiento de preguntas es un proceso que evoluciona y
mejora cuando el estudiante constantemente se involucra en esta actividad. El resumen se

puede consultar en el Anexo 5 (Comunicado 2).
4.1.2 Actividad 2

La tarea matematica presentada a los participantes incluyé un modelo que involucrd rectas
paralelas, perpendiculares, puntos simétricos y un tridangulo. La Figura 4.1.7 muestra capturas
de pantalla del modelo (los participantes avanzaban en su construccion utilizando las flechas
resaltadas en  color  verde). La  tarea se  puede consultar  en

(https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-2/).

Figura 4.1.7. Modelo dinamico de la actividad 2.

En la fase del entendimiento del problema, se solicito a los participantes mover los puntos 4,
Dy E y analizar: ;Se puede afirmar que la recta n es paralela a m? ;Qué significa que E'

sea el punto simétrico de E respecto a la recta m? ;Qué propiedades cumple?

64



En un didlogo, la idea inicial fue el V postulado de Euclides, se compartio el enlace a

Wikipedia https://es.wikipedia.org/wiki/Quinto_postulado_de Euclides). Esta informacion

fue un punto de partida para que los participantes sefialaran:
1. p es perpendicular a m,
2. los angulos formados entre estas dos rectas miden 90° y lo mismo sucede con p y n,
3. pesunarectatransversal de m y n de tal manera que la medida de los 4ngulos internos
del mismo lado suma 180°,

4. Por lo tanto, m y n son rectas paralelas por el V postulado de Euclides (Figura 4.1.17).

Figura 4.1.17. Justificacion: las rectas m y n son paralelas utilizando el V Postulado de Euclides.

En el mismo didlogo, el ED cuestiond: “;Existe otra forma de justificar que las rectas my n
son paralelas?”. En la busqueda de respuestas, un participante construyd y presentd una
justificacion basada en geometria analitica (Figura 4.1.18). Utiliz6 los siguientes recursos:
pendiente de recta, pendientes de rectas paralelas y pendientes de rectas perpendiculares y la
estrategia de solucion consistio en relacionar algebraicamente las pendientes de las rectas

m,n y p para concluir que las pendientes de m y n son iguales.
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Figura 4.1.18. Otra forma de justificar que las rectas m y n son paralelas.

Algunos participantes sefialaron que, pese a saber el concepto de pendiente de una recta y las
relaciones entre rectas paralelas y perpendiculares, no hubieran logrado conectar tales

recursos y concluir que m y n son rectas paralelas (Figura 4.1.19).

Interesante forma de resolverlo, yo sabia el concepto de pendiente de una recta y las relaciones
entre paralelas y perpendiculares, no hubiera logrado conectar las ideas como se hizo en la
demostracion anterior.

Figura 4.1.19. Evidencia de que un participante comprendio el razonamiento
matematico expuesto en el foro.

La siguiente discusion se relaciond con la pregunta que incluyo la actividad: ;Qué significa
que E' sea el punto simétrico de E respecto a la recta n? Del foro se selecciono el comentario:
“Si E’ es simétrico a E significa que equidistan de la recta n”. En el didlogo, el ED observo
que no se menciono el significado de distancia de un punto a una recta, por lo que presento
dos modelos dindmicos y un conjunto de preguntas para guiar el trabajo de los participantes
hacia la comprension del concepto. Se discutieron las siguientes ideas (la Tabla 4.1.8 muestra
los modelos y las preguntas planteadas por el ED en los didlogos, también, presenta un

resumen de las ideas planteadas por los participantes y las conclusiones):

1. La distancia de un punto 4 a una recta d se mide sobre la perpendicular a d que pasa

por A.
2. Almover el punto 4’, la minima distancia de 4 a la recta es cuando o mide 90°.

3. Justificacion de distancia de un punto a una recta: El triangulo PA’A es rectangulo,

por lo tanto, la hipotenusa AP siempre es mayor que AA’.

66



Tabla 4.1.8.
Discusion sobre el concepto de distancia de un punto a una recta.

Intervencion del ED

Comentarios en el foro

Conclusiones de
los participantes

Wikipedia proporciona la definicion
de distancia de un punto a una recta
como la distancia mas corta entre un
punto Ay un punto A’ perteneciente
a la recta d, ;como obtener tal
distancia?

Al mover el punto A’, ;es posible
obtener un segmento AA’ de
longitud minima?

Los participantes mencionaron
que al mover A’ la distancia
mas corta de A a la recta d se
obtiene cuando el éangulo «o
mide 90°, es decir, la distancia
se debe medir sobre la recta
perpendicular a d que pasa por
A (Parte del dialogo se presenta
en la Figura 4.1.20).

La distancia de un
punto A a una recta d
se mide sobre la recta
perpendicular a d que
pasa por A.

(Como mostrar que AA'<AP?

La discusion inicié cuando un
participante sefalo: “Si P es
diferente de A' no es posible
que AP sea menor que AA™ .

Los demas coincidieron en: E/
triangulo PA’A es rectangulo,
por lo tanto, la hipotenusa AP
siempre es  mayor  que
AA’ (Algunos comentarios del

didlogo se muestran en la
Figura 4.1.21)

El segmento de
menor distancia entre
un punto 4 y una
recta d se localiza

sobre la recta
perpendicular a d que
pasa por 4.

Figura 4.1.20. Discusion relacionada con la distancia de un punto a una recta.
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Figura 4.1.21. ;Por qué el segmento de menor distancia entre un punto 4 y
una recta d se localiza sobre la recta perpendicular a d que pasa por 4?

En otro didlogo, un participante presentd una captura de pantalla de una representacion
dinamica que incluy6 dos rectas paralelas m y n, el punto simétrico E’ de E respecto a una de
las rectas, el segmento EE’ y su interseccion E; con la recta n, ademas incluyo la longitud de
los segmentos E’E; y EE; (Figura 4.2.7). El ED solicit6 al participante compartir el modelo
dindmico y asi lo hizo. Algunos sefialaron que al mover el punto £ se mantenia la relacion
EIE’=EEI, ademas, las rectas n e i eran perpendiculares. La conclusion fue:

“Si E' es simétrico a E respecto a la recta n significa que la recta EE' corta an en E; de tal
manera que las longitudes de E{E y E{E' son iguales y, ademds, EE' es perpendicular an”.
(Figura 4.1.22). También, emergid el concepto de mediatriz de un segmento (dada la

construccion del modelo, la recta n es mediatriz de EE”)

Figura 4.1.22. El concepto de punto simétrico con respecto a una recta. Una configuracion dindmica
compartida por un participante.
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El siguiente parte de la actividad consistié en centrar la atencion de los participantes en la

familia de tridngulos que se genera al mover los puntos Dy E'y sus propiedades (Tabla 4.1.9).

Tabla 4.1.9.

Formulacion de una conjetura.

Modelo del problema proporcionado Preguntas planteadas a los participantes
en la actividad 2

Al mover los puntos A,C.E y D ;Qué
propiedades tiene la familia de tridngulos
FGH? ;Se conservan las propiedades para
cualquier posicion de los puntos £y D? Activa
las casillas para mostrar las medidas de los
lados y angulos del tridngulo.

Al mover los puntos C, D y E ;existe alguna
relacion entre los lados de la familia de
triangulos FGH? ;existe alguna relacion entre
sus angulos?

Los razonamientos matematicos seleccionados del foro fueron:

1. Al mover los puntos Dy E, dos lados del tridngulo FGH son congruentes.

2. Al mover los puntos D y E, dos angulos del tridngulo FGH son congruentes.

3. Formulacion de una conjetura: La familia de tridangulos FGH que se genera al mover
D o E es isosceles.

4. Al mover los puntos D y E, no se puede generar un tridngulo escaleno, pero si uno
equilatero.

5. Laidea errénea: un tridngulo equilatero no es isdsceles.

6. Existe de una posicion de D para la cual no se generan tridngulos y se identifican
otras posiciones de los puntos D y E para las cuales no se genera un triangulo.

7. ¢Por qué se generan tridngulos isosceles?

Algunos participantes sefialaron que la familia de tridngulos que se generaba al mover los
puntos 4, C, D y E era isosceles, ya que, GF = HF y, ademas la medida de los angulos FGH
y FHG era igual. También, otros sefialaron que no les fue posible generar un triangulo
escaleno, pero si equilateros (Figura 4.1.23). Ademas, reconocieron la importancia del
movimiento y la medicion de sus atributos de los objetos, ya que, esto les permitié observar

la existencia de la familia de tridngulos isdsceles (Figura 4.1.24).

69



Figura 4.1.23. Comentarios de los participantes sobre la importancia del movimiento y la
medicion de los atributos de objetos.

Resulta muy interesante que al mover los puntos D y E se obtengan los Cuando inicié a estudiar el problema no vi que el triangulo fuera isosceles
valores de los lados y dngulos del tridngulo, sin duda se trata de un pero con las medidas inmediatamente pude ver la relacion entre los lados,
I

isbsceles. es una excelente herramienta que aplicaré con mis estudiantes

Figura 4.1.24. Comentarios de los participantes sobre la importancia del movimiento y la
medicion de los atributos de objetos.

El ED selecciond del foro un comentario relacionado con las posiciones de los puntos Dy E
donde no se genera un tridngulo. En el primero un participante identifico una posicion del

punto D (D=E) (Figura 4.1.25) y en el didlogo algunos sefialaron:

1. SiD,E yF son colineales entonces G tiene la misma posicion que H y no se genera
un triangulo.

2. Si la recta DE’ es paralela a n no es posible construir el triangulo FGH (Figura

4.1.26).
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Es correcto que se forma un triangulo isdsceles pero también noté que
cuando coloco el punto D de tal manera que coincida con E, el punto G
tiene la misma posicion que H por lo tanto no se tiene un triangulo

Figura 4.1.25. Una posicion de los puntos D y E donde no es
posible generar una familia de tridngulos isdsceles.

Figura 4.1.26. Una posicion de los puntos D y £’ donde no es posible generar una familia de
tridngulos isdsceles.

Para justificar la conjetura, la actividad incluy6 un nuevo modelo del problema y un conjunto

de preguntas a los participantes (Tabla 4.1.10).
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Tabla 4.1.10. Recursos y preguntas para justificar la conjetura.

Modelo del problema de una familia
de tridngulos is6sceles

Preguntas para guiar el trabajo de los
participantes

(Como justificar que todo elemento de la familia de
triangulos FGH que se genera es '"siempre"
isosceles?

(Qué relacion existe entre los angulos oy B? ;Por
qué?

(En qué ayuda lo anterior para justificar que cada
elemento dela familia de triangulos FGH es
isosceles?

Algunos participantes proporcionaron argumentos basados en el concepto de punto simétrico

respecto a una recta y rectas paralelas para sustentar que < a =< [. Emergio el concepto de

bisectriz de un angulo. La Figura 4.1.27 presenta el comentario inicial, un resumen de las

ideas matematicas y las conclusiones del dialogo.

Figura 4.1.27. Diélogo: justificacion <a=<«p.

En el otro didlogo, los participantes utilizaron los recursos: angulos opuestos por el vértice y

angulos que se forman entre dos rectas paralelas y una transversal para sustentar que la

familia de tridngulos generada al mover los puntos E y E’ es isosceles. Los argumentos

fueron:

1. « CFG =<« a (opuestos por el vértice).
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2. « FGH =<+ ay « GHF =<« [ (alternos internos entre paralelas).
3. Como <« a =< [ entonces « FGH =< GHF vy, por lo tanto, AFGH es isOsceles.

La Figura 4.1.28 muestra el resumen que hizo un participante de las ideas expuestas en el

dialogo.

Figura 4.1.28. Justificacion de que la familia de tridngulos FGH es isdsceles.

Al final de la actividad, el ED hizo un resumen de las principales ideas de los didlogos y
envio la informacion a los participantes. Se resaltd que, en esta actividad, el punto de partida
no es el enunciado o problema; se inicia “armando” o construyendo una configuracion o
modelo dindmico que involucra algunos objetos matematicos simples (rectas, puntos,
segmentos, angulos, etc.). En el proceso de ir construyendo la configuracion se plantean
interrogantes sobre el comportamiento de algunos atributos (medida de angulos, propiedades
de tridngulos, perimetros, areas, etc.) que llevan a la formulacién o busqueda de conjeturas o
relaciones entre objetos y propiedades. La idea es siempre buscar y presentar distintos tipos
de argumentos que sustenten esas conjeturas. La validacion de una conjetura puede transitar
desde el uso de argumentos empiricos o visuales hasta la presentacion de una “prueba” que
involucra, por ejemplo, criterios de congruencia de tridngulos o procedimientos analiticos.

El resumen enviado a los participantes se puede consultar en el Anexo 5 (Comunicado 3).
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4.1.3 Discusion de primera parte del MOOC y respuesta a la primera pregunta de

investigacion

La plataforma MéxicoX posee un conjunto de herramientas que permitieron disefiar un
ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias digitales en un
escenario de aprendizaje MOOC, en el cual las actividades matematicas integraron Recursos
(modelos dindmicos GeoGebra, informacion de Wikipedia y KhanAcademy), medios de
Soporte y Evaluacion (el foro). El uso de los modelos construidos en GeoGebra ofrecio
oportunidades a los participantes para observar el movimiento de los objetos como un
elemento importante en la exploracion de los problemas. Por ejemplo, el andlisis de casos
particulares y la cuantificacion de los atributos de los objetos. Ademas, los diferentes
modelos de la solucion del problema, proporcionados en el MOOC, posibilitaron que los

participantes identificaran conexiones entre conceptos matematicos.

El foro hizo posible que los participantes tuvieran la oportunidad de compartir sus ideas y
participar en su discusion a través de didlogos dentro de una comunidad heterogénea. En los

didlogos se involucraron participantes con niveles acadéemicos de licenciatura, maestria y
doctorado (para mas detalles véase la Tabla 1 del Anexo 3).

Un factor que resulté de importancia, durante el desarrollo de las actividades, fue la
clasificacion y la jerarquizacion de los comentarios en el foro que hizo el ED. Esta seleccion
fue importante para guiar la discusion de los participantes y representd un vehiculo para
compartir ideas, plantear dudas, recibir retroalimentacidon, asi como proponer nuevos

acercamientos y otros problemas. En los didlogos, se observaron dos elementos en comun:

1. El rol que asumieron algunos participantes de dar retroalimentacion o ayuda a otros,
es decir, responder dudas, complementar ideas o sefialar y corregir errores. Esto
resulté importante ya que promovid que los participantes desarrollaran las actividades
sin depender de la figura de un tutor o profesor como en un ambiente de aprendizaje
tradicional.

2. Cuando el ED formulé una pregunta, los participantes buscaron y compartieron

diversas respuestas, esto permitio la discusion de ideas o razonamientos matematicos.
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En este sentido, se responde a la primera pregunta de investigacion:

,Como disefiar un ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de

tecnologias digitales en un escenario de aprendizaje MOOC, que ofrezca a los

participantes diversas oportunidades para involucrarse en actividades del quehacer

matematico?

El disefio de las actividades se estructurd alrededor de tres fases relacionadas con el

movimiento de los objetos, la formulacion de una conjetura y su justificacion:

1.

2.

Movimiento de los objetos. Los modelos dinamicos de los problemas generaron
oportunidades a los participantes para cuestionarse sobre el significado de conceptos
matematicos y sobre la busqueda de relaciones entre los objetos involucrados. Las
actividades incluyeron preguntas que guiaron a los participantes a cuestionarse sobre la
informacion relevante en la representacion dindmica del problema y dar significado a los
conceptos matematicos involucrados. Por ejemplo, en la fase de comprension del
problema de los granjeros (Actividad 1) los participantes compartieron algunas
propiedades del cuadrado relacionadas con la congruencia de sus lados, de sus diagonales
y de sus angulos. Otros compartieron informaciéon de Wikipedia sobre el cuadrado y
elaboraron una lista de sus propiedades (Figura 4.1.2). En la Actividad 2, buscaron
informacion en Internet sobre el concepto de rectas paralelas y perpendiculares y
discutieron el postulado V de Euclides (Figura 4.1.17). Ademads, las preguntas que
formul6 el ED permitieron a los participantes discutir conceptos de pendientes de rectas
paralelas y perpendiculares (Figura 4.1.17 y 4.1.18); discutir el significado de punto
simétrico (Figura 4.1.20 y 4.1.21); y, analizar el significado geométrico de distancia de
un punto a una recta (Tabla 4.1.8). La evidencia indica que la participacion en los
dialogos les permitio discutir diversos conceptos y relaciones matematicas a partir de
compartir ideas y buscar respuestas en forma colaborativa.

Formulacion de una conjetura. El segundo objetivo de las actividades estuvo relacionado
con la formulacidon de conjeturas, por parte de los participantes, que dieran cuenta del
comportamiento de algunos objetos matematicos involucrados en el modelo del
problema. Para justificar visual y empiricamente las conjeturas, las actividades hicieron
explicita la importancia de las estrategias de movimiento de los objetos y la cuantificacion
de atributos de objetos matematicos involucrados en el modelo del problema. Para ello,

se incluyeron preguntas para guiar el proceso de exploracion. En la busqueda de las
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respuestas, los participantes proporcionaron argumentos empiricos o visuales para
justificar o refutar las conjeturas. En este sentido, encontraron informacion relevante
sobre el comportamiento o propiedades de objetos por medio de la cuantificacion de sus
atributos y el andlisis del lugar geométrico.

Por ejemplo, en la fase de exploracion del modelo de la Solucion 1, los participantes
identificaron unicamente soluciones particulares (Figura 4.1.3), las preguntas en las
actividades guiaron su trabajo hacia la busqueda de una solucion general (Figura 4.1.5).
En la Solucion 2, cuando centraron su atencion en dos casos particulares para dividir el
area del cuadrado, otros proporcionaron retroalimentacion y extendieron las ideas
iniciales hacia la busqueda de la solucion general (Figura 4.1.12 y 4.1.13).

En la Actividad 2, en la exploracion del modelo dindmico, un participante identificd
posiciones de algunos de sus puntos donde no era posible generar la familia de triangulos
isosceles. Esta idea fue explorada por otros y determinaron otra situacion donde tampoco
se generaban los triangulos (Figura 4.1.25 y 4.1.26). En los didlogos de la Actividad 2,
los participantes reconocieron la importancia del movimiento de objetos y la
cuantificacion de sus atributos en la busqueda de patrones, invariantes y relaciones entre
los elementos que conforman la representacion dindmica del problema (Figura 4.1.23 y
4.1.24).

Justificacion. El tercer objetivo estuvo relacionado con la justificacion de las conjeturas,
se cuestiond a los participantes con la finalidad de que construyeran y presentaran
argumentos que involucraran conceptos, propiedades y resultados matematicos para
sustentar las conjeturas. En este proceso, los resultados muestran que los participantes de
los dialogos:

a. Transitaron desde el uso de argumentos empiricos o visuales hasta aquellos que
involucran, por ejemplo, propiedades de alguna figura geométrica conocida,
criterios de congruencia de tridangulos o procedimientos basados en algebra,
calculo o geometria analitica. Por ejemplo, en la Solucién 1 de la Actividad 1,
sustentaron las conjeturas formuladas utilizando congruencia de triangulos
(Figura4.1.5,4.1.6 y 4.1.7). E1 ED solicito a los participantes que proporcionaran
otros argumentos, cuando uno de ellos presentd una justificacion geométrica

incompleta (Figura 4.1.8), otros brindaron retroalimentacion al sefialar y
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completar la parte faltante para que, a su vez, completara la justificacion (Figura
4.1.9).

b. Presentaron diferentes argumentos en la justificacion de las conjeturas. El
seguimiento que dieron los participantes a las ideas de los didlogos resultd
importante ya que les permitié conocer las ideas de otros y aplicarlas en los
procesos de la resolucion de los problemas, por ejemplo: en la Solucion 2 de la
actividad 1, la pregunta que planteé el ED (;Es posible justificar la conjetura
mediante el uso de otros argumentos?) generé una discusion donde los
participantes identificaron la importancia de la relacion de igualdad entre la suma
de las alturas de los triangulos de bases paralelas y el lado del cuadrado para
sustentar la conjetura (Figura 4.1.15). Se observo que esta idea fue utilizada como
argumento principal en la justificacion de la Solucion 3 (Figura 1, Anexo 4) y fue
la base para construir una nueva manera de dividir el area del cuadrado en partes
iguales (4.1.16). En la Actividad 2, utilizaron los conceptos y propiedades de
rectas paralelas y punto simétrico, estudiadas en la parte inicial de la actividad,
para sustentar de dos maneras diferentes que la familia de tridngulos es isosceles
(Figura 4.1.27 y 4.1.28). Cuando en un diadlogo se presentd una justificacion
matematicamente erronea (donde se utiliz6 lo que se deseaba mostrar como parte
de las hipotesis) para la Solucidon 3, otros proporcionaron retroalimentacion:
sefalaron el error y mencionaron que el movimiento de objetos permite observar

casos donde la conjetura formulada no se cumple (Tabla 2, Anexo 4).

En resumen, las actividades se convirtieron en plataformas donde los participantes se
involucraron en el analisis de las diferentes formas de enfocar y ampliar los problemas. La
Figura 4.1.29 resume los elementos principales en el proceso de disefio de las actividades, se
resalta el uso de GeoGebra, fuentes de informacion en Internet y el foro como medios que
favorecen y promueven la adquisicion de recursos, estrategias y la disposicion de

involucrarse en actividades que reflejen la practica matematica.
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Disefio de las tareras matematicas en
un MOOC

Objetivos de actividades o tareas
matematicas

Desarrollo y practica de Comunicar y

tendencias o habitos del discutir de ideas y resultados
quehacer matematico

Plataforma digital
Compartir ideas, plantear dudas,

Identificar informacién relevante dar/recibir retroalimentacion
Explorar diferentes
representaciones del problema GeoGebra Fuentes de Foro
informacion
Buscar patrones o invariantes
entre las propiedades de los Presentar argumentos y otros
atributos de los objetos métodos de solucion

Consulta de conceptos matematicos
Estudio de relaciones matematicas

Figura 4.1.29. Elementos del disefio de las actividades.

4.2 Desempeiio de los participantes en el segundo grupo de actividades

En esta seccion se documenta la forma en que una comunidad masiva y heterogénea, a través
de los dialogos, exhibe, proporciona retroalimentacion y modifica sus ideas o razonamientos
matematicos al utilizar diversas tecnologias digitales. Para esto, se analiza el trabajo de los
participantes en las actividades 3, 4 y 5y en las respuestas de los cuestionarios del MOOC.

Se elabord un resumen en el que se muestra como las actividades del MOOC, la interaccion
de los participantes en los didlogos y el monitoreo que realizé el ED en la clasificacion y la
jerarquizacion de los comentarios resultaron importantes en los procesos de la resolucion de
las tareas.

4.2.1 Actividad 3

En esta actividad se estudiaron propiedades y relaciones que resultan en la construccion de
tridngulos isosceles, equilateros y rectangulos. El objetivo fue ilustrar que con el uso de un
Sistema de Geometria Dinamica es posible construir modelos o configuraciones que llevan
a identificar relaciones y resultados matematicos. El trabajo de los participantes consistio en
observar el comportamiento de los objetos y atributos (longitud, medida de angulos, areas,

perimetros, etc.) que resulta al mover algunos elementos dentro de la configuracion, formular
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conjeturas o relaciones matematicas que inicialmente se sustentan con argumentos visuales

0 empiricos.
La mediatriz de un segmento y el triangulo isosceles

La configuracion dinamica involucré un segmento AB, su punto medio M, la
recta n perpendicular a AB que pasa por M, el punto C sobre la recta n y el triangulo ABC.
Los modelos dinamicos y el conjunto de preguntas para guiar el trabajo de los participantes
se presentan en la Tabla 4.2.1. Se seleccionaron 16 comentarios de los participantes en el
foro de discusion. La tarea se puede consultar en

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-3/.

Tabla 4.2.1.
Recursos y conjunto de preguntas de la actividad: El segmento y su punto medio.
Modelo del problema de una Preguntas para guiar el trabajo de los
familia de triangulos isosceles participantes

(Qué observas al cambiar o mover las posiciones de los
puntos Ay B?

Se traza un punto C sobre la recta n. Observa que el
punto C se puede mover sobre la recta.

Al mover el punto C sobre la recta n se genera una
familia de tridngulos.

(Qué propiedades cumple cada uno de los triangulos
ACB para las distintas posiciones del punto C? (;Por
qué?)

(Qué pasa cuando el punto C coincide con el punto M?

El ED selecciond del foro el comentario: Al mover los puntos A y B, la recta n es
perpendicular a AB y M es el punto medio de AB, es decir, n es la mediatriz de AB, y generd

una discusion, en la cual algunos participantes sefialaron que, al mover los puntos A, By C:

1. La relacion de igualdad entre las longitudes de los segmentos AM y MB, con esto
identificaron a M como el punto medio de AB.

2. El angulo BMC era recto.
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Dadas las dos afirmaciones anteriores, concluyeron que la recta n era la mediatriz de 4B.
También, sefialaron que si C = M entonces no se formaba un tridngulo, ya que los puntos

A, C y B eran colineales (Figura 4.2.1).

Figura 4.2.1. El concepto de mediatriz.

Otro de los comentarios seleccionados fue: Al mover el punto C sobre la recta n, el triangulo
ABC es isosceles. En la discusidn que generd, algunos participantes sefialaron que el
movimiento de los objetos que conforman el modelo del problema y la mediciéon de la
longitud de los lados AC y BC y de los angulos ABC y CAB (véase Tabla 4.2.1) les
permitieron observar que la familia de tridngulos ABC era isosceles. Formularon la conjetura:
al mover el punto C se genera una familia de triangulos isosceles. Ademas, identificaron que

cuando C coincide con M, no se formaba un tridngulo. (Figura 4.2.2).

Figura 4.2.2. Importancia del movimiento de objetos y formulan una conjetura.
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El ED identifico y selecciond del foro un comentario donde un participante no estaba de
acuerdo con que, al mover C, se generaba una familia de tridngulos ABC is6sceles ya que,
observo la existencia de un triangulo equilétero y, para segun ¢l, un tridngulo equilatero no
puede ser isdsceles. Algunos participantes centraron su atencion en tales ideas y
proporcionaron retroalimentacion, para esto, consultaron la definicion y propiedades del

triangulo iso6sceles en Wikipedia (https:/es.wikipedia.org/wiki/Triangulo equilatero y

https://es.wikipedia.org/wiki/Tridngulo#Clasificaci.C3.B3n_de los_tri.C3.Alngulos). A

partir de la informacion de las paginas web anteriores, seialaron:

1. Todo tridngulo equilatero es isdsceles, ya que, por definicidon, un triangulo isosceles

debe tener al menos dos lados congruentes.
2. Todo triangulo equilatero es equiangulo y viceversa.

La Figura 4.2.3 muestra el comentario que fij6 el ED y un resumen de las ideas compartidas

en el didlogo y las conclusiones obtenidas.

Figura 4.2.3. Algunos de los cometarios de un didlogo donde se discute la validez
de la conjetura formulada.

Otro comentario seleccionado del foro fue: ;Como se justifica que la familia de triangulos
ABC es isosceles? En el didlogo, se presentaron argumentos geomeétricos: los tridngulos AMC
y BMC son congruentes (Véase la Tabla 4.3.1), por lo tanto, AC = BCy £BAC = £ABC sin

mencionar el criterio de congruencia utilizado. Luego, algunos complementaron la
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justificacion al indicar que los tridngulos AMC y BMC son congruentes por LAL y que los

tridngulos isésceles tienen dos lados y dos angulos congruentes (Figura 4.2.4).

Figura 4.2.4. Pregunta formulada y un resumen de las respuestas.

Del foro se selecciond un comentario en el cual se cuestiono: ;Se puede justificar la conjetura
de otra manera? En el didlogo, no se utiliz6 el criterio de congruencia LAL ya que habia sido
parte de los argumentos del didlogo anterior. La discusién se dio en torno a una idea
matematicamente incorrecta: los triangulos AMC y BMC son congruentes por el criterio de
congruencia ALA. Algunos participantes dieron retroalimentacion al sefialar que tal
justificacion era incorrecta, dado que, se utilizaba como argumento la idea que se queria

demostrar: ZBAC = £ABC (Figura 4.2.5).

Figura 4.2.5. Retroalimentacion proporcionada en el dialogo.

El triangulo equilatero

En la siguiente parte de la actividad el objetivo fue determinar la posicion del punto C para
obtener un tridngulo equilatero. La actividad incluy6 la configuracion dinamica y las

preguntas de la Tabla 4.2.2.
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Tabla 4.2.2.
Recursos y conjunto de preguntas de la actividad: El segmento y su punto medio.
Configuraciones proporcionadas Preguntas para guiar el trabajo de los

a los participantes participantes
(Se puede encontrar la posicion exacta del punto C,
sobre la recta n, de tal forma que AB=AC? ;el triangulo
ABC es equilatero?
Se dificulta encontrar el punto exacto donde los tres
lados del triangulo sean congruentes o bien, que Ia
medida de sus angulos internos sea de 60 grados cada
uno.
(Como identificar la posicion exacta del punto C para
que el triangulo 4BC sea equilatero sin depender de la
precision de la herramienta?

En la representacion se traza una circunferencia de radio
AB 'y centro B que interseca a la recta n en dos puntos.
Mueve el punto C y trata de formar un tridngulo
equilatero.

Enuncia el resultado matematico que identifica el tipo
de triangulo que se forma al considerar el punto de
interseccion de la recta y la circunferencia como el
vértice del triangulo.

El ED seleccion6 el comentario: “se puede hacer que el triangulo sea equildtero, pero no
cumple que sus tres angulos sean congruentes”’. En el didlogo, los participantes identificaron
que si C = E era posible obtener tres segmentos (4B, BC'y AC) congruentes. Como punto de
partida, definieron el tridngulo equilatero y sefialaron que es imposible que posea tres lados
congruentes y no ser equiangulo. También, mencionaron: Sea un segmento AB y su recta
mediatriz n y sea la circunferencia de radio AB con centro A, si E es el punto de interseccion

de la circunferencia y la recta n entonces el triangulo ABE.

Durante el seguimiento dado al didlogo, el ED plante6 la pregunta: ;Cudantos triangulos
equilateros es posible construir dadas las condiciones iniciales del problema? En las
respuestas, reformularon la afirmacion anterior: Sea un segmento AB y su recta mediatriz n
v sea la circunferencia de radio AB con centro A o B, si E y F son los puntos de interseccion

de la circunferencia y la recta n entonces los triangulos ABE y ABF son equildteros.

Asi, identificaron el triangulo ABF equilatero y sefialaron que otra forma de obtener un

triangulo equilatero es construir el circulo de radio AB y centro en A (Figura 4.2.6).
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Figura 4.2.6. Evidencias de los participantes: Construccion del triangulo equilatero.

Un participante plante6 la pregunta: ;Como construir un modelo dinamico de un triangulo
equilatero? En el didlogo se discutié una construccion del triangulo equilatero utilizando un
SGD. Uno de ellos, P, utilizd6 GeoGebra para construir un segmento 4B y su mediatriz; y
trazar una circunferencia de centro B y radio AB. Luego, sefialdo una forma de construir el
triangulo equilatero: unir los puntos A, By la interseccion de la circunferencia y la mediatriz
de AB. Sin embargo, en su modelo dindmico, al determinar la medida de los dngulos internos
del triangulo, éstas no resultaron de igual medida. Algunos participantes sefialaron que el
triangulo construido no era equildtero ya que no era equiangulo (idea que fue discutida en un
didlogo anterior). Un participante compartid0 su modelo dindmico e identificoé dos
intersecciones (E y D) de la mediatriz de AB y la circunferencia y traz6 los triangulos ABE
y ABD equilateros. Ademas, sefialo: Se requiere una construccion que resista el movimiento,
es decir, cuando se muevan los puntos A y B, la construccion debe mantener sus propiedades

e indico la forma de hacerlo en GeoGebra.

El seguimiento que dio el participante P, le permitid reconstruir su modelo del tridngulo
equilatero. Un extracto del didlogo se presenta en la Figura 4.2.7. Los participantes
reconocieron la importancia de que la construcciéon mantenga sus propiedades cuando se
muevan los objetos, es decir, al mover el punto A y B, el tridngulo ABC siempre sea

equilatero.
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Figura 4.2.7. Evidencias de los participantes: Construccion del tridangulo equilétero.

El triangulo rectangulo

Esta actividad se relacion6 con la importancia de la estrategia lugar geométrico en resolucion
de problemas cuando se utiliza un SGD. La actividad incluy6 la configuracion dindmica y
las preguntas de la Tabla 4.23. La tarea se puede consultar en

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-3-act3/.

Tabla 4.2.3.
La tarea de construir una familia de triangulos rectangulos a partir de hipotenusa.
Configuraciones dinamicas guia de trabajo

(Existe alguna posicion para el punto C sobre la recta
ndonde el triangulo ABC sea un tridngulo y
rectangulo?

En la representacion dinamica aparece la medida del
angulo ACB ;Qué ocurre con la medida del angulo
cuando el punto C se mueve? ;Existe alguna posicion
del punto C para que el triangulo ABC sea rectangulo?
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Como construir un triangulo rectangulo a partir de
un segmento dado que representa su hipotenusa? A
partir del segmento AB, se traza la recta AQ y la recta
perpendicular a la recta AQ que pasa por el punto B.
Estas rectas se intersecan en el punto E. ;Qué
propiedades de la familia de tridngulos ABE se
mantienen cuando se mueve el punto Q en el plano? En
particular, ;qué camino o trayectoria sigue el punto E
al mover @ sobre el plano?

Mueve @Q, observa y responde: ;cOmo construir un
triangulo rectangulo cuya hipotenusa sea el segmento
AB?

En un didlogo, los participantes coincidieron en que al mover el punto C era posible generar
un tridngulo rectangulo, aunque se les dificultd determinar con precision el angulo recto
(Véase el primer modelo del tridngulo de la Tabla 4.4.3). Luego, durante la exploracion del
segundo modelo de la Tabla 4.4.3, sefialaron: al mover el punto Q, el rastro que deja E
“parece” ser una circunferencia y conjeturaron que la circunferencia circunscrita a todo
triangulo rectangulo siempre tiene diametro igual a la hipotenusa, sin proporcionar

argumentos formales para sustentarla (Figura 4.2.8).

Figura 4.4.8. Evidencias de los participantes: el triangulo rectangulo.

Para justificar que el lugar geométrico es una circunferencia utilizando conceptos y

relaciones matematicas, la actividad incluyo6 el modelo y la guia de trabajo de la Tabla 4.2.4.
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Tabla 4.2.4.
Justificacion de: la circunferencia circunscrita a todo triangulo rectangulo siempre tiene diametro
igual a la hipotenusa.

Configuracion dinamica Guia de trabajo
El cuadrilatero AEBC es un rectdngulo cuyas
diagonales son AB y CE.

(Qué resultado matemaético garantiza que el
punto E esta sobre una circunferencia? ;Cual es
el centro y su radio de la circunferencia? ;qué
argumento respalda la respuesta anterior? ;Las
respuestas anteriores demuestran la conjetura
planteada? ;Por qué?

El ED seleccion6 un comentario del foro donde se definiod el concepto de circunferencia y la
idea: por construccion E pertenece a la circunferencia. En el didlogo, algunos participantes

cuestionaron: ;Como demostrar que el punto E esta sobre una circunferencia?

En la busqueda de respuestas, algunos participantes: (2) utilizaron el concepto de rectangulo
y las propiedades de sus diagonales para sustentar que E equidista de M para cualquier
posicion del punto Q y (2) relacionaron M con el circuncentro de un tridngulo rectdngulo
(punto medio de su hipotenusa) con el centro de su circunferencia circunscrita como
argumento para justificar que E es un punto de la circunferencia. La Figura 4.2.9 muestra

algunas de las ideas planteadas y las conclusiones del didlogo.

Figura 4.2.9. Resumen del didlogo donde se justifica que la circunferencia circunscrita a todo
triangulo rectangulo siempre tiene didmetro igual a la hipotenusa.
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4.2.2 Actividad 4

La actividad 4 extendi6 el problema del segmento y su recta mediatriz. Se estudio el lugar
geométrico como una estrategia importante en la resolucion del problema, donde el
movimiento controlado de algunos puntos u objetos permite observar invariantes o patrones
en el comportamiento de otros elementos de la configuracion. Se proporciond el modelo
dinamico y la guia de trabajo de la Tabla 4.2.5. La actividad se puede consultar en

https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-4/.

Tabla 4.2.5.

La tarea de construir una familia de triangulos rectangulos a partir de hipotenusa.

Configuracion dinimica Guia de trabajo

En la representacion dindmica que involucra el
segmento AB y su recta mediatriz, se han
incluido dos nuevos elementos: una recta
perpendicular an que pasa por C y la recta
mediatriz del lado BC.

Se puede fijar la atencién en el punto de
interseccion P de estas dos rectas ;qué rastro o
huella deja P cuando se mueve el punto C?
Mueve C y observa la trayectoria que define P.
Luego, activa la casilla Mostrar rastro de P
cuando se mueve C y mueve el punto C.

Con el uso de GeoGebra se puede determinar el
lugar geométrico del punto P que resulta cuando
el punto C se mueve sobre la mediatriz del
segmento AB. ;Qué propiedades posee o
muestra el lugar geométrico? ;A cudl figura se
parece? (Se tratard de una parabola o una
hipérbola? ;Por qué?

En la primera parte de la actividad, el trabajo de los participantes consistio en estudiar el
concepto de la pardbola como lugar geométrico y sus elementos (foco y directriz). Para esto,
se incluydé un video de KhanAcademy (https:/ www.youtube.com/watch?time
continue=22&v=_KQP-iT2Zmg).

El ED selecciond un comentario del foro en el cual se identificé al punto B como el foco de
la pardbola y a la recta n como su directriz. En el didlogo, los participantes compartieron un

vinculo de Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Foco (geometr%C3%ADa)) que les

permitié definir la pardbola como lugar geométrico: la distancia de P (cualquier punto sobre

la parabola) a B (foco) debe ser igual a la distancia de P a la recta n (directriz).

88



En el mismo didlogo, un participante formul6 la pregunta: ;Como se puede trazar el
segmento cuya distancia sea minima entre un punto y una recta? En las respuestas, algunos
referenciaron y utilizaron las ideas de la actividad 2 (Véase la Tabla 4.1.8) relacionadas con

el tema de distancia de un punto a una recta. La Figura 4.2.10 resume las ideas en el didlogo.

Figura 4.2.10. Pregunta formulada por un participante.

Otro comentario seleccionado del foro fue: Dada la funcion y=x ;Cudl es la coordenada x
sobre la recta que estda mas cerca del punto (2,-1)? Se observd que los participantes no

tuvieron problemas para determinar la solucidn, utilizaron la férmula de distancia entre dos

puntos, P(x; —y1) yQ (x2 — y2), d(x) = \/(xz —x1)? + (y2 —y1)?, donde P = (x,x),
dado que larectaes y=x, y Q = (2,—1) para determinar la distancia del punto P a Q. Luego,
derivaron la funcién resultante para obtener su valor minimo. Sin embargo, algunos de los
participantes sefialaron no recordar tal formula y cuestionaron como determinarla. Las
respuestas coincidieron en que se debia utilizar el teorema de Pitagoras, la Figura 4.2.11

muestra un resumen del dialogo y como determinaron la formula.
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Figura 4.2.11. Un nuevo problema, distancia entre dos puntos.

La siguiente parte de la actividad incluyd la configuracion dindmica y el conjunto de
preguntas de la Tabla 4.2.6.

Tabla 4.2.6.

Justificacion: el lugar geométrico es una parabola.

Configuracion dindmica Guia de trabajo

({Como sustentar 0 argumentar
matematicamente que la  trayectoria
de P cuando C se mueve, sobre la recta n, se
trata de una parabola? ;En cuales elementos
se debe centrar la atencion? ;Qué se debe
probar y como? ;Donde se encuentra el punto
que genera el lugar geométrico? ;Qué
significa que esté¢ en la mediatriz del lado
BC?

El ED seleccion6 el comentario donde un participante se cuestiondé como sustentar que el
lugar geométrico es una parpabola: Moviendo C podemos ver que CP = PB, es decir, el lugar

geométrico es una parabola, ;Por qué se cumple eso? Algunos participantes sustentaron que
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la recta e es mediatriz de CB y como P es un punto sobre esta recta, la familia de triangulos
CBP es isosceles, en consecuencia, CP = PB, es decir, n debe ser la recta directriz y B el

foco de la parabola (Figura 4.2.12).

Figura 4.2.12. Argumentos presentados por los participantes para justificar que el lugar geométrico
que describe P cuando se mueve C es una parabola.

Otra pregunta seleccionada del foro fue: ;Qué propiedades tiene la mediatriz de BC? En el
dialogo emergio el concepto de recta tangente a la parabola y una forma de trazarla dado el
triangulo ABC. Ademas, se sefial6 a la mediatriz del lado BC como elemento importante, ya
que, una forma de trazar la recta tangente en P a la pardbola es trazar la mediatriz del

segmento BC (Figura 4.2.13).

Figura 4.2.13. La mediatriz de BC es tangente de la parabola.
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4.2.3 Actividad 5

El objetivo general de la Actividad 5 fue mostrar a los participantes la importancia de la
estrategia de trazar lugares geométricos para analizar graficamente el comportamiento de
fendmenos que involucran variacion. La tarea matematica propuesta fue: De fodos los
rectangulos que tienen un perimetro fijo encontrar las dimensiones del que tiene drea

maxima.

En la actividad, resaltaron dos elementos importantes: una variable independiente, que puede
ser la posicion de un punto que se mueve ordenadamente; y una variable dependiente, el area
del rectangulo. También, se enfatizé que una ventaja del lugar geométrico, cuando se utiliza
un SGD, es que no se necesita un modelo algebraico explicito para trazarlo y, ademas,

representa una oportunidad para analizar sus propiedades.

La actividad incluyd una configuracién del problema en el cual se asocio la medida del
semiperimetro del rectangulo ACDE con la longitud del segmento 4B (Tabla 4.2.7). La

actividad se puede consultar en https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-

seminarios/mooc-2-problema-5/.

Tabla 4.2.7.

La construccion de una familia rectangulos de perimetro fijo.

Configuracion dinamica Guia de trabajo

(Qué significa que los rectangulos tengan un
perimetro fijo?

(Como se puede representar el perimetro
geométricamente? ;Cudntos rectdngulos se
pueden construir y que todos tengan el mismo
perimetro?

Iniciamos la construccion de un modelo
dindmico del problema trazando un segmento
AB sobre el eje x cuya longitud es la mitad del
perimetro del rectangulo. Este segmento, el
semi-perimetro, nos ayuda a construir dos
lados del rectangulo. ;Como identificamos las
longitudes de esos dos lados?

(Qué sucede al mover el punto B? ;Qué
sucede al mover el punto C?

(La familia de rectangulos que se genera
cumple la propiedad de tener el mismo
perimetro? (;por qué?)

(Qué cambia y qué se mantiene constante al
mover el punto C sobre el segmento?
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Se selecciond del foro un comentario en el cual se argumentd por qué la familia de
rectangulos mantiene su perimetro fijo al mover el punto C utilizando el concepto de radio
de un circulo y las propiedades de las rectas paralelas y perpendiculares. En el didlogo, un
participante reconstruyd el modelo del problema en GeoGebra y midié los lados del
rectangulo y su perimetro. La Figura 4.2.14 muestra algunos de las ideas expuestas en el
didlogo. En general, los participantes coincidieron que al mover el punto C se genera una
familia de rectangulos de perimetro constante e igual a dos veces la longitud del segmento

AB.

Figura 4.2.14. La configuracion dinamica del problema.

Antes de explorar el comportamiento del area del rectingulo, la actividad incluyo la

configuracion dindmica y las preguntas de la Tabla 4.2.8.
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Tabla 4.2.8.

La construccion de una familia rectangulos de perimetro fijo.

Configuracion dindmica Guia de trabajo

(Qué representan las coordenadas del punto
D? ;Qué propiedades cumple el camino o
"lugar geométrico" que describe el punto D al
mover el punto C sobre el segmento AB?

En un didlogo, los participantes sefialaron (Figura 4.2.15):

1. Lascoordenadas del punto D representan las dimensiones de los lados del rectangulo.

2. El lugar geométrico que describe el punto D cuando se mueve C es una recta y
coincide con la hipotenusa de un tridngulo isosceles cuyos lados congruentes tienen
como medida el semiperimetro del rectangulo.

3. En el intervalo de 0 a 8 (semi perimetro del cuadrado) la ecuacion del lugar

geométrico es y=-x+§.

Figura 4.2.15. Resumen de las conclusiones relacionadas con el lugar geométrico de D cuando se
mueve C.
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Un participante cuestiono: ;Cudl es la importancia del lugar geométrico en el problema? En

las respuestas sobresalio la construccion de un rectdngulo de perimetro fijo p: se construye

un tridngulo rectangulo isésceles de lados congruentes g, al seleccionar cualquier punto en la

hipotenusa y al trazar rectas perpendiculares a los ejes desde ese punto se forma un rectangulo

de perimetro fijo (Figura 4.2.16)

Para construir un rectangulo de perimetro fijo p se construye un triangulo rectangulo
isdsceles de lados congruentes p/2, al selecciona cualquier punto en la hipotenusa y al
trazar rectas perpendiculares a los ejes desde ese punto se forma un rectangulo de
perimetro fijo.

Figura 4.2.16. Otra manera de construir el modelo del problema.
La siguiente parte de la actividad consistido en explorar el comportamiento del area de la

familia de rectangulos (Tabla 4.2.9).

Tabla 4.2.9.

Exploracion del area de una familia rectangulos de perimetro fijo.

Configuracion dinamica Guia de trabajo

En el modelo dinamico del problema, se
construye un punto R que asocia la longitud de
AC (lado del rectangulo) con el area del
rectangulo. La grafica en color rojo es el lugar
geométrico que describe el punto R cuando se
mueve C. Es decir, representa la variacion del
area de los rectangulos que se genera al variar
la longitud de un lado.

Mueve el punto C. ;Qué propiedades posee o
muestra el lugar geométrico? /A cual figura u
objeto matematico se parece? ;Por qué?

(Es posible identificar en qué posicion del
punto C se obtiene el rectangulo con el area
maxima? ;Qué argumento visual se puede
utilizar? ;Por qué?

En un didlogo, algunos participantes asociaron el lugar geométrico que describe P cuando se
mueve C con una parabola y el area maxima con su vértice. Utilizaron el concepto de eje de
simetria de la pardbola para argumentar que el rectangulo de largo n y ancho m tiene la
misma area que el rectdngulo de largo m y ancho n. Ademas, se observo que el modelo del

problema permitid a los participantes visualizar la variacion del area del rectangulo y
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determinar, visualmente, la existencia de uno con area maxima al mover el punto C. La Figura

4.2.17 presenta un resumen de las ideas.

Figura 4.2.17. Comentarios de los participantes sobre las propiedades del lugar geométrico.

Otro comentario seleccionado del foro se relaciond sustentar la conjetura mediante
argumentos visuales y empiricos (Figura 4.2.18). En el dialogo, se sefal6 que al mover el
punto C'y observar las coordenadas de R, el valor del area del rectangulo aumenta desde cero
y después disminuye hasta volver a ser cero, por lo tanto, existe un rectdngulo de area
maxima. Ademads, algunos participantes coincidieron en que el lugar geométrico les permitid
observar la relacion que existe entre su punto maximo y el lado del rectangulo. De esta
manera, concluyeron que el drea maxima se obtiene cuando los lados tienen la misma

longitud, es decir, cuando se forma un cuadrado (Figura 4.2.18).
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Figura 4.2.18. Comentarios y conjeturas de los participantes.

El ED seleccion¢ la pregunta: ;Como justificar que el lugar geométrico es una parabola y
el area maxima se obtiene cuando los lados del rectangulo son iguales? En un primer
acercamiento, algunos participantes determinaron el modelo algebraico del area del
rectangulo y=x(8-x) y lo asociaron con la ecuacién de una parabola para el caso particular
AB=38. El modelo algebraico sirvid para encontrar (mediante procedimientos de calculo) el
valor para el cual se alcanza el 4rea maxima (x=4) y asociarlo con un cuadrado de lado 4. Es
decir, utilizaron el procedimiento general de determinar la funcion que modela el area del

rectangulo y la derivaron para obtener la respuesta.

La siguiente tarea tuvo como objetivo conectar el problema con el concepto de recta tangente

a una parabola (Tabla 4.2.10).

Tabla 4.2.10.
Conectando conceptos.

Configuracion dinamica Preguntas
(Por qué se calcula la derivada y se encuentran
los ceros de la funcion derivada? ;Qué
significado geométrico tiene la derivada en el
contexto del problema? ;Qué significa el valor
de la pendiente de la recta tangente en términos
del problema?
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En el foro, se selecciond un comentario en el cual un participante sefialé que al mover el
punto R, en una parte de la grafica la pendiente de la recta tangente era positiva y en otra, era
negativa; asi, concluyeron que el punto donde la pendiente cambia de positiva a negativa es
cuando se obtiene un rectangulo de 4rea maxima. Es decir, cuando la pendiente de la recta

tangente es cero (Figura 4.2.19).

Figura 4.2.19. Una justificacion basada en la pendiente de la recta tangente a la parabola.

Algunos participantes, en el didlogo, relacionaron la ecuacion y = x(8 — x), donde x = AC
para el caso particular AB = 8, con el area del rectangulo y la utilizaron para determinar las
coordenadas del vértice de la parabola: (4,16). De esta manera, concluyeron que el area
maxima del rectdngulo es 16 unidades cuadradas y se obtiene cuando sus lados miden 4

unidades, es decir cuando se trata de un cuadrado.

El ED selecciond la pregunta que formuldé un participante en el foro: ;Como trazar
geométricamente la recta tangente en P a la parabola? Otros participantes compartieron su
proceso de solucion en el cual identificaron el vértice de la pardbola como un elemento
importante en el trazo de la recta tangente que pasa por P. El procedimiento de construccion

y los comentarios de otros se muestran en la Figura 4.2.20.

Figura 4.2.20. Construccion de la recta tangente a la parabola con directriz paralela al eje x.
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Algunos indicaron que el procedimiento era correcto para parabolas cuya directriz es paralela

al eje x y, generalizaron la construccion para cualquier pardbola (Figura 4.2.21)

Figura 4.2.21. Construccion de la recta tangente a la parabola.

La parte final de la actividad se relacion¢ el discriminante de una ecuacion de segundo grado
con el problema inicial, se proporciond a los participantes un modelo que incluia un punto
movil P sobre el eje y y la recta perpendicular al eje y que pasa por P (Figura 4.2.22) y se
plantearon las preguntas 5 y 6 del Cuestionario (Figura 4.2.23).

Figura 4.2.22. Conectando conceptos matematicos.
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Figura 4.2.23. Preguntas 5 y 6 de Cuestionario.

En el foro, los participantes centraron su atencion en la solucion del sistema de ecuaciones:

A
y=x(8—-x)=—x?+8x
Se selecciond un comentario del foro en el cual se sefald la relacion del valor del

discriminante de —x2 + 8x = k con la cantidad de veces que corta la recta y=Fk a la parabola:

1. Sisu discriminante es mayor a cero entonces la ecuacion posee dos soluciones reales
y las graficasde y = ky y = —x? + 8x se cortan en dos puntos.

2. Sisudiscriminante igual cero, el sistema de ecuaciones tiene una solucion y coincide
con la coordenada x del vértice de la pardbola.

3. La coordenada y del vértice de la parabola es el area maxima que alcanza el

rectangulo de perimetro fijo.

La Figura 4.2.24 presenta algunos de los comentarios en el didlogo.
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Figura 4.2.24. Conclusiones de los participantes en el dialogo generado
en las preguntas 5 y 6 del Cuestionario.

Como parte del cierre de actividad 5, se incluyeron las preguntas: Las ideas planteadas en
las soluciones consideraron al punto B siempre en la misma posicion (sobre el eje x y la
distancia de B al origen es 8). ;Qué sucede si se varia la posicion de B? ;Las soluciones

discutidas seguiran siendo validas?

Se selecciond un comentario del foro donde se mencioné que al modificar el valor del
semiperimetro del rectangulo, es decir, al cambiar la posicion de B, las dimensiones de sus
lados y area cambiaban; algunos sefalaron que las propiedades de la construccion se
mantenian y los atributos de los objetos se actualizaban automaticamente, por lo cual, la

estrategia de solucion siguio siendo valida (Figura 4.2.25).

La familia de rectangulos ACDE tiene un perimetro
variable. Al desplazar B a la derecha se incrementa el
perimetro pues incrementa longitud sus cuatro lados.
Al mover B a la izquierda disminuye el perimetro pues
disminuye la longitud de sus cuatro lados.

El sistema es dinamico, por lo que los cambios
realizados a las constantes NO afectaria el proceso
de solucién. Lo Unico que cambia es el valor del area.

Figura 4.2.25. Comentarios de los participantes en el cierre de la actividad.

4.2.4 Discusion de la segunda parte del MOOC y respuesta a la segunda pregunta de
investigacion

Una caracteristica de los participantes en los didlogos de estas actividades fue poseer estudios
iguales o superiores de licenciatura. Segun los datos obtenidos y detallados en las secciones

anteriores, durante el desarrollo de las actividades, se identificaron tres elementos en comun

en los didlogos:
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1. La clasificacion y jerarquizacion de comentarios que realizo el ED en el foro. Esto
hizo posible enfocar la atencion de los participantes en algunos comentarios e iniciar
la discusion de ideas matematicas.

2. El rol que asumieron algunos participantes de proporcionar retroalimentacion o
ayuda a otros cuando planteaban dudas o ideas matematicas erroneas. En este sentido,
es necesario recalcar que el nivel de compromiso y responsabilidad de cada uno de
ellos, durante el desarrollo de las actividades y a través de los didlogos, les permitio
monitorear sus ideas y avanzar en la comprension y uso de las ideas matematicas en
la resolucion de problemas.

3. El rol que asumieron algunos participantes de formular preguntas en el didlogo.
Promovio la discusion de ideas matematicas o la extension de los problemas iniciales
incluidos en el MOOC. Esto no sucedio en las actividades 1 y 2, ese papel lo asumio
el ED. También, se observo en los didlogos que Wikipedia fue el medio de consulta
mas utilizado para la revision de los temas o contenidos de los problemas, en términos

de propiedades o resultados matematicos.

A continuacion, se analiza como influyeron los tres elementos anteriores durante el desarrollo

de las actividades del MOOC y se da respuesta a la segunda pregunta de investigacion:

.Como implementar un ambiente de resolucion de problemas y uso coordinado de
tecnologias digitales en un escenario de aprendizaje MOOC, que ofrezca a los
participantes oportunidades para involucrarse en la exploracion de diferentes
representaciones de un problema, la formulacion de conjeturas, la presentacion de

argumentos y la formulacion de preguntas?
El rol que asumieron algunos participantes de formular preguntas durante el dialogo

En la Actividad 3, cuando un participante indico que un triangulo equildtero no es isdsceles,
otros proporcionaron retroalimentacion. Para ello, presentaron informacién de Wikipedia y
concluyeron que todo tridngulo equilétero es isdsceles; ademads, sefialaron que un triangulo
equilatero es equidngulo (Figura 4.2.3). Esta idea fue retomada y resulté fundamental en la
construccion del tridngulo equilatero (Figura 4.2.7). El seguimiento que dio un participante
a una idea errénea que plante6 y la retroalimentacién que otros proporcionaron hizo posible

que construyera un modelo del tridngulo equilatero en un SGD. En el didlogo se sefialo la
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importancia de que una construccion “resista el movimiento”, es decir, que el tridngulo

mantenga sus propiedades al mover los objetos que lo conforman (Figura 4.2.7).

En la tarea ;como construir un triangulo rectangulo ABE a partir de un segmento AB dado
que representa su hipotenusa?, se asocié con un modelo dindmico que implic6 mover un
punto movil Q (libre en el plano) y observar que la construccion de un tridngulo rectangulo
particular generaba una familia de estos tridngulos. En la exploracion del comportamiento de
la familia de tridngulos, en un didlogo, observaron que el lugar geométrico de uno del vértice
E que se generd al mover Q podia ser una circunferencia. Utilizaron argumentos visuales
para sustentar que el posible didmetro de la circunferencia podia ser el segmento AB (Figura
4.2.8). Luego, completaron una idea matematica incompleta presentada por un participante,
utilizaron el concepto de rectangulo y las propiedades de sus diagonales para sustentar la
relacion que existe entre el diametro de la circunferencia circunscrita en un tridngulo

rectangulo (Figura 4.2.9).

En la Actividad 4, presentaron informacion de Wikipedia para definir la parabola como lugar
geométrico y cuando un participante preguntd como trazar el segmento de menor distancia
entre un punto y una recta, las respuestas indicaron revisar la Actividad 2 donde se estudio
el tema. Otros sefalaron la importancia de la recta perpendicular al segmento y que pasa por

dicho punto para calcular la distancia requerida (Figura 4.2.10).

De acuerdo con la pregunta que plante6 un participante de: ;jcudl es la coordenada x sobre
y=x que esta mas cerca del punto C(2,—1)? en el didlogo, utilizaron la férmula distancia
entre dos puntos para obtener la respuesta. Cuando un participante cuestiond coémo
determinar dicha formula, las respuestas proporcionadas sefialaron utilizar el Teorema de

Pitdgoras (Figura 4.2.11).

En la Actividad 5, se proporcion6 un modelo de una familia de rectangulos de perimetro fijo.
En un didlogo, con base en el movimiento de puntos, los participantes relacionaron el lugar
geométrico, que describe un vértice de la familia de rectdngulos cuando se modifica la
medida de uno de sus lados, con la hipotenusa de un tridngulo isosceles cuyos lados
congruentes tienen como medida el semiperimetro del rectangulo (Figura 4.2.15). Luego, en
otro didlogo, construyeron el rectangulo de perimetro fijo a partir de una familia de triangulos
isosceles cuyos lados congruentes tienen por medida la longitud del semiperimetro del

rectangulo (Figura 4.2.16).

103



La actividad incluy¢ la grafica, sin necesidad de plantear una ecuacion, que modela el area
de la familia de rectangulos, a partir del lugar geométrico que describe un punto que relaciona
la medida de un lado de rectangulo con su area, en los didlogos, reconocieron la importancia
de esta estrategia para identificar un rectdngulo de 4area méxima (Figura 4.2.17).
Adicionalmente, relacionaron el eje de simetria de la parabola con los rectangulos de area

igual, es decir, los de dimensiones nxm y mxn.

Cuando un participante cuestioné coémo construir geométricamente la recta tangente a una
parabola por un punto sobre é€sta, en el dialogo se sefialo la solucion para una parabola cuya
directriz es paralela al eje x, luego extendieron la solucion para cualquier parabola (Figura

4.220y4.2.21)
Preguntas formuladas en los dialogos

Las preguntas que plantearon los participantes permitieron extender las discusiones de los
problemas. Este comportamiento no lo mostraron en las actividades 1 y 2. Las Tabla 4.2.11,
4.2.12 y 4.2.13 muestra el resumen de las preguntas planteadas en los didlogos y las

conclusiones obtenidas en las actividades 3, 4 y 5, respectivamente.

Tabla 4.2.11.
Preguntas formuladas por los participantes durante el desarrollo de la actividad 3.

Pregunta formulada

Resultados

(Como se justifica que la familia de
triangulos ABC es isosceles?

Se utiliz6 el criterio de congruencia de triangulos LAL
para justificar que la familia de triangulos es isOsceles
siempre que C # M (Figura 4.2.4).

. Se puede justificar de otra manera que la
familia de triangulos ABC es isosceles?

Se presentd la idea de utilizar el criterio de
congruencia de triangulos ALA. Las respuestas
sefialaron que no era posible utilizar tal criterio ya que
hacia uso de lo que se deseaba concluir (Figura 4.2.5).

( Como construir un modelo dindmico de un
tridngulo equilatero?

La conclusion principal fue que se requiere una
construccion que resista el movimiento (Figura 4.2.7).

En la tarea de construir el tridngulo
rectangulo: ; Coémo se puede argumentar que
el rastro que deja E es una circunferencia?
(Como garantizar que E estd sobre la
circunferencia?

Surgieron dos formas de justificarlo: propiedades de
las diagonales de un rectangulo y del circuncentro de
un triangulo rectangulo (Figura 4.2.9).
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Tabla 4.2.12.

Preguntas formuladas por los participantes durante el desarrollo de la actividad 4.

Pregunta formulada

Resultados

(Como se puede trazar el segmento cuya
distancia sea minima entre un punto y una recta?

Para determinar la distancia minima de un
punto P a una recta [ se debe trazar la recta
perpendicular a [ que contenga a P (Figura
4.2.10).

estd mas cerca del punto (2,-1)?

dos puntos,
d =0 — %)%+ (y2 — y1)??

¢ Cudl es la coordenada x sobre la recta y=x que

(,Como se determina formula de distancia entre
(x1 —y1) y (xz = ¥2),

Se construy6 un modelo algebraico, basado en
la formula de distancia entre dos puntos, para
determinar la solucion (Figura 4.2.11).

Se utiliz6 el teorema de Pitagoras para
determinar la formula

d=+(xs—x1)%+ (y; — y1)??

es una parabola?

(Como se puede justificar que el lugar
geométrico que describe P cuando se mueve C

La recta e es mediatriz de CB y como P es un
punto sobre esta recta, la familia de triangulos
CBP es isosceles, en consecuencia, CP = PB
(Figura 4.2.12).

(Qué propiedades tiene la mediatriz de BC?

La mediatriz de BC es tangente a la parabola en
P (Figura 4.2.13).

Tabla 4.2.13.

Preguntas formuladas por los participantes durante el desarrollo de la actividad 5.

Pregunta formulada

Conclusiones

Segun los datos de la representacion del
problema del rectangulo de perimetro fijo
de la Tabla 4.2.8 ;Cual es la importancia
del lugar geométrico en el problema?

Para construir un rectdngulo de perimetro fijo p, se
construye un triangulo rectangulo isosceles de lados

congruentes g, al seleccionar cualquier punto en la

hipotenusa y al trazar rectas perpendiculares a los ejes
desde ese punto se forma el rectangulo de perimetro fijo
(Figura 4.2.16).

{Qué conceptos o relaciones matematicas
se deben utilizar para justificar: (1) el lugar
geométrico es una parabola y (2) el area
maxima se obtiene cuando los lados del
rectangulo son iguales?

Se planteo el modelo algebraico del area del rectangulo,
y=x(8—x), y se asoci6 con la ecuacion de una
parabola para el caso particular AB = 8.

El modelo algebraico sirvié para determinar (mediante
procedimientos de calculo) el valor para el cual se
alcanza el area maxima (x = 4) y asociarlo con un
cuadrado de lado 4.

(Como trazar la recta tangente a la
parabola?

Se construyd geométricamente la recta tangente a la
parabola (Figuras 4.2.20 y 4.2.21).

La grafica 4.9.1 muestra el nimero de preguntas que formuld el ED y los participantes

durante el desarrollo de las cinco actividades del curso. Se aprecia el aumento en el nimero

de preguntas formuladas por los participantes a partir de la actividad 3.
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Grafica 4.2.1. Preguntas formuladas por el Equipo de disefio y por los participantes durante el
desarrollo de las actividades.

Referencia: datos de las Tablas 4.2.11, 4.2.12 y 4.2.13.

Los cuestionarios

En la Seccion 2 del Anexo 4 se detalla el trabajo de los participantes en los didlogos que se
generaron en los Cuestionarios 1 y 2. Se observo que las preguntas se convirtieron en un
punto de partida para extender la bisqueda de informacidn y relaciones matemadticas. El
trabajo de los participantes fue similar al realizado en las actividades 3, 4 y 5, es decir,
utilizaron el modelo del problema como una plataforma para: identificar informacion
relevante; explorar las propiedades de los atributos de los objetos y buscar patrones,
invariantes y relaciones entre objetos matematicos. Los didlogos permitieron a los
participantes compartir y conocer las ideas matematicas de otros; recibir o dar

retroalimentacion y ampliar o extender las ideas de otros.

En el Cuestionario 1, los participantes, a través de los didlogos, detallaron la solucion de cada
uno de los problemas planteados: compartieron la definicion de triangulo obtusangulo y
acutangulo, asi como angulos agudos y obtusos. En este proceso, discutieron el concepto de
angulo obtuso (Figura 3 del Anexo 4). También, en la pregunta 2, discutieron las propiedades
del ortocentro como el centro de la circunferencia circunscrita a dicho tridngulo (Figura 4 del

Anexo 4) y del incentro que equidista de los tres lados del triangulo (Figura 5 del Anexo 4).
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Asimismo, exploraron el movimiento de los objetos y concluyeron que el circuncentro,
baricentro, ortocentro e incentro coinciden en el tridangulo equilatero y, el circuncentro de un

triangulo rectdngulo es el punto medio de su hipotenusa (Figura 6 del Anexo 4).

En el Cuestionario 2, en la pregunta 1, el trabajo de los participantes en los didlogos fue
similar al de el Cuestionario 1. Cuando uno de ellos afirmé que la respuesta correcta era un
rombo, los otros sefialaron que estaba enfocando la atencidon en un caso particular, discutieron
las propiedades del rombo y cuadrado, y concluyeron que un cuadrado es un rombo (Figura
4.8.1). En la pregunta 2, a partir de centrar la atencidén en un caso particular del cuadrilatero
ABCD, relacionaron el problema con la Actividad 1 (dividir el cuadrado en dos figuras de
area igual) y formularon una conjetura sobre el comportamiento del area del poligono inscrito
en el cuadrilatero ABCD (Figuras 7 y 8 del Anexo 4).

En la pregunta 3, los participantes reconocieron la importancia del movimiento de objetos y
utilizaron el trazo de lugares geométricos para determinar una solucioén del problema sin la
necesidad de plantear un modelo algebraico. Ademads, identificaron a la mediatriz como un

elemento importante para representar dindmicamente el problema (Figura 9 del Anexo 4).
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Capitulo V

Conclusiones


William Poveda



En este capitulo se presentan las conclusiones del estudio basadas en las respuestas de las
preguntas de investigacion discutidas en el Capitulo IV que guiaron el disefio de las
actividades y la implementacion del curso. Al final del capitulo, se comentan las reflexiones
acerca de los alcances y limitaciones sobre el disefio e implementacion del MOOC para ser

consideradas en futuras investigaciones.

El MOOC Resolucion de problemas matematicos y uso de tecnologias digitales ofreci6 a los
participantes diversas oportunidades para involucrarse en actividades del quehacer
matematico. Durante el desarrollo de esta investigacion resaltaron elementos importantes a
considerar en el disefio de un ambiente de aprendizaje abierto, masivo y en linea, cuyo
objetivo sea promover en los participantes una actitud inquisitiva, es decir, enfocar su
atencion hacia el desarrollo y el quehacer matematico en lugar de abordar una serie de
contenidos matematicos como generalmente se presentan en un ambiente tradicional de

ensefianza.

El primer elemento fue el disefio de las actividades basadas en la resolucion de problemas y
uso de tecnologias digitales. En términos generales, las tareas matematicas deben ser
desafiantes y no debe existir una solucion inmediata que implique la aplicacion de un
procedimiento algoritmico. La integracion de GeoGebra, Wikipedia, KhanAcademy y el
foro, como medio de comunicacion, favorecid y promovié que un grupo de participantes con

caracteristicas diversas se involucrara en la resolucion de las tareas matematicas propuestas.

Cada modelo dinamico de los problemas represento para los participantes un punto de partida
que les permitié identificar conceptos, plantear y sustentar conjeturas basadas en el
movimiento de los objetos matematicos presentes en la configuracion y sus relaciones o
invariantes. Wikipedia y KhanAcademy se convirtieron en una fuente de informacion
disponible en cualquier momento para consultar conceptos y relaciones matematicas. Los
participantes utilizaron estas plataformas para actualizar o recordar su conjunto de recursos
matematicos y utilizarlos en la exploracion del modelo dindmico o en la construccion de una
justificacion. El uso del foro favorecid la comunicacion, andlisis y contraste de ideas

matematicas.

El uso coordinado y sistematico de las tecnologias digitales descritas anteriormente y su
integracion en la plataforma MéxicoX ofrecieron diversas oportunidades a los participantes

para que se involucraran en:
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1.

2.

3.

4,

La exploracion de representaciones de un problema. La representacion de los
problemas mediante modelos dinamicos fue de gran utilidad para que identificaran y
analizaran conexiones entre diferentes conceptos y relaciones matematicas con el
tema de estudio. Reconocieron la importancia del movimiento de objetos en la
exploracion de los modelos y en la biisqueda de diferentes maneras de solucionar un

problema.

La busqueda de patrones, invariantes y relaciones entre objetos matemadaticos.
Durante la resolucion de los problemas, observaron la importancia del movimiento
de objetos dentro de la configuracion, la cuantificacion de atributos como medida de
segmentos, angulos, areas, etc. Ademas, experimentaron la relevancia del trazo del
lugar geométrico de algin elemento de la construccion al mover otro de manera
ordenada y observar el camino que recorre para establecer relaciones o patrones entre
los objetos involucrados. Asi mismo, se percataron de lo importante que es sustentar

esas relaciones utilizando argumentos visuales y empiricos.

La presentacion de argumentos. Transitaron de soluciones visuales y empiricas
(asociadas con el uso de las herramientas como movimiento de objetos dentro de la
configuracion, la cuantificacion de atributos como medida de segmentos, angulos,
areas, etc.) hacia la presentacion de argumentos geométricos y algebraicos en la

validacion de las conjeturas formuladas.

Formulacion de preguntas. El planteamiento de preguntas se dio de manera gradual
permitiéndoles encontrar, en forma colaborativa, otros métodos de solucion y
proponer nuevos problemas. En este contexto, la discusion de ideas o razonamientos
dentro de la comunidad virtual de aprendizaje que gener6 el MOOC promovi6 el

método inquisitivo en el proceso de resolucion de problemas.

El segundo elemento fue el monitoreo y jerarquizacion de comentarios en el foro por parte
del equipo de disefio ya que permitié centrar la atencion de los participantes en algunos de
los comentarios y generar oportunidades para discutir el tema matematico que contenian. La
intervencion del equipo de disefio foment6 que los participantes se involucraran en el proceso
de resolucion de los problemas, en especial: discusion del significado de los conceptos
matematicos involucrados, bliisqueda de diversos métodos de solucion y formulacion de

nuevos problemas.
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El tercer elemento fue el papel que asumieron algunos participantes en los didlogos. En el
curso participd un grupo de personas con diferentes niveles académicos, edades y
conocimientos matematicos. Como consecuencia, en los didlogos algunos asumieron
diferentes roles incluyendo aquellos que proporcionaron retroalimentacion o ayuda a otros
cuando plantearon una duda o idea matematica errébnea. También, otros dieron explicaciones

y aclaraciones relacionadas con el desarrollo de las actividades.

Al combinar los tres elementos anteriores, los participantes se involucraron en la discusion
de los procesos de resolucion de problemas sin depender de un tutor y en cualquier sitio y
horario como en un ambiente de aprendizaje tradicional. También, mostraron rasgos de su
pensamiento matematico, tales como la adquisicion de recursos y estrategias. Ademas,
manifestaron una disposicidon para involucrarse en actividades que reflejan la practica o

actividad matematica.

Reflexiones finales

Durante la etapa del disefio e implementacion de un MOOC, las tareas matematicas deben
ofrecer a los participantes diversas oportunidades para involucrarse en actividades del
quehacer matematico. Esto es, guiar el trabajo de los participantes para entender el problema,
explorar la configuracion dindmica basado en el movimiento de sus objetos, observar
invariantes entre los objetos, formular conjeturas basadas en argumentos visuales y
empiricos, justificar las conjeturas utilizando relaciones y argumentos matematicos, ademas

analizar la generalidad de los métodos de solucion y formular preguntas.

Los participantes deben valorar el habito de la formulacion de preguntas, la importancia de

comunicar y discutir ideas en la resolucion de los problemas.

Las actividades deben hacer énfasis en: (1) la importancia de las preguntas como un vehiculo
para aprender conceptos, explorar lo desconocido y generar nuevas ideas, (2) que el
aprendizaje de las matematicas implica enfrentarse a un dilema que necesita resolverse en
términos de observar la situacion o concepto, formular preguntas y buscar diferentes caminos

para responderlas.

Finalmente, es importante mencionar que, en un MOOC, el nivel de compromiso y

responsabilidad de cada de los participantes es lo que les permite dar seguimiento a sus ideas
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y avanzar en la comprension y uso de las ideas matematicas en la resolucion de problemas.
Por ello, se debe buscar que, ellos mismos, sean conscientes de la necesidad de monitorear
sus avances en la comprension y uso de las ideas matematicas en la resolucion de problemas.
En este sentido, el foro se convierte en un medio de soporte y evaluacion, para que los
participantes compartan ideas, planteen dudas, reciban retroalimentacion y conozcan las

ideas de otros.

Hacia el diserio de un MOOC donde los participantes construyan los modelos dinamicos

Los resultados de este estudio proporcionan fundamentos para considerar el disefio de un
MOOC donde los participantes construyan sus propios modelos dinamicos. Para esto,
resultan importantes los tres momentos de las tareas matematicas (movimiento, conjetura y
justificacion), el monitoreo de los comentarios que realizod el ED en el foro y los roles que

asumieron algunos participantes en los didlogos de las actividades.

En esta ruta, se disefio e implementdé el MOOC: Construccion de modelos dinamicos y
resolucion de problemas matemadticos. La Tabla 5.1 muestra las actividades del curso y sus

objetivos. Las tareas se pueden consultar en https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-

seminarios/actividades-mooc-3/.

Las actividades incluyeron videos, realizados por el equipo de disefo, con el objetivo de
guiar a los participantes en la construcciéon de los modelos dindmicos enfatizando la
importancia de las estrategias de solucion cuando se usa un SGD. Ademas, se utilizo
QuickTime y YouTube para la ediciéon y almacenamiento de los videos, respectivamente. La
Tabla 5.2 muestra las herramientas tecnologicas utilizadas en el disefio del curso y sus

objetivos.
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Tabla 5.1.

Actividades del MOOC Construccion de modelos dinamicos y resolucion de problemas

matemadticos

Conjunto de actividades

Objetivos

Actividad 1 (Semanas 1 y 2)

1. Problematizar los contenidos y
la tecnologia digital.

2. Mediatriz, altura y mediana de
un triangulo.

Considerar a la formulaciéon interrogantes o preguntas como
un medio para comprender conceptos y resolver problemas.
Mostrar los “comandos” o herramientas de GeoGebra que
permiten construir directamente la mediatriz de un segmento y
rectas perpendiculares.

Explorar posibles procedimientos o caminos matematicos que
sustentan el uso de estos comandos.

Actividad 2 (Semana 3)
La recta de Euler y sus propiedades.

Construir y explorar una configuracion dinamica de un
triangulo, su circuncentro, ortocentro y baricentro para
visualizar el comportamiento de los objetos involucrados y sus
relaciones. Formular una conjetura y, después, argumentar su
validez mediante la presentacion de diferentes argumentos.

Actividad 3. (Semana 4)

Mostrar que una estrategia importante en la exploracion del

Construccion del triangulo | modelo es el movimiento controlado de algunos puntos u

rectangulo. objetos con la intencidon de observar invariantes o patrones en
el comportamiento de otros elementos de la configuracion.
Identificar el lugar geométrico como una estrategia importante
en resolucion de problemas.

Actividad 4 (Semana 5) Explorar problemas mas simples o relajar las condiciones

Construccion de una recta tangente
auna circunferencia dada y que pase
por el punto C que no pertenece a la
circunferencia.

iniciales del problema como una estrategia que se potencia con
el uso de un SGD, ya que guian y orientan al individuo a
encontrar la solucion del problema.

Tabla 5.2
Tecnologias digitales utilizadas en el MOOC.
Tecnologias digitales utilizadas en ;Qué permitieron estas tecnologias?
la construcciéon del MOOC-3
Integrar recursos, actividades, medios de soporte y
IR Plataforma evaluacion para crear un ambiente de aprendizaje masivo
meXICO_).(.- MéxicoX basado en resolucion de problemas y uso de tecnologias
digitales.
Crear videos para mostrar al participante el procedimiento
de construccion de los modelos dindmicos de los
QuickTime problemas con el fin de que tuviera un referente sobre
como se realizan y sobre los conceptos que involucran su
construccion.
Almacenar los videos elaborados por el ED y visualizarlos
YouTube o incrustarlos dentro de MéxicoX, es decir, el participante
pudo observar los videos sin salir de la plataforma.
La plataforma www.geogebra.org hizo posible incrustar
hojas de trabajo en MéxicoX, donde el participante tuvo la
GeoGebra y oportu.n@dad de crear y guardar en linea o en sus
Www.geogebra.ore dispositivos elect.ro’mgos (celular, tableta o cqmp.utadora)
sus modelos dinamicos y tener la posibilidad de
compartirlos en el foro. Todo lo anterior sin necesidad de
salir de MéxicoX.
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El analisis de los resultados del MOOC Construccion de modelos dinamicos y resolucion de
problemas matemdticos, permitird observar como una comunidad masiva y en linea se
involucra en una reflexion matematica basada en el analisis de conceptos durante la
construccion de los modelos matematicos. Ademas, a partir del uso de las representaciones
construidas, se pretende analizar las diversas formas en que los participantes exploran los
problemas; las interrogantes que plantean sobre el comportamiento de atributos de los
objetos; la formulacion de conjeturas relacionadas con las propiedades de los objetos; y, la

busqueda de argumentos para validar las conjeturas.

El analisis anterior se utilizard como un punto de partida para el disefio de futuros MOOC:s,
basados en un ambiente de resolucion de problemas y que ofrezcan diversas oportunidades a
sus participantes de entender y abordar los problemas matematicos mediante el uso de un
sistema de geometria dinamica.
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Anexo 1

El estudio piloto


William Poveda



En este anexo se describen las tareas matematicas y los resultados generales obtenidos en el

estudio piloto.
1. Diseiio del estudio piloto

La seleccion de tareas matematicas del estudio piloto surgié a partir de la revision de la
literatura e investigaciones previas en resolucion de problemas y uso de tecnologias digitales.
Segun el modelo de disefio RASE, cada actividad incluy6 un modelo dinamico de los
problemas o tareas matematicas construido en el SGD GeoGebra. También, se integrd un
foro de discusion con la finalidad de que los participantes tuvieran la oportunidad de refinar,
ampliar o contrastar sus conceptos o ideas matematicas tras el analisis de la retroalimentacion

obtenida por parte de otros.

Se disefiaron dos cuestionarios con preguntas de seleccion multiple, donde en cada una se
proporcion6 el modelo dindmico de un problema y una lista de opciones que podian ser falsas
o verdaderas. Inicialmente, el trabajo de los participantes fue explorar el modelo del
problema, identificar y seleccionar las opciones correctas de la lista. Los intentos para
contestar correctamente una pregunta fueron ilimitados, es decir, si un participante marcaba
una opcioén incorrecta, tenia la oportunidad de buscar informacidén y reformular sus
respuestas. Posteriormente, se promovid que los participantes continuaran con el analisis del

problema en el foro.

El MOOC comprendié cinco actividades o conjunto de tareas matemadticas y un tiempo de
siete semanas; en la tlltima, los participantes podian dar seguimiento a las actividades y a los

comentarios en los foros. Las actividades y sus objetivos se muestran en la Tabla 1.
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Tabla 1.
Actividades y sus objetivos.

Conjunto de actividades

Objetivos

Actividad 1 (una semana).
Importancia de formular preguntas.
Resolucion de problemas y uso de
tecnologias digitales.

Relacionar las actividades de resolucion de problemas con
el aprendizaje de las matematicas. Se promueve que los
estudiantes formulen preguntas como un camino para
comprender ideas matematicas y resolver problemas.

Actividad 2 (una semana).

Mover objetos, observar el movimiento de las figuras y
formular algunas conjeturas relacionadas

e Elsegmento y su recta mediatriz. con sus
e El triangulo isosceles. propiedades. Toda conjetura que se identifique debe
e Eltriangulo equilatero. justificarse con argumentos.
e El triangulo rectangulo e isosceles.

Actividad 3. Cuestionario 1 (una | Analizar el movimiento de objetos para comprobar o
semana). refutar visualmente algunas relaciones y conjeturas.

Las medianas de un triangulo.
Las alturas de un triangulo.
Las bisectrices de un triangulo.

Actividad 4 (una semana).
La  pardbola  como
geométrico.

Explorar el comportamiento del
area de una familia de rectangulos
de perimetro fijo que se puede
modelar a través de un lugar
geométrico.

lugar

Introducir al participante en el estudio de lugares
geométricos como una estrategia para resolver problemas.
Modelar la variacion del area de un rectangulo de perimetro
mediante el uso de un SGD.

Actividad 5 (dos semanas).

Un lugar geométrico que modela el
area de una familia de triangulos.
Cuestionario 2: Extender el
problema de la pardbola y un
problema de variacion que se puede
resolver utilizando la estrategia de
lugar geométrico.

Modelar la variacion del area de un triangulo isosceles
mediante el uso de un SGD.
Analizar las propiedades de los objetos cuando se mueven
algunos elementos en la configuracion del problema,
formular conjeturas y utilizar argumentos visuales y
empiricos para sustentarlas.

En todas las actividades se proporcionaron a los participantes los modelos dindmicos de los

problemas, se intentaba que los exploraran de manera guiada y se involucraran en el proceso

de resolucion del problema. La Tabla 2 muestra parte de la actividad 4 y la manera en que la

plataforma permitio estructurar las actividades, se resaltan los tres momentos de la tarea

matematica, la guia de trabajo, el modelo del problema proporcionado a los participantes, la

formulacion de preguntas y el foro de discusion como un medio de comunicacion entre los

participantes.
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Tabla 2.
La pardbola como lugar geométrico.

El movimiento

En la representacion dindmica que involucra el
segmento 4B y su recta mediatriz #, se han incluido
dos nuevos elementos: una recta perpendicular
an que pasa por un punto C'y la recta mediatriz del
lado BC.

Se puede fijar la atencion en el punto de
interseccion P de la mediatriz n y BC ;qué rastro o
huella deja P cuando se mueve el punto C?

Mueve Cy observa la trayectoria que define P.
Luego, activa la casilla Mostrar rastro de P cuando
se mueve C'y mueve el punto C.

,Qué propiedades posee o muestra el lugar
geométrico? ;A cual figura se parece?

Busqueda de informacion

(Cual es la definicion de una parabola? ;Cuales son
los elementos de una parabola?

El siguiente video fue tomado de KhanAcademy,
obsérvalo y analiza su contenido.

Analiza el lugar geométrico del punto P que se
gener6 al mover el punto sobre la perpendicular n.
(Cuales serian tus candidatos para ubicar el foco y la
directriz de esa parabola?
https://es.wikipedia.org/wiki/Foco_(geometr%C3%

Ada)

Formulacion de conjeturas y justificaciones

(Qué curva u objeto matematico representa el lugar
geométrico del punto P cuando C se mueve sobre la
mediatriz del segmento AB? ;Qué propiedades
importantes caracterizan ese lugar geométrico?
Activa la casilla Mostrar mds elementos... y mueve
F.

(Como sustentar o argumentar matematicamente
que la trayectoria de P cuando C se mueve se trata
de una pardbola? ;Qué se debe probar y como?
;Donde se encuentra el punto que genera el lugar
geométrico? ;/Qué significa que esté en la mediatriz
del lado BC?

La Tabla 3 muestra la pregunta 1 del Cuestionario 1. Se resaltan los modelos dindmicos de

las tareas matematicas y el foro de discusion como un medio de Soporte y de Evaluacion.
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Tabla 3.
Pregunta 1 del Cuestionario 1

Pregunta 1. ABCes un triangulo,
my, my ymg son las mediatrices de los
lados AB, BC'y AC respectivamente. ;Qué
propiedades o patrones observas cuando
mueves los puntos 4, ByCen esta
representacion dinamica?

Las tres mediatrices de un triangulo son
concurrentes en un punto O llamado
circuncentro. ;Qué propiedades o patrones

observas cuando mueves los puntos 4, By C?
() Enun triangulo acutangulo, el circuncentro
esta dentro del triangulo.

() Enun tridangulo obtusangulo, el
circuncentro esta fuera del triangulo.

(' )En un triangulo rectangulo, el circuncentro
esta sobre la hipotenusa del triangulo.

Las actividades del curso se pueden consultar en https://bit.ly/21gzo73.

Los participantes y la implementacion del estudio piloto

En el curso se registraron 2491 personas,

en su mayoria con estudios mayor o igual a

bachillerato. La Grafica 3.1 muestra el grado académico de los participantes.

Grafica 3.1. Grado académico de los participantes del estudio piloto.
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El trabajo de los participantes durante el desarrollo de las actividades se observo través de

los comentarios en el foro. Cada uno tuvo la oportunidad de comunicar sus ideas las veces
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que consider6 necesarias. En el curso, los participantes plantearon un total de 7573

comentarios.

Dado el alto nimero de comentarios que se generd en la primera actividad, el ED tom¢ la
decision de agruparlos seglin las ideas que éstos contenian, por ejemplo: respuestas de las
preguntas formuladas en las actividades, conceptos o ideas erréneas, nuevos métodos de

solucion del problema, entre otras.

Durante el tiempo programado de cada actividad, el ED “fijo ” un comentario de cada grupo,
es decir, lo colocé de tal manera que siempre se visualizara al inicio de los otros, para ello,
se utiliz6 la herramienta “Fijar”, parte del foro. En la Figura 1 se observa como la plataforma

visualiza los comentarios fijados.

Indica que el comentario fue
P “fijado” por el equipo de disefio y
se mantendra al inicio de todos
los comentarios

Inipim

Figura 1. Captura de pantalla de un foro.

El ED observo que los participantes centraron su atencion en los comentarios “fijados” ya
que proporcionaron sus puntos de vista relacionados con el tema del comentario inicial y
discutieron la idea del comentario original. En la Figura 2 se muestra el comentario inicial
de un participante, fijado por el ED, y la cantidad de respuestas o puntos de vista que otros

plantearon.
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— Comentario inicial
de un participante

Indica la cantidad de respuestas
que recibi6 el comentario inicial

Figura 2. Captura de pantalla de un foro.

La accion anterior permitid que se generaran didlogos, es decir, una discusion entre los
participantes alrededor de un comentario realizado por uno de ellos. Por ejemplo, en la
actividad 1, un participante mencion6 que un tridngulo equilatero no puede ser isosceles, el

ED “fijo” el comentario y 98 personas proporcionaron sus ideas y puntos de vista. Parte del

didlogo se muestra en Figura 3. El icono indica que el comentario esta fijado al inicio
del foro.

Figura 3. Parte de un dialogo entre los participantes.

El ED nunca proporcion6 respuestas a las dudas de los participantes en los didlogos, sino

que, durante el desarrollo de las actividades, planted preguntas cuando lo considerd necesario
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con el objetivo de que en la bisqueda de respuestas se favoreciera la comprension de
conceptos e ideas matematicas. Se observéd que, cuando el ED plante6 alguna pregunta, los
participantes compartian y discutian sus respuestas.

A continuacion, se presenta y discute un resumen del trabajo de los participantes en los
dialogos que se generaron en las actividades 1 y 5y en el Cuestionario 1. También, se resaltan

las tareas matematicas disefiadas.

2. Actividad: El segmento y su recta mediatriz

Se proporciono a los participantes un modelo dindmico que incluia un segmento AB y su
recta perpendicular, n, que pasa por su punto medio M (la Actividad se puede consultar en

https://bit.ly/21qzo73, pag. 6). En una primera fase de la resolucion del problema, se solicitd

a los participantes mover los puntos A y B, observar la medida de los segmentos y angulos

involucrados y determinar qué cambia y qué se mantiene constante (Figura 4).

En los comentarios se observdo que los
participantes coincidieron que al mover los
puntos A y B, la longitud del segmento AB
cambiaba, se mantenia la relacion de
congruencia entre los segmentos AM y BM, y
el 4ngulo entre el segmento y la recta
permanecia constante e igual a 90°. E1 ED fij6 Figura 4. El segmento y la recta

uno de esos comentarios. perpendicular que pasa por su punto medio.

En el didlogo que generd, sus participantes reconocieron que la recta n era la mediatriz del

segmento AB y compartieron la definicion en el Foro (Figura 5).

Figura 5. Dialogo entre los participantes: la recta mediatriz.
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También, se observo que cuando un participante planteaba una idea incorrecta los otros le
proporcionaban ayuda y le explicaban o aclaraban el tema. Por ejemplo, en el mismo didlogo,
cuando un participante coment6 que el valor del angulo entre la recta n y el segmento AB no
siempre era de 90°, otros le indicaron que su respuesta estaba incorrecta ya que el angulo se

mantenia invariante.

Todos los participantes, en los dialogos de esta actividad, reconocieron que, sin importar la
posicion de A y B: el angulo entre la recta n y el segmento AB siempre es de 90° y los

segmentos AM y MB son congruentes.
El triangulo isosceles

Se proporcion¢ a los participantes un nuevo modelo dinamico (Figura 6) en el cual se ubico

un punto moévil C sobre la recta n y se construy6 el tridangulo ABC.

Se solicito a los participantes mover el punto C
y observar las propiedades de la familia de
triangulos ABC que se generan al mover C
sobre la recta n. En el foro, los participantes
respondieron que las longitudes de los
segmentos AC y BC son iguales sin importar la
posicion del punto C. Se fij6 un comentario de Figura 6. El tringulo isosceles.
todos los anteriores. En el didlogo que generd,

se justificé que la congruencia de los dngulos BAC y ABC y del tridngulo isésceles ABC

(Figura 7).

Figura 7. Justificacion: Triangulo ABC es isosceles.
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Luego, se proporciond a los participantes el modelo dindmico representado en la Figura 8
que incluyo la medida de AC, BC y de los angulos
BAC y ABC y se planted a los participantes la
conjetura: Se traza un segmento AB y la recta
perpendicular n al segmento que pasa por el
punto M, si C es un punto en la recta n, entonces

la familia de triangulos ABC que se genera al

mover C siempre son isosceles (cuando C coincide Figura 8. Importancia de la
con M, no existe triangulo). medicion de atributos de los objetos
matematicos.

Todos los participantes indicaron estar de acuerdo

con la conjetura excepto uno quien afirmo la existencia de una posicion de C en la cual el
triangulo ABC era equilatero y comentd que como un triangulo equilatero no es isosceles,
entonces la conjetura no era valida. El comentario fue fijado y gener6 una discusion en torno
a que si un tridngulo equilatero es isdsceles que llevo a los participantes a reconocer que todo
tridangulo equilatero es isosceles. Durante este proceso, los participantes reconocieron la
necesidad e importancia de definir en forma precisa los tridngulos equilateros y en general,

cualquier objeto matematico (Figura 9).

Figura 9. Importancia de definir en forma precisa los conceptos matematicos.

Seguidamente, se proporciond a los participantes una justificacion de la conjetura que

consideraba la congruencia de tridangulos AMC y BMC (https://bit.ly/21qz073, pag. 10) y se

les cuestiond sobre las observaciones o propiedades que fueron importantes para llegar a la

conclusion.
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Se generaron dialogos observo que los participantes comprendieron la justificacion y
coincidieron en la importancia de identificar las invariantes y relaciones entre los objetos que

conforman la configuracion dindmica como un medio para llegar a la conclusion.
El triangulo equilatero

El objetivo de esta Actividad fue determinar la posicion del punto C, sobre la recta n, para
obtener un triangulo equilatero. En la primera parte se proporcionoé a los participantes el
modelo dindmico que se muestra en la Figura 10 y se les pidi6 mover el punto C para ubicar,
en caso de ser posible, la posicion en la que se obtiene un triangulo equilatero. Ademas, se

sugirid centrar la atencion en los angulos BAC, ABC y ACB.

En el primer didlogo, se observé que los participantes coincidieron en que existian
posiciones, en algunos casos aproximadas, donde los tres lados del tridngulo ABC eran

congruentes, asi como sus angulos.

Figura 10. Hacia la construccion del Figura 11. Construccion del triangulo
triangulo equilatero. equilatero.

Luego, se proporciono a los participantes el modelo dindmico de la Figura 411, donde se
construy6 un circulo con centro en B y radio AB. Se solicit6 a los participantes mover los
puntos A, B 'y C, observar el comportamiento de los objetos geométricos y formular una

conjetura que indicara en qué condiciones se forma un tridngulo equilatero.

Los participantes comentaron en el foro que, para obtener un triangulo equilatero, C debe ser
el punto de interseccion entre la circunferencia y la recta n. El comentario se fijo y en la
discusion de ideas en el dialogo, identificaron una forma de construir un triangulo equilatero

a partir de un segmento y su recta mediatriz (Figura 12).
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Figura 12. Evidencias de los participantes: propuestas para construir un tridngulo equilatero.

Preguntas formuladas por el ED en los dialogos

En el dialogo anterior, los participantes centraron la atencion en el punto E de la construccion
(Figura 11) y no identificaron que el punto F también satisface las condiciones del problema,
tampoco mencionaron que otra forma de obtener un tridngulo equilatero era construir el

circulo de radio AB y centro en A. El ED plante¢ la pregunta:

¢ Cudantos triangulos equilateros se pueden formar dadas las condiciones iniciales del

problema?

Se observd que, esta pregunta sirvid para que los participantes complementan la idea de
como determinar la posicion del punto C para obtener un triangulo equildtero, comentaron:
“Sea un segmento AB y su recta mediatriz n y sea la circunferencia de radio AB con centro
Ao B, si E y F son los puntos de interseccion de la circunferencia y la recta n entonces los

triangulos ABE y ABF son equiladteros (Figura 13).

Figural3. Formulacion de una conjetura.

Lo mismo sucedid durante el desarrollo de las otras actividades, por ejemplo, en la 4, el ED
observo que los participantes no proporcionaron argumentos visuales o empiricos para
sustentar la existencia de un tridngulo de drea maxima, por lo que formul6 la pregunta en el

dialogo:
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¢ Qué argumento visual o empirico permite conjeturar que existe un triangulo de drea

maxima?

La Figura 13 muestra el modelo dinamico del problema, la pregunta formulada por el ED y
algunas de las respuestas de los participantes. Las respuestas en el didlogo coincidieron en
utilizar estrategias asociadas al movimiento de objetos y la cuantificacion de sus atributos
para validar de la conjetura. Ademas, indicaron en cuales casos era posible o no construir el

tridngulo.

Figura 13. Modelo dinamico proporcionado a los participantes y sus respuestas a una pregunta

realizada por el ED.

En la siguiente parte de esta actividad 4, se observé que bajo participacion en el foro. E1 ED
identifico, al menos, 30 comentarios en el foro donde los participantes indicaron no tener
idea de como determinar el modelo algebraico del lugar geométrico. Pese a que el ED

enfatizd que el tema no era relevante (no era parte de los objetivos) los participantes
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insistieron en determinarlo. En el didlogo, uno de ellos construy6 el modelo algebraico y los

otros mostraron evidencia de no comprender el procedimiento.
Los cuestionarios

En relacion con los cuestionarios, se observo que los modelos de los problemas permitieron
a los participantes mover sus objetos y observar sus atributos, esto les proporciond
informacion para formular conjeturas relacionadas con sus propiedades. A continuacion, se

detalla el trabajo de los participantes en la pregunta 1 del Cuestionario 1 (Figura 14).

Figura 14. Pregunta 1 del Cuestionario 1.
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En los didlogos se observo que algunos participantes buscaron informacion en Wikipedia del
concepto de mediatriz de un tridngulo. Coincidieron en que es importante mover los puntos
y observar los atributos de los objetos para formular conjeturas; ademas, reconocieron la
importancia que tiene GeoGebra en la exploracion y observacion de propiedades de los
triangulos. El movimiento de objetos y la exploracion, los llevd a marcar las opciones

correctas sin plantear dudas en el foro. Algunos de sus comentarios se muestran en la Figura
15.

Figura 15. Evidencias de los participantes: Importancia del movimiento de objetos.

Un participante plante6 el problema: “Dado un triangulo ABC, sus tres mediatrices y el
circuncentro O ;jen qué momento se forman seis triangulos rectangulos congruentes donde
uno de sus vértices es 0?”. El comentario fue fijado y se discutio la conjetura: “A/ trazar las
tres mediatrices de un triangulo equilatero se forman seis triangulos rectangulos

congruentes”.

Las justificaciones presentadas en el didlogo incluyeron la relacion que existe entre las
mediatrices y las bisectrices de un tridngulo equilatero y el criterio de congruencia LAL para
concluir que los seis tridangulos que se forman con las tres mediatrices de un tridngulo

equilatero son rectangulos y congruentes (Figura 16).

Figura 16. Una justificacion geométrica del problema.
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Anexo 2

Comentarios seleccionados del foro por el

equipo de diseno


William Poveda



Se describen las ideas de los comentarios que fijo el ED y que generaron los didlogos en las

actividades del MOOC. El numero entre paréntesis al final de la idea en cada uno de los

comentarios indica los participantes que se involucraron en el dialogo.

Actividad 1 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-

1)).

R

10.
1.

12.

13.

14.

15.

. Los estudiantes pocas veces se cuestionan sobre el significado de los copnceptos

(112).

En las aulas no se tiene que prohibir el uso de tecnologias digitales (107).

(Qué tecnologias deben utilizar los estudiantes y como? (113)

Importancia del uso de las herramientas en la comprension de ideas (109).
Comprension del problema: Propiedades del cuadrado ABCD: al mover los puntos 4
y B las longitudes de los lados y las diagonales aumentan o disminuyen, pero
conservan la propiedad de ser iguales (94).

Solucion 1. Una solucion es la diagonal (123).

Solucion 1. Una solucion es la mediatriz del un lado del cuadrado (121).

Solucion 1. Si PQ pasa por el centro del cuadrado entonces se convierte en su eje de
simetria, por lo tanto, las areas son iguales (76).

Solucion 1. Si PQ pasa por el centro del cuadrado entonces lo divide en dos figuras
de area igual (102).

Solucion 1. E1 ED cuestiond: jexisten otras soluciones? (89).

Solucion 1. Justificacion 1: Trazo de diagonales del cuadrado y congruencia de
tridngulos (117).

Solucion 1. Justificacion 2. Trazo de rectas perpendiculares a los lados que pasan por
Py Q(75).

Solucion 2. Una nueva solucion basada en un caso particulares (87).

Soluciéon 2. Formulacién de una conjetura: Si P es un punto que estd dentro del
cuadrado, la suma de las areas de los triangulos APB y DCP es la mitad del drea del
cuadrado (85).

Solucion 2. Senalaron casos particulares y argumentos para sustentarlos, por ejemplo,
cuando P coincide con uno de los vértices o estd sobre uno de los lados del cuadrado
(79).
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16.

17.

18

19.
20.
21.

Solucion 2. Utilizaron las propiedades de rectas paralelas y perpendiculares y los
criterios de congruencia de tridangulos LLL y LAL (58).

Solucion 2. Justificacion: Sin importar la posicion del punto P la suma de las alturas
de los triangulos DCP y ABP (de bases iguales) es igual al lado del cuadrado por lo

tanto la suma de sus dreas es igual a la mitad del area del cuadrado (26).

. Solucion 3. Discusion de un caso particular: P sobre un lado del cuadrado (96).

Utilizaron ideas de 18
Solucion 3. Una justificacion erronea basada en un caso particular (51).
Solucion 3. Una nueva solucion al problema (46).

Solucion 3. Una extension del problema: dividir el cuadrado en 4 partes de area igual

(19).

Actividad 2 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-

2/).
4,

10.

11.

12.

Las rectas m y n son paralelas ya que “visualmente parece que no se llegan a
intersecar en algun punto” (112).
Justificacion 1: Uso del recurso V postulado de Euclides.

ED plante6 la pregunta
paralelas?” (76).

JExiste otra forma de justificar que las rectas m y n son

ED plante6 la pregunta: ;Qué significa que E' sea el punto simétrico de E respecto a
la rectam? (93).

Movimiento: La distancia de un punto A4 a una recta d se mide sobre la perpendicular
de d que pasa por 4 (94).

Movimiento: Al mover el punto 4°, la minima distancia de 4 a la recta es cuando «
mide 90° (71).

ED plante¢ la pregunta. ;Qué sucede si la distancia minima no se encuentra sobre la
recta perpendicular a la recta d? (67).

Justificacion de distancia de un punto a una recta: El triangulo PA’A es rectangulo,
por lo tanto, la hipotenusa AP siempre es mayor que AA’ (89).

Un participante construyd y presentd una construccion dindmica: “Si E' es simétrico
a E respecto a la recta n significa que la recta EE' corta a n en E; de tal manera que

las longitudes de E{E y E{E' son iguales y, ademdas, EE' es perpendicular an” (36).
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13. Movimiento: al mover los puntos D y E, dos lados del tridangulo son congruentes (98).

14. Movimiento: al mover los puntos D y E, dos dngulos del tridngulo son congruentes
(98).

15. Formulacion de una conjetura: La familia de tridngulos HFG es isosceles (98).

16. Al mover los puntos D y E, no se puede generar un triangulo escaleno, pero si uno
equilatero (52).

17. Un tridangulo equilatero no es isésceles (51).

18. Existe de una posicion de D para la cual no se generan triangulos (25).

19. Se extiende la idea anterior. Se identifican otras posiciones de los puntos D y E para
las cuales no se genera un triangulo (48).

20. (Por qué se generan triangulos isosceles? (27).

21. Al mover los puntos D y E, la familia de triangulos es isdsceles.” (19)

22. Justificacion basada el concepto de punto simétrico respecto a una recta y la
congruencia de tridngulos para concluir la relacion de igualdad entre las medidas de
ay . (78).

23. Justificacion basada en angulo externo de un triangulo (21).

Actividad 3 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-
3.

1. Al mover 4 6 B, M es el punto medio de AB y el angulo formado entre el segmento y
la recta mide 90. (112)

2. Al mover el punto C sobre la recta n se genera una familia de tridngulos isésceles.
(105)

3. Larecta n es la mediatriz del segmento AB (46)

4. Si C=M no se genera el tridngulo (23).

5. Setraza un segmento AB y la recta perpendicular z al segmento que pasa por el punto
medio del segmento 4B, si el punto C es un punto sobre la recta n, entonces la familia
de tridngulos ABC son iso6sceles (cuando C coincide con M, no existe tridngulo) (86)

6. La conjetura es falsa ya que existe un equilatero (76).

7. Justificacion basada en congruencia de tridngulos (51).

8. (Se puede justificar de otra manera? (93).

144



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

Es posible encontrar la posicion del punto C, sobre la recta n, de tal forma que AB=AC
(115).

(Como construir un triangulo equilatero? (48).

Al mover C, existe alguna posicion para el punto C sobre la recta n donde el tridngulo
ABC es rectangulo (94).

( Como construir un triangulo rectangulo a partir de un segmento dado que representa
su hipotenusa? (94).

La circunferencia circunscrita a todo tridngulo rectangulo siempre tiene diametro
igual a la hipotenusa (94).

El centro de la circunferencia es M y su radio es ME (no se dan argumentos del por
qué es circunferencia) (29).

(Como argumentar que el punto E estd sobre una circunferencia utilizando conceptos
y relaciones matematicas? (56).

En un tridngulo rectangulo, su circuncentro es el punto medio de su hipotenusa (26).

Actividad 4 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-

4/).

>

© N W

. Visualmente el lugar geométrico que describe P cuando se mueve C es una parabola

(61).

Es paréabola por que la distancia de P a la directriz es 11.62 y la distancia de P al foco
es 11.62 unidades (21).

La ecuacion de una parabola es y = ax? + bx + ¢ (29).

Parabola es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de una recta
dada, llamada directriz, y de un punto exterior a ella, llamado foco. (16).

(Cual es foco y la directriz de esa parabola? (16).

El foco es C (12).

La directriz es d (11).

Vinculo de Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Foco (geometr%C3%ADa))

que incluye los elementos de la pardbola (31).
(Como se puede trazar el segmento cuya distancia sea minima entre un punto y una

recta? (39).
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10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.

Pregunta Dada la recta y=x ;cudl es la distancia del punto C(2,—1) a la recta? (29).
(Como se puede demostrar que es parabola? (28).

Al mover el punto C, se observa que CP=PB (71).

La recta e es mediatriz de BC (23).

Justificacion basada en las propiedades de la familia de triangulos BCP: es isosceles,
CP=PB (71).

La recta e es la recta tangente a la parabola que pasa por P (28).

Pregunta: ;Qué propiedades tiene la mediatriz de BC? (26)

Actividad 5 (https://www.mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-

).

10.

11

12.

. Al mover el punto B los lados del rectangulo aumentan o disminuyen. (43)

La familia de rectangulos que se genera tiene el mismo perimetro (43).

. Al'mover el punto C sobre el segmento, aumenta o disminuye un lado del rectangulo

(41).

El punto D se mueve sobre una recta (39).

Las coordenadas del punto D representan las dimensiones de los lados del rectangulo
(39).

En el intervalo de 0 a 8 (semi perimetro del cuadrado) la ecuacion del lugar
geométrico es y=-x+§. (11).

Pregunta formulada por un participante ;Cual es la importancia del lugar geométrico
en el problema? (36).

El lugar geométrico de R cuando se mueve C es una parabola (33).

R tiene por coordenadas el largo del rectangulo y su area (35).

El punto maximo de la parabola es el area maxima que alcanza el rectangulo (29).

. Al mover el punto C y observar las coordenadas de R, el valor del area del rectangulo

aumenta desde cero y después disminuye hasta volver a ser cero, por lo tanto,
indicaron que existe un rectangulo de area maxima.
E lugar geométrico permite observar la relacion que existe entre su punto maximo y

el lado del rectangulo.
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13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. El lugar geométrico es una parabola y el area maxima se obtiene cuando los lados del

rectangulo son iguales ;Cémo justificarlo? (35)

La ecuacion del area del rectdngulo es y = x(8 — x) y el valor de su drea maxima es
16. (16).

Al mover el punto R, en una parte de la grafica la pendiente de la recta tangente es
positiva y en otra, es negativa: el punto donde la pendiente cambia de positiva a
negativa es cuando se obtiene un rectangulo de area méaxima. (39)

El area maxima se obtiene cuando la pendiente de la recta tangente es cero o en el
vértice de la parabola (8).

Pregunta formulada por un participante ;Como trazar geométricamente la recta
tangente en P a la pardbola? (21).

Si el discriminante dey = —x?2 + 8x + k es mayor a cero entonces la ecuacion posee
dos soluciones reales y las graficas de y =k y y = —x% + 8x se cortan en dos
puntos (29).

Si su discriminante de y = —x? + 8x + k es igual a cero, el sistema de ecuaciones
tiene una solucion y coincide con la coordenada x del vértice de la parabola (29).

La coordenada y del vértice de la pardbola es el valor del rectangulo de area maxima
(26).

Al mover el punto B las propiedades de la construccion se mantienen, es decir, se
obtiene una familia de rectangulos de perimetro fijo y el rectangulo de area mayor es

cuando sus lados son iguales.
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Anexo 3

Cantidad de participantes en las

actividades


William Poveda



Tabla 1.

Numero de participantes en los didlogos de las actividades

. . Actividad | Actividad | Actividad | Actividad | Actividad | Cuestionario | Cuestionario
Participantes
1 2 3 4 5 1 2
Licenciatura 115 98 76 49 28 76 28
Maestria 44 38 38 20 13 38 13
Doctorado 4 4 4 2 2 3 2
Total 164 140 118 71 43 118 43
Tabla 2.

Participantes que obtuvieron constancia, respondieron correctamente las preguntas del
Cuestionario 1y participaron en los dialogos.

Participantes Primaria | Secundaria |Bachillerato |Licenciatura | Maestria |Doctorado

Obtuvieron

Constancia I 15

75 156 71 7

Contestaron
correctamente 4
Pregunta 1

20 93 172 78 8

Contestaron
correctamente 4
Pregunta 2

18 93 170 79 8

Contestaron
correctamente 4
Pregunta 3

17 90 173 78 8

Participaron en
dialogos de la Sesion 0 0 0
de trabajo 3

74 29 3
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Tabla 3.

Participantes que obtuvieron constancia, respondieron correctamente las preguntas del
Cuestionario 2 y participaron en los didlogos.

Participantes

Primaria

Secundaria

Bachillerato

Licenciatura

Maestria

Doctorado

Obtuvieron
Constancia

15

75

156

71

Contestaron
correctamente
Pregunta 1

13

72

135

61

Contestaron
correctamente
Pregunta 2

11

56

134

62

Contestaron
correctamente
Pregunta 3

11

42

143

66

dialogos del
Cuestionario 2

Participaron en

29

13

Tabla 4.

Participantes que obtuvieron constancia, respondieron correctamente la pregunta 1 y 2 del
Cuestionario, participaron en el foro y en los didlogos.

Participantes Secundaria Bachillerato |Licenciatura |Maestria |Doctorado
Obtuvieron 15 75 156 71 7
Constancia
Contestaron
correctamente 15 75 156 71 5
Pregunta 1
Participaron  en 3 11 90 41 3
foro
Participaron  en 0 0 74 29 3

dialogos
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Tabla 5.

Participantes que obtuvieron constancia, respondieron correctamente las preguntas 3 y 4
del Cuestionario, participaron en el foro y en los dialogos.

Participantes Primaria |Secundaria |Bachillerato |Licenciatura |Maestria | Doctorado
Obtuvieron 1 15 75 156 71 7
Constancia

Contestaron

correctamente 1 15 75 156 71 5
Pregunta 1

Participaron en foro 1 15 21 90 41 3
P:a'rtlmparon en 0 0 0 0 0 0
dialogos

Tabla 6.

Participantes que obtuvieron constancia, respondieron correctamente las preguntas 5 y 6
del Cuestionario, participaron en el foro y en los didlogos.

Participantes Primaria |Secundaria |Bachillerato |Licenciatura |Maestria | Doctorado
St 1 15 75 156 71 7
Constancia

Contestaron

correctamente 1 15 75 155 70 5
Pregunta 3 y 4

Participaron en foro 0 3 21 55 24 2
Participaron en 0 0 0 49 19 3
dialogos
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Anexo 4

Analisis de la Solucion 3 de la Actividad 1
y de los cuestionarios


William Poveda



1. Actividad 1. Solucion 3

En la tercera solucion del problema, unicamente se proporciond el modelo del cuadrado y las

preguntas de la Tabla 1. La actividad se puede consultar en (https:/www.

mathproblemsolving.org/cursos-y-seminarios/mooc-2-problema-1-sol3-mov/).

Tabla 1.
Solucion 3 del problema de los granjeros.
Modelo del cuadrado proporcionado Preguntas planteadas
en la Solucion 3
También se puede asignar a un granjero
o la region o area del poligono EFGH. El
5 otro granjero recibira el area restante.
g (Por qué esta forma de repartir las areas
g es también una solucion?

De nuevo, se observod en los comentarios que la estrategia de algunos participantes fue centrar
la atencion en un caso particular: P sobre el lado del cuadrado. El ED fij6 uno de los
comentarios con la idea anterior. En el didlogo, sefialaron que para cualquier posicion del
punto P: el drea del cuadrilatero HGFE es la mitad del drea del cuadrado. Ademas,
sustentaron la conjetura apoyados en que, sin importar la posicion del punto P, la suma de
las alturas EP y PG de los triangulos HFE y HF G, respectivamente, es igual a AB (lado del
cuadrado). Es decir, utilizaron la idea discutida en un didlogo anterior (la suma de las alturas
de los triangulos HFE'y HF G es constante e igual al lado del cuadrado). El comentario inicial,

las observaciones y conclusiones del didlogo se presentan en la Figura 1.

Figura 1. Una solucion basada en un caso particular.
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Por otra parte, el ED fij6 un comentario con una justificacion incorrecta del por qué el area
de EFGH tiene la mitad del area del cuadrado ABCD. La idea inicial, la retroalimentacion

proporcionada en el didlogo y sus resultados los resume la Tabla 2.

Tabla 2.
Una justificacion basada en un caso particular.
Idea inicial del : ” Resultados del
. . Interacciones en el didlogo iy
participante dialogo

Determiné el area de | Otros participantes comentaron que para ciertas | El movimiento de
HGFE, en funcion de a y | posiciones de P la justificacion no era valida, por | objetos  permite
b, basado en una posicion | ejemplo, si PFCE no es cuadrado. Algunos | observar

especifica de P. comentarios al respecto son: rapidamente
casos donde la
Observa que si mueves P hacia la derecha tu justificacion no es valida. Conjetura

formulada no se

Es interesante como el movimiento de los objetos nos permite ver cumple.
rapidamente que la conjetura no es valida. Con solo mover P se observa
que no siempre se forma un cuadrado.

2. El Cuestionario 1

El Cuestionario 1 comprendio tres preguntas de seleccion multiple. En el Anexo 3, la Tabla
2 muestra el nimero de participantes que obtuvo constancia y contestaron correctamente cada
una de las preguntas del Cuestionario 1. El objetivo general fue que los participantes
exploraran la configuracion dindmica de un triangulo, sus alturas, mediatrices, bisectrices y
medianas, y, utilizaran las estrategias de movimiento de objetos y medicion de sus atributos
en la formulacion de conjeturas relacionadas con el comportamiento sus propiedades. La
justificacion de la conjetura se bas6 en argumentos visuales o empiricos. La presentacion de
conceptos o relaciones matemadticas para sustentar las conjeturas no se solicitaron de forma
explicita, pero quedaba abierta esta posibilidad en el foro por si algiin participante deseaba

presentar sus argumentos.
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Los participantes con grado de estudios de primaria, secundaria y bachillerato se involucraron
en el cuestionario seleccionando, de la lista de afirmaciones proporcionada, las opciones

correctas.

La Tabla 3 resume las tareas matematicas del Cuestionario 1 y las relaciones o patrones que
encontraron los participantes asociados a las propiedades de los atributos de los objetos

matematicos que conforman el modelo del problema.

Tabla 3.

Preguntas del Cuestionario 1, estrategias observadas por los participantes y las relaciones o
patrones encontrados.

Modelo dinamico Relaciones observadas por los participantes
Pregunta 1. El tridngulo y sus | 1. Enun triangulo acutangulo, el circuncentro esta
mediatrices. dentro del triangulo.

2. Enun triangulo obtusangulo, el circuncentro esta
fuera del tridangulo.

3. Si el tridngulo es rectangulo, el circuncentro esta
sobre la hipotenusa.

Pregunta 2. El tridngulo y sus alturas. | 1. En un tridngulo rectangulo el ortocentro es el vértice
del angulo recto del triangulo.
2. Si el ortocentro se encuentra fuera del triangulo
entonces el triangulo es obtusangulo.
3. Siel ortocentro esta dentro del tridngulo entonces el
triangulo es acutangulo.
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Pregunta 3. El tridngulo y sus 1. Elincentro siempre se encuentra dentro del triangulo.

bisectrices. . El incentro equidista de los tres lados del tridngulo.

El incentro es el centro de la circunferencia inscrita al

triangulo.

4. Si el triangulo es equilatero, su circunferencia
circunscrita e inscrita tienen el mismo centro.

w N

La pregunta 1 generd cuatro didlogos, la Figura 2 muestra los comentarios que fijo el ED.
En ellos, los participantes sefialaron la importancia del movimiento y la observacion de
patrones asociados a la medida de los atributos de los objetos matemadticos en la

configuracion dinamica, por ejemplo, en la primera pregunta (Figura 3):

1. Definieron los conceptos de triangulo acutangulo, rectangulo y obtusangulo.

2. Senalaron la importancia de mover y observar patrones asociados a la medida de los
angulos del tridngulo y a la posicion del circuncentro.

3. Validaron y/o refutaron algunas conjeturas de manera visual y empirica: relacionaron
la posicion del circuncentro segin el tipo de tridngulo al observar la medida los
angulos internos del tridngulo y asi, identificaron que en el tridngulo acutangulo el
circuncentro estd dentro de éste.

4. Cuando un participante defini6 de manera incorrecta el angulo obtuso, otro

complement? la idea para definirlo correctamente.

Figura 2. Comentarios fijados por el ED en el Cuestionario 1.
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Figura 3. Algunos de los comentarios de los participantes en la Pregunta 1 del Cuestionario 1.
En la pregunta 2 se generaron tres didlogos. En uno de ellos, dada una duda de un participante,

se discutieron los conceptos de ortocentro y circuncentro, para esto, referenciaron lo

estudiado en la pregunta 1 (Figura 4).

Figura 4. Ortocentro y circuncentro de un triangulo.
En otro didlogo el comentario inicial fue: si e/ ortocentro equidista de los tres vértices, el

triangulo es equilatero. Los participantes ampliaron la idea y concluyeron que, en el tridngulo

equilatero, el ortocentro, circuncentro, baricentro e incentro son el mismo punto (Figura 5).
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No se debe olvidar que en el triangulo equilatero el circuncentro, ortocentro,
incentro y baricentro estan en la misma posicion y son equidistantes de los
vertices

Figura 5. Relaciones de los puntos notables en el triangulo equilatero.

En la pregunta 3, el ED identificé y fij6 un comentario donde un participante afirmo6 no
comprender el significado de que el incentro equidiste de los tres lados del tridngulo. En el
didlogo, los participantes compartieron un vinculo a una pagina web para aclarar la duda y
construyeron dos modelos de un tridngulo y su incentro. Utilizaron la estrategia de medicion
de atributos (en este caso longitudes de segmentos) para sustentar, visualmente, que el

incentro equidista de los tres lados (Figura 6).

Figura 6. El incentro equidista de los lados del triangulo.

3. Cuestionario 2

El objetivo de las dos primeras preguntas fue que los participantes observaran la importancia
del movimiento de objetos y la medicidon de sus atributos como estrategias importantes en
resolucion de problemas cuando se utiliza un SGD. Los dos problemas se relacionaron con
el Teorema o paralelogramo de Varignon: En cualquier cuadrilatero, los puntos medios de

los lados forman un paralelogramo cuya drea es la mitad de la del cuadrilatero original y
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la exploracion de algunas de sus propiedades. En la pregunta 1 se proporciond la

configuracion y la guia de trabajo de la Tabla 4.

Tabla 4.

Pregunta 1 del Cuestionario 2

Configuracion dinimica Preguntas

Sea ABCD es un cuadrilatero y E, F, G, H los
puntos medios de sus lados. Al unirlos
forman el cuadrilatero EFGH.

Mueve los vértices del cuadrilatero ABCD,
,Qué propiedades observas que
cumple cuadrilatero EFGH? ;Qué relacion
existe entre los segmentos HG, AC y EF y
entre GF, BDy EH?

. . ) . Mueve los puntos 4, B, C'y D y observa el
Si 1?.8 diagonales de ABCD tienen la misma comportamiento de los objetos. Marca las
medida entonces el paralelogramo HGFE es casillas para obtener mas informacién acerca
de los objetos involucrados en la configuracion
dindmica.

El grupo de participantes con niveles maximos de estudios de primaria, secundaria y
bachillerato se limité a marcar las opciones que consideraban correctas en cada pregunta, sin

comentar sus ideas o razonamientos matematicos en los didlogos.

El didlogo ED identificd un comentario en el cual el participante afirm6 que cuando ABCD
es cuadrado entonces sus diagonales son iguales y EFGH también es cuadrado. Los

participantes sefialaron:

1. Al mover un vértice de ABCD, HG es paralelo a EF 'y EH es paralelo a GF.
2. Cuando las diagonales de ABCD miden igual entonces HGFE es rombo.

También, compartieron informacion de Wikipedia relacionada con el concepto de rombo y

sus propiedades https://es.wikipedia.org/wiki/Rombo y concluyeron (Figura 7):

1. Un rombo es un paralelogramo de lados congruentes y diagonales perpendiculares.
2. En el caso del cuadrado, ademéas de ser paralelogramo y tener diagonales
perpendiculares, sus 4ngulos internos son de 90°.

3. Un cuadrado es un rombo, pero un rombo no necesariamente es cuadrado.
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Figura 7. Discusion: jun cuadrado es rombo?

En la pregunta 2, la intencion fue que los participantes, al mover los objetos del modelo,
observaran la relacion entre las diagonales de ABCD vy el paralelogramo HGFE, en concreto,
cuando las diagonales de ABCD son perpendiculares entonces EFGH es rectangulo. Asi, lo

expresaron en un dialogo.

Durante la agrupacion de comentarios, el ED observd que ninguno se relacioné con la
pregunta, si no, centraron la atencion en el area de EFGH y seleccion6 uno. En el didlogo,
centraron su atencion en relacionar el problema con el de la actividad 1. Inicialmente, uno de
ellos movio los puntos 4, B, C'y D de tal manera que ABCD resultara un cuadrado y comento
que el area del cuadrilatero EFGH tenia que ser la mitad del area de ABCD por las ideas

estudiadas al inicio del curso.

Otros coincidieron con las ideas expuestas y buscaron informacion en Wikipedia donde se
demuestra que en cualquier cuadrilatero, los puntos medios de los lados forman un
paralelogramo cuya darea es la mitad de la del cuadrilatero original

(https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de Varignon). La Figura 8. presenta un resumen de

los comentarios de los participantes en el dialogo.
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Figura 8. Discusion: jun cuadrado es rombo?

En la pregunta 3, se mostro la importancia del lugar geométrico en la resolucion de problemas

cundo se utiliza un SGD, para ello, se proporciond la configuracion dindmica y el enunciado

del problema de la Tabla 5.

Tabla 5.

Pregunta 1 del Cuestionario 2

Configuracion dinimica

Problema

Una hoja de papel en forma de cuadrado se dobla
de tal manera que una de sus esquinas quede sobre
un punto situado sobre la diagonal del cuadrado.
(Es posible que el area de la parte doblada sea
igual al area restante de la hoja?

P es un punto que relaciona la longitud del
segmento FG con el area del triangulo FEG y Q
es un punto que relaciona la longitud de FG con el
area del poligono ABCGEF.

Todos los comentarios del foro identificaron la interseccion de los lugares geométricos como

la respuesta del problema. En el didlogo, los participantes sefialaron que movieron los puntos

A, B y E y centraron su atencion en los lugares geométricos generados por los puntos P y Q

al mover E, por ejemplo:

1.
2.

Relacionaron la recta k con la mediatriz del segmento DE.

Identificaron una posicion del punto E para la cual las figuras FEG y ABCGEF tienen
igual area y sefialaron que es cuando P=0, es decir, el punto de interseccion entre las
dos graficas que modelan el area de cada figura.

Argumentaron la validez de la conjetura basados en argumentos visuales y empiricos

al mencionar que el valor de las areas de las figuras FEG y ABCGEF cambian,
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mientras una aumenta de cero hasta ser igual al 4rea del cuadrado ABCD, la otra
disminuye desde el valor que tiene el 4rea del cuadrado hasta cero.

4. Reconocieron la importancia del movimiento de objetos y el trazo de lugares
geométricos para determinar la soluciéon del problema sin plantear un modelo

algebraico que modele el area de cada figura.

Algunos de las ideas expuestas en el dialogo las muestra la Figura 9.

Figura 9. Algunos comentarios en la Pregunta 3 del Cuestionario 2.
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Anexo 5

Correos electronicos enviados a los
participantes después de cada actividad


William Poveda



Comunicado 1. Inicio del MOOC

Estimados participantes, queremos manifestarte nuestro agradecimiento por haberte
registrado en el curso “Resolucion de problemas matematicos y uso de tecnologias digitales”
que dard inicio el préximo lunes 30 de enero. Para nosotros representa un reto que ese interés

que te llevo a inscribirte se mantenga y te lleve a seguir y trabajar todas las actividades.

Recuerda que para acceder al curso debes entrar a www.mexicox.gob.mx.

Consideramos pertinente enviarte algunas indicaciones generales que te ayuden en el

desarrollo de las sesiones:

1. El curso esta estructurado en seis sesiones, una por semana. Cada dia lunes se abrira
una nueva seccion.

2. La participacion en los foros de discusion es importante. Cualquier duda sobre el
desarrollo de las actividades debe ser expuesto en estos. En algunos casos
responderemos o ampliaremos la informacién o comentarios por medio de un correo
enviado a todos los participantes inscritos.

3. Si tienes algin problema relacionado con las calificaciones o problemas técnicos
puedes escribirnos al correo: cinvestav_ipn@mexicox.gob.mx.

4. Un aspecto fundamental en el disefio de las actividades fue la idea de darle
movimiento a las figuras simples (tridngulos, rectangulos, etc.) que representan
modelos o configuraciones dindmicas. Asi, con el “ratéon” de tu computadora o con
el dedo cuando uses tu tableta o teléfono podras mover algunos objetos. En estos
modelos dindmicos, la idea es que observes el comportamiento de algunos objetos o
atributos (medida de angulos, areas, perimetros, etc.).

5. Con la herramienta es posible medir la longitud de segmentos, angulos, determinar el
area de poligonos, etc. y observar como varian cuando algunos objetos se mueven en
la configuracion. La meta aqui es que al observar el movimiento de las figuras
propongas algunas conjeturas que den cuenta de su comportamiento.

6. Toda conjetura que identifiques y presentes debe sustentarse con argumentos. En una
primera fase, la explicacion puede estar sustentada a partir de argumentos visuales o
empiricos.

7. Posteriormente, la idea es construir y presentar un argumento que involucre

propiedades y resultados matematicos. Por ejemplo, la conjetura puede incluir
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resultados sobre tridngulos semejantes o argumentos de calculo o geometria analitica.

No dudes enviarnos tus observaciones y/o comentarios sobre el desarrollo de las actividades.

Atentamente

Equipo: Resolucion de problemas y tecnologia digital, Cinvestav.

Comunicado 2

Estimados participantes, tras concluir la primera semana del curso “Resolucion de problemas

matematicos y uso de tecnologias digitales”, te queremos agradecer tu activa participacion

en los foros de discusion. Aqui te presentamos un breve resumen de las ideas y comentarios

que ustedes expresaron con la intencion de identificar los temas y conceptos fundamentales

que son parte del marco que sustenta el desarrollo de las actividades del curso.

I.

En general, todos coincidieron y aceptaron que las preguntas son el vehiculo para
aprender conceptos, explorar lo desconocido y generar nuevas ideas. El aprendizaje
de las matematicas implica enfrentarse a un dilema que necesita resolverse en
términos de observar la situacion o concepto, formular preguntas y buscar siempre
diferentes caminos para responderlas.

La formulacion de preguntas implica la adquisicion de un lenguaje, en nuestro caso
matematico, para expresarlas y esto es parte de los objetivos del curso. Ademas, el
planteamiento de preguntas es un proceso que evoluciona y mejora cuando el
estudiante constantemente se involucra en esta actividad. Solo la practica nos permite
evolucionar en este proceso y asi refinar y discriminar aquellas con respuesta directa
de las que demandan el uso de conceptos y recursos matematicos para responderlas.
En la resolucion de problemas resulta esencial preguntarse ;Qué sé sobre el tema?
(Donde encuentro informacion sobre los conceptos involucrados? Etc.

Cuando estamos pensando en las maneras de resolver el problema, entran las
estrategias de solucion ;qué estrategias son importantes? Por ejemplo, la lectura
menciona que una estrategia es “considerar casos particulares o especiales” ;Qué
otras estrategias son importantes? ;Como las desarrollo? ;Se puede aplicar el método

para resolver otros problemas?
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5. Otro aspecto importante es “controlar” el proceso de solucion de los problemas. Asi,
uno se pregunta ;he entendido el problema? ;es el método de solucion adecuado? ;a
doénde voy? Etc.

6. Algunos términos y conceptos como conjetura, relaciones, patrones, teoremas,
prueba, argumentos empiricos, geométricos o algebraicos apareceran en el desarrollo
de las sesiones. En el foro, algunos han respondido la pregunta: ;Qué es una
conjetura? Algunas definiciones disponibles en internet son:

a. Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Conjetura): “... se refiere a una
afirmacion que se supone cierta, pero que no ha sido probada ni refutada hasta
la fecha. Una vez que se demuestra la veracidad de una conjetura, esta pasa a
ser considerada un teorema de pleno derecho...”

b. RAE (http://dle.rae.es/?1d=AKKzi43): “Juicio que se forma de algo por
indicios u observaciones.”

c. WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/input/?i=conjetura): Una
proposicion que es consistente con los datos conocidos, pero no ha sido

verificada ni demostrado ser falsa. Es sinonimo de hipotesis.

Parte de la dinamica de este curso es buscar, analizar, contrastar y discutir informacion. ;Qué

tienen en comun las tres definiciones? ;cual es tu definicion de conjetura? Etc.
Comunicado 3

Estimado participante, hoy estamos iniciando la tercera semana del curso y quiza te has
preguntado sobre qué se estd aprendiendo al trabajar las actividades y como se da uno cuenta
de ese aprendizaje. En la actividad de esta semana, también habras notado que el punto de
partida no es el enunciado o problema; se inicia “armando’ o construyendo una configuracion
o modelo dindmico que involucra algunos objetos matematicos simples (rectas, puntos,
segmentos, angulos, etc.). En el proceso de ir construyendo la configuracion se plantean
interrogantes sobre el comportamiento de algunos atributos (medida de angulos, propiedades
de tridngulos, perimetros, areas, etc.) que llevan a la formulacioén o busqueda de conjeturas o
relaciones entre objetos y propiedades. La idea es siempre buscar y presentar distintos tipos

de argumentos que sustenten esas conjeturas.

La validacion de una conjetura puede transitar desde el uso de argumentos empiricos o

visuales hasta la presentacion de una “prueba” que involucra, por ejemplo, criterios de
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congruencia de tridngulos o procedimientos analiticos. Eventualmente, la idea es que ta
mismo construyas tus propias configuraciones dindmicas y que generes una lista de

resultados matematicos.

En el desarrollo de la actividad aparecieron algunos conceptos o propiedades como trazo de
una recta perpendicular, identificacion de algunos puntos en el plano, simetria de un punto
con respecto a una recta, tridngulos, etc. Una tarea importante es revisar y extender lo que se
sabe sobre esos temas o contenidos en términos de propiedades o resultados matematicos.
Algunos sitios o plataformas en linea que te pueden ayudar a revisar o ampliar tus

conocimientos sobre los temas incluyen:

https://www.wolframalpha.com

https://www.wikipedia.org

https://es.khanacademy.org/coach/dashboard

Comunicado 4

Estimados participantes, en los primeros comunicados les sefialamos la importancia de tu

participacion en el Foro de discusion de cada actividad.

En el curso Resolucion de Problemas Matemadticos y uso de Tecnologias Digitales, el Foro
es un medio donde puedes plantear tus dudas y recibir retroalimentacion de tus compaifieros,
conocer las ideas de otras personas y participar en las discusiones que se generan en el

desarrollo de las actividades propuestas, etc.

El equipo de Resolucion de Problemas Matematicos del Cinvestav constantemente leemos
los comentarios en los Foros, y como te habiamos mencionado en un correo previo, por las
caracteristicas que tiene un curso masivo, no respondemos tus dudas o daremos seguimiento

puntual a tus participaciones durante el desarrollo de las actividades.

Sin embargo, cada dia analizamos y clasificamos los comentarios y marcamos o “Fijamos”
algunos, de tal manera que aparezcan al inicio de cada discusion. También, en algunas
ocasiones, planteamos preguntas con el objetivo de clarificar o ampliar algun concepto o

idea.

Te recomendamos:

169



Antes de escribir tu duda/comentario/idea lee las entradas “Fijadas”, quizas un
compaifiero escribid algo igual o similar, si es asi puedes exponer tu punto de vista

complementado la idea, si no crea un nuevo comentario o “post”.

Presta atencion a las preguntas que hacemos en los foros “Fijados”, si existen
respuestas de otras personas, analizalas y si lo crees conveniente, amplia el tema con

tus comentarios, si no escribe una respuesta.

Comunicado 5

Estimados participantes, en las tareas o problemas trabajados hasta ahora seguramente han

notado que el movimiento de los objetos matematicos es un elemento importante para

visualizar el comportamiento y posibles relaciones entre esos objetos y sus atributos.

La idea es identificar de manera explicita algunas estrategias que resultan importantes en los

procesos de representacion, exploracion y resolucion de los problemas.

El movimiento de algunos elementos de una representacion dindmica nos lleva a
explorar y analizar de manera inmediata o instantanea el comportamiento de algunos
atributos de la familia de objetos que se genera al mover elementos de la
representacion.

El trazo del lugar geométrico es otra estrategia importante que proporciona
informacion sobre el comportamiento de algunos objetos. En general, el trazo de un
lugar geométrico involucra mover un elemento de la configuracion de manera
ordenada (sobre una recta o una circunferencia) y observar el camino que recorre otro
elemento de esa configuracion.

La cuantificacion de los atributos (areas, perimetros, angulos, longitud de segmentos,
etc.) también resultan importantes en la busqueda de relaciones entre objetos de la

representacion dindmica.

Participa en los foros de discusion y plantea tus ideas, dudas o comenta las ideas de otros y

discute preguntas durante el proceso de resolucion de los problemas.

Si no has completado las actividades previas aun lo puedes hacer: observa los videos,

construye tus modelos, contesta y plantea preguntas, formula tus propias conjeturas y

compartelas en el foro.

170



Atentamente

Equipo: Resolucion de problemas y tecnologia digital, Cinvestav.

Comunicado 6

En las actividades de esta semana se incluye un cuestionario de opcion multiple, todas las
preguntas involucran una exploracion de las propiedades de los objetos matematicos a partir
de mover y analizar como se comportan o relacionan. Esta exploracion te proporcionara
elementos para responder las preguntas que en algunos casos implica seleccionar varias
opciones correctas. Estas preguntas son también un punto de partida para que,

posteriormente, les des seguimiento y las analices en un contexto mas amplio.

Comparte tus dudas o comentarios en los Foros de discusion, recuerda que los Foros son el

medio para compartir ideas, aclarar dudas y ampliar nuestro conocimiento.

Comunicado 7. Reflexiones finales y cierre del MOOC

Estimado participante: primero te hacemos llegar una felicitacion por haber aceptado el reto
de participar en las actividades del curso “Resolucion de Problemas Matematicos y Uso de
Tecnologia Digital”. El trabajo de cada uno de ustedes ha sido importante no solo por las
contribuciones que han aportado en el desarrollo de las sesiones; sino también por sus
sefialamientos de caracter técnico que ayudaran en la revision y construccion de una

plataforma cada vez mas robusta y funcional.

Conviene reflexionar sobre los objetivos iniciales del curso y algunas caracteristicas que
distinguen a un proyecto que intenta abrir nuevas rutas y oportunidades para construir

conocimiento matematico.

1. El curso no aborda de manera puntual una serie de contenidos especificos como
generalmente se presentan en un ambiente formal de ensefianza. El énfasis ha sido en
el desarrollo y puesta en practica de “habitos relacionados con el quehacer
matematico”. Asi, la formulacion de preguntas y la busqueda de diversas maneras
sobre como responderlas han sido la esencia o parte fundamental en el desarrollo de

cada una de las actividades.
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2. En el curso participa una comunidad heterogénea con recursos matematicos variados
e intereses distintos. Esta variedad de experiencias de los participantes ha sido un reto
para nosotros en el disefio de las actividades y nos llevd a centrar nuestra atencion
hacia algunos aspectos del razonamiento matematico:

a. Las representaciones dindmicas y el movimiento de las figuras han sido un
ingrediente importante en el desarrollo de las actividades. Mover objetos,
cuantificar atributos (longitud, area, perimetro, angulo, etc.) en Ia
configuracion nos lleva a observar qué cambia, o cdmo varian algunos
pardmetros. En este curso, los modelos dindmicos asociados a las actividades
fueron dadas, lo que sigue, en un curso posterior, es que los participantes
aprendan a construir las representaciones o modelos dinamicos de los
problemas.

b. La formulacion de conjeturas es una actividad esencial en el estudio de las
matematicas y aqui en el desarrollo de las actividades fue un tema recurrente.
En general, la observacion del comportamiento de los atributos de los objetos
matematicos al mover algunos elementos dentro del modelo genera
informacion que nos lleva al planteamiento de conjeturas o relaciones
matematicas.

c. La busqueda y presentacion de argumentos que validen o sustenten las
conjeturas es otro aspecto importante del razonamiento matematico. Los
argumentos pueden ser visuales y explicarse a través de una grafica o
representacion, empiricos y presentarse con datos numéricos y tablas, y
formales que se sustentan con propiedades geométricas o representaciones
algebraicas. En términos generales la idea es que el estudiante exhiba desde
el uso de argumentos visuales o empiricos muchas veces necesarios en la
formulacion de una conjetura hasta la presentacion de explicaciones basadas
en propiedades geométricas o algebraicas.

3. Enceltrabajo de las actividades seguramente habras observado que con el movimiento
de las figuras aparecen heuristicas interesantes asociadas con el uso de la herramienta.
El movimiento ordenado o controlado de algunos objetos, la cuantificacion de los
atributos, y el trazo de lugares geométricos son algunas estrategias, ahora

importantes, en la resolucion de los problemas.
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4. En las tareas que se identifican con el término “evaluacion” no son mas que una

extension de los conceptos y busqueda de conjeturas en configuraciones dindmicas.
La idea es que cada participante siga buscando informacién que le ayude a extender
su comprension y competencias de resolucion de problemas.

Una vez que finalices la Evaluacion 2 (parte final del curso), revisa tu calificacion
final en la parte de "Progreso". Si te falta alguna actividad o pregunta que contestar,
la puedes retomar.

En la construccion de un referente o marco sobre el uso de tecnologias digitales, te
recomendamos leer la columna que se publica en la revista C2:

a. http://www.revistac2.com/transicion-digital-donde-estamos-a-donde-vamos/

b. http://www.revistac2.com/la-tecnologia-digital-y-el-aprendizaje-

permanente-o-continuo/

Equipo Resolucion de Problemas - Cinvestav.

Comunicado 8

Estimado participante:

La fecha de cierre del MOOC Resolucion de Problemas y uso de Tecnologia Digital sera

el domingo 19 de marzo a media noche. Toma en cuenta lo siguiente:

1.

En la semana del 13 al 19 de marzo no existe una nueva tarea por resolver, la idea es
que durante este periodo concluyas las tareas o evaluaciones que no hayas terminado.

También puedes seguir participando en las discusiones del Foro.

Te recomendamos revisar en el ment principal, el apartado Progreso y verificar la
evaluacion que se muestra. Se te recuerda que todavia puedes responder alguna

pregunta que no hayas contestado.

La constancia de participacion del curso se extenderia solo aquellos que hayan
alcanzado al menos 60 puntos en la evaluacion. Si tienes alguna pregunta acerca de
tu  progreso nos puedes escribir a nuestro correo  electronico

cinvestav ipn@mexicox.gob.mx.

173



4. Después del 20 de marzo las actividades del curso seguiran abiertas (MéxicoX lo
presentard como curso archivado). Sin embardo, a partir de esta fecha las actividades

que realices no sumaran puntos a tu evaluacion.

5. La constancia de participacion es emitida por MéxicoX y serd enviada via correo

electronico a cada participante que haya logrado al menos 60 puntos.

Finalmente, los integrantes del equipo del MOOC valoramos tu interés y participacion en las
actividades del curso. Esperamos, en un corto plazo, presentar un nuevo curso cuyo objetivo

se centre en la construccion de modelos dinamicos de situaciones matematicas.

Equipo Resolucion de Problemas Cinvestav.
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